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fi,  ^  '  ■       '  Sciences 
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AVERÏISSEMENT. 


Le  Volume  (|ue  nous  présentons  au  public  contient 
la  lin  de  la  correspondance  d'Hermite  et  de  Stieltjes. 

Les  lecteurs  trouveront  en  tête  un  beau  portrait 
d'Hermite  datant  de  sa  première  jeunesse,  de  sa  vini>t- 
cinquième  année  environ.  M.  Picard,  qui  le  possède, 
a  bien  voulu  en  autoriser  la  reproduction.  Qu'il 
reçoive  ici  l'expression  de  notre  vive  gratitude  pour 
toutes  les  marques  d'intérêt  qu'il  n'a  cessé  de  nous 
donner  pendant  la  publication  de  cette  correspon- 
dance. 

La  grande  obligeance  de  M.  Mittag-Leffler  nous  a 
permis  de  terminer  ce  volume  en  imprimant  quatre 
lettres  que  Stieltjes  lui  avait  jadis  adressées.  Ces  lettres 
nous  paraissent  intéressantes  pour  l'histoire  des  idées 
de  Stieltjes  et  la  théorie  de  la  l'onction  Ç(s)  de 
Riemann. 

En  terminant,  nous  adressons  nos  remerciements 
à  M.  Gauthier-Villars  qui  a  accueilli  avec  empresse- 
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VI  AVERTISSEMBM. 

ment  cette  publication  et  a  tout  fait  pour  en  augmenter 

l'attrait.    Grâce    à    lui,    nous    pouvons   offrir    à    nos 

lecteurs    un  intéressant  fac-similé    de   l'écriture   de 

Stieltjes. 

\].  Baillaud,  h.  Bourget. 

Toulouse.  .).<)  février  igoj. 


ERRATA  DU  TOME  I. 


Page     38,  ligne  7  en  remontant,  au  lieu  de  E  (  —  )>  lire  E  I  —  j» 

»      io3,  ligne  4,  au  lieu  de  i\.if{Xx)  +  K^fix-i)  +...4-  knfi^n),  lire 

kiG{xi)  4-  \ïO{x.i)-\-.  .  .4-  A.„G(j7„). 
»      loG,  ligne  xi  en  remontant,  faire  la  même  correction. 


»      'il!\.  liiine  i3,  au  lieu  de  -  -\ 
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CORRESPONDANCE 

D'IIERMITE  ET  DE  STIELTJES. 


227.  -   STIELTJES  A   II  EH  MITE  (  '  ). 

Kraliiig*^",  i*^  octobre  1889. 
(^HKR     MoiNSIEUK, 

C/esl  ici  qur  |  ai  reçu  Nolre  IcUie,  le  mal  n'a  |ias  d'iniporlance 
et  a  été  hieii  vite  réparé.  J'ai  pu  retrouver  sans  difficulté  mes 
corrections  et  nous  devez  re<e\()ir  la  leuille  corri<^ée  en  même 
temps  que  cette  lettre. 

Je  dois  vous  avouer  cependant  que,  ne  voyant  pas  d'autres 
feuilles  à  ("orriyer,  j'ai  craint  un  moment  ([uelque  malentendu  et 
j'avais  justement  écrit  à  M.  Jordan  pour  lui  faire  savoir  que  je  suis 
toujours  ici,  ayant  lixé  mon  départ  pour  le  %()  octobre.  Mais,  toute 
réilexion  faite,  je  ne  résiste  point  à  la  tentation  de  passer  quelques 
jours  à  Paris  el  je  ferai  en  sorte  d'assister  à  la  séance  de  l'Aca- 
démie du  y,8  octobre.  J'aurai  alors,  je  l'espère  bien,  le  vif  plaisir 
de  vous  voir  en  bonne  santé. 


Quant  aux  intégrales 


e—^^  sin  ani  z  dz, 


en  écrivant  au  lieu  desin^/^:;  le  dé\  elo|)pement  en  série  périodique 
de  sinus,  on  tnnive  une  ex|)ression 


(  '  )  I\'ote  des  éditeurs.    —  Il  3'  a  sûrement    des  lettres  entre  le  ri  juillet  et   le 
18  octobre.  Nous  n'en  avons  retrouvé  aucune. 


2  CORRESPONDANCE    U  IIERMITE    ET    DE    STIELTJES. 

(les  V  el  a  élant  positifs)  qui  met  en  éxidence  la  nature  analvtitjiie 
de  la  fonction  f{x).  Mais  aussi  la  théorie  de  la  convergence  des 
expressions  de  la  forme 


/ 


o(«) du 


.^x  -t-  a 


de\  ieni  applicable. 

Cette  question  se  raltache  donc  à  la  Note  que  vous  avez  bien 
voulu  présenter  à  1  Académie  dernièrement.  J  avais  complète- 
ment perdu  de  vue  les  fractions  continues  d'Eisenstein,  concer- 
nant A  -r  /B.  en  su|)posant  sn.r  =  A- +  B-. 

Je  ne  manquerai  pas  de  les  examiner  mainteaanl  (|ue  vous  venez 
(le  me  les  signaler. 

En  attendant  de  vous  revoir  bient(')l  en  bonne  santé,  je  vous 
j)rie  de  voulo'ir  bien  me  croire 

\  olre  très  dévoué. 

P;irk  Hoiiingeii  E  -'qo*",   Kralingen   (Hollande). 


228.   -  STIELTJES  A   HERMITE  (  •  ). 

Toulouse,  i8  décembre  1889. 
Cher   Monsieur, 

Vous  recevrez  avec  cette  lettre  la  quatrième  feuille  de  l'Ouvrage 
d'Halphen.  .le  crois  devoir  dire  quelques  mots  j)our  justifier 
(pielques-unes  de  mes  corrections  qui  portent  sur  le  texte  d'Hal- 
phen. A  la  page  55,  il  s'agit  d'une  fonction  algébrique  de  g.^  dont 
deux  déterminations  s  annulent  avec  ^o.  Lorsque  gi  est  très  petit, 
on  obtient  les  \aleurs  principales  de  ces  racines 

X' —     -T~, {—■X--r-\oi^'i)gli, 

16.49^3 

( —  '^7  —  'o  i  v/^  )  §1  ■ 


ib.  49,£'3 


(  •  )  Note  des  éditeurs.  —  Il  y  a  sûrement  des  lellre?  perdues  entre  les  lettres  227 
el  228. 


LETTRE    228.  3 

Il  en  résjille  que  ces  deux  racines  ne  se  pernmleiii  |i;is  ;iul(Mir 
de  g-2=  <^N  ini'is  restent  holoniorplies. 

Le  point  considéré  est  ce  que  Briot  et  Boucpici  ap|)elleiil  un 
point  neutre  [Fonct.  ellipt.,  2''  édil.,  p.  09). 

Lorsque  g-2  clianjj;e  de  sij;ne,  la  valeur  principale  de  x'  ou  x"  ne 
change  pas,  de  là  le  changement  qu'il  m'a  semblé  nécessaire 
d'apporter  au  texte.  A  la  page  54,  il  s  agit  aussi  d'un  point  neutre, 
mais  là  l'alfirmalion  d'Halphen  (relative  au  changeuient  de  signe 
du  coefficient  de  i)  est  exacte. 

Halphen  examine  d'abord  deux  cas  particuliers.  iJ  abord 

5 
(p.  5î  e.  s.)  le  cas  où      i4*"^ ^2=0, 

ensuite 

(p.  54  e-  s.)  le  cas  où     j^2=  o. 

Il  me  semble  (piil  avait  d  abord  lintention  de  rejeter  ce 
cas  0-2=0  ^'61"^  '♦*  li"-  C'est  ce  qui  |)arait  résulter  de  l'alinéa 
page  60,  qui  suit  l'entête  u  Résolution  du  problème  de  la  division 
par  '-  ».  Mais  avec  la  rédaction  déliniti\  ement  adoptée  il  fallait 
changer  un  peu  cet  alinéa,  je  l'ai  fait  de  mon  mieux. 

Je  n'ai  pas  manqué  d'expédier  le  texte  des  discours  d'inaugura- 
tion de  la  Sorbonne  à  M.  Legoux  qui  occupe  une  situation  impor- 
tante dans  l'Académie  des  Sciences,  etc.  de  Toulouse. 

J'ai  aussi,  et  avec  beaucoup  de  plaisir,  exprimé  à  M.  Baillaud  les 
sentiments  que  vous  témoignez  à  son  ('gard.  En  causant  a\ec  lui  et 
en  parlant  de  nos  Annales,  il  m'a  engagé  aussi  à  vous  rappeler  que 
nous  serions  l)ien  heureux  si  vous  pouviez  nous  donner  encore  un 
Mémoire.  J'avoue  que  vous  pourriez  dire,  avec  quelque  raison  : 
«  Voilà  une  gratitude  bien  intéressée!  »  J'ai  commencé  à  examiner 
les  manuscrits  d'Halphen,  mais  tant  que  j'ai  des  Leçons  à  faire, 
cela  ne  marche  pas  très  vite.  Je  compte  surtout  sur  les  quelques 
jours  de  vacances,  vers  le  nouvel  an,  pour  mener  à  bonne  lin 
celte  entre|)rise. 

Veuillez  l)ien,  je  vous  prie,  rapj)eler  M"^  Stieltjes  au  bonsou\e- 
nir  de  MM™*^"  Hermite  et  Picard  et  croyez-moi  toujours 

Votre  très  dévoué. 
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229.  —  IIERMITE  A    STIELTJES. 


Paris,  21  décembre  1889. 
!Mo>    cHi-K   Ami. 

Le  soin  si  consfieuficiix  i|ii('  vous  a])|>()i'trz  à  Téltide  oxliême- 
m'ent  dJKicilc  du  lexle  d  n;il|)li('ii  nous  iciid  un  service  dont  je 
vous  suis  on  ne  peut  plus  reconnaissant. 

Pounpioi  donc,  à  pi()|)o--  de  I  e<pialion  du  cinquième  degré, 
n  annonce-t-il  pf)inl  I  ol)|el  pnneipid  cpi  d  a  en  \tie,  de  réduire  à 
lécpialion  elliplupie  une  écpialion  (pieleoncpu',  en  ne  sadjoignant 
(pi Une  racine  carrée  en  outre  du  discriminant?  C'est  là  un  très 
heau  résultat,  mais  je  rej;rette  <pi  il  ne  dise  pas  qu'il  est  de  M.  Jor- 
dan; ce  dont  je  me  |)lains  d'ailleurs  tient,  sans  aucun  doute,  à  ma 
pai'cssc,  et  d  autres  coiuprendront  saii>  peine  tous  ces  calculs  (pu 
me  semblent  lro[)  condensés  et  par  suite  ohscurs. 

.Je  n'ai  pu  me  remettre  encore  à  Touvrage.  a\anl  eu  un  autre 
discours  à  faire,  après  celui  de  la  Sorhonne;  voici  la  seule  petite 
chose  qui  me  soit  venue  à  l'esprit,  en  faisant  une  interrogation  au 
Collège  Stanislas.  Il  s'agissait  des  fractions  continues;  j'ai  donné  à 
un  élève  la  démonstration  suivante  de  la  proposition  de  Lagrange, 
sur  les  racines  de  réquatK)n  du  second  degré  à  coefficients  entiers 

..FF' 
Ax^-h  aBx  4- C  =  o.  Soient--)  -^  deux  réduites  consécutives  du 

dé\'^elopj)enient  en   fraction   conlinue  x^  que  je   supjjose  |)Ositive, 

P' 
e\ y  le  (piotient  complet  qui  correspond  à  --r-  On  aura  comme  on 

sait 

P'r^-  P 

X  = 


d  où  cette  équation  en  y 


en  posant 


Gyi-*-iHr  ^  K  =  o, 

G  =  AP'2  ^2BPQ'-i-CQ'2, 

H  =  APP'h-B(P'Q-(-Q'P)  +  GQQ'. 

K  =  AP2   -^  iBPQ  ^CQ2, 


LETTKK    230.  5 

ce  (|iii  (ioime 

H2-  GK  =  (  B-'—  AC)  (  PQ—  QP')i=  B^—  AC. 

|> 

Cela  ('iaiit,  je  f('inai(|iic   (juc  la  laciiic  ./;  ('^tanl  coiniirisc;  entre  -z- 

el        )  les  (|iiaiilil(''s  (î    el  K   seioiil    des   sij;iies  contraires   à    |)artir 

(l'un  certain  point  du  di'x  (do|)|)euient,  aussitôt  que  les  l'éduiles 
seront  assez,  \oisines  pour  ne  reiifernu'i-  dans  leur  interxaJle  (|ue 
(;eUe  seule  racine  .r.  JÙ.  celle  circonslance  arnxera  n(''cessairenieiit 
|)uis(|ue  la  flitTcrence  des  réduites  diminue  indélininn-nt . 

Les  cot;l"licients  G  et   K  élanl  de  sii;nes  conti-aires,  la  relation 

H2_(1II  =  B^—  AC 

montre  ([u'ils  seront  limités  ainsi  (|ue  II,  de  sorte  (|ue  les  é(|uatioiis 
du  second  dej^ré  en  y  se  repi'oduironl,  ce  (|ui  démontre  la  pério- 
dicit(''  du  d(''velop|)emeiil. 

Veuillez,  mon  cher  ami,  faire  par\  enir  à  M"""  Stiell  jes  les  coinpli- 
menls  de  M""'  Picard,  de  M'"^  llerinite  el  me  croire  \otre  hien 
allée  tu  eusement  dévoue-. 


230.   —  SrilJLTJES  A   HERMÏTE. 

Tdulouse,  -2.3  décembre  i8<Sg. 
Cheiî    Monsieup, , 

Par  une  coïncidence  fortuite,  l'un  de  mes  élèves,  M.  Bourget, 
fils  de  l'ancien  recteur  de  Clermonl-Kerrand,  me  parla,  il  y  a 
([uelques  jours,  du  lli(''orèine  de  Lai;ranue  concernant  le  dévelo|)- 
peinent  en  fractions  continues  d'une  irrationnelle  de  second  degré, 
.le  lui  disais  alors  qu'il  suffit  de  remarquer  t[ue  le  discriminant  ne 

cliange  pas,  cai-  la  suhstiliition  ./•  =  c/  -| mis<'  sous  forme  lioino- 

gène  a  le  déterminant  =  i.  Et  ensuite,  il  est  clair  qu'on  doit  tinir 
par  avoir  des  équations  qui  présentent  une  seule  variation  de  signe, 
comme  l'a  remarqué  Vincent  dans  le  Tome  I  du  Journal  de  Lion- 
vUle,  remarque  que  Serret  a  reproduite  dans  son  algèbre,  Tome  l, 
page  3()3,  Vrlicle  167  (5"^  édition).  Vous  voyez  que  snr  ce  point 
je  me  snis  rencontré  avec  vous. 


6  corkespo>ua>»;e  d  hermitk  et  de  stieltjes. 

A    l'égard  clt's   tractions   continues,    voici    une   ]>etite   remarque 
qui  dale  de  liien  l()ni;lein|)s.  Lt-quation 


6 


donnant 


e  —  I 

e  -I-  I 


=  [o,  5t,  6,  I»,  I  4,  . . .  ), 

=  [o,  i,  3,  i.  7.  ...j, 


si  je  représente,  pour  abréger,   |)ar 

[a,  «,.  a.,  «3,  . .  .J 
la  fraction  continue 


j'ai  cherclié  aussi  le  développement  de  e  et  de  e'-. 

Je  lrou\e 

e  =  I  ■>.,  I,  •>., 

'•  4- 
I.  fi, 
I.  8. 
I .  .  .  . 


Ainsi  le  premier  nombre  2  est  suivi  de  groupes  de  trois  nombres 
qui  se  déduisent  de 

en  prenant  /?  ;=  i ,  2,  .^,  4-  •  •  •• 

Pour  le  nombre  e^  je  trouve  (mais  seulement  |)ar  induction), 

e2=  [7,  •>..  I.  I.     3.  18.     5 

I,  £,    6,  3o,     8 

j.  I.     9,  42.  r I 

I.  I .  w.  i4i  14 

'^  ' I- 

On  peut  faire  commencer  la  période  directement  après  7. 


LKTTRE    230.  7 

Rn  s(irte  que  les  deux  premiers  nomUres  ^,  '.i  sont  sni\is  par 
des  groiipes  de  cincf  nombres  (pil  se  dédnisenl  de 

i ,      1 ,     3  /< ,      1  2  /j  H-  (i ,      i  /i  -»-  a , 

en   posant  /?  =  i ,  2,  .'),  4 Ce  n'est  pas  démontré,  mais  je  ne 

j)tiis  guère  douter  de  l'exactitude  de  cette  loi,  ayant  calculé  les; 
vingt-quatre  premiers  quotients  incomplets  (ceux  que  je  viens 
d'écrire). 

Lorsque  je  me  suis  occupé  de  ces  choses  (cela  date  de  bien  loin, 
18^-  ou  18^8)  j'ai  lait  aussrun  nombre  de  calculs  assez  considé- 
rable sur  le  sujet  suivant  :  j'ai  appliqué  aux  nombres  e  et  e-  la 
métbode  de  Jacobi  [Crelle,  t.  69)  pour  représenter  approxima- 
tivement deux  nombres  par  des  fractions  de  même  dénominateur. 
L'es|>rit  de  cette  méthode  revient  à  ceci  :  étant  donnés  trois  nombres, 


soit 


Vo,     Wo         (dont  d'il  le  plus  gran<l), 
V  Mo  /  \  «0  ,'' 


et  [)osons 


«1  —  t'o  —  /q  Mo, 
Vx   =  Wq—  nioUo, 

H-l  =   «0- 


On  peut  appliquer  à  M|,  f),  ix'i  le  même  algorithme,  en  déduire 

Si  l'on  prend 

.Tacobi  trouve  que  les  //,  /??,,  ...  se  reproduisent' enfin  périodi- 
quement, et  il  est  à  présumer  que  le  même  phénomène  a  lieu  en 
général  pour  les  irrationnelles  du  troisième  degré.  Ceci,  il  est 
à  peu  près  sûr,  doit  avoir  une  liaison  étroite  avec  vos  travaux  sur 
la  réduction  continuelle  des  formes  ternaires,  exposées  en  détail 
par  M.  Charve. 

Mais  en  appliquant  la  méthode  de  Jacobi  à  e  été*-,  . . .,  j'espérais 
rencontrer,  comme  dans  le  cas  des  fractions  continues,  une  loi 
simple,  qui  aurait  montré  directement  que  ces  nombres  ne  sont 
pas  des  irrationnelles  du  troisième  degré.  Mais  je  n'ai  pas  réussi 


0  COItHKSPONDANrF.    I)  IIKIOUTK    KT     l)K    STIKI.TJ  KS. 

à  découvrir  luif  loi   simple   [xnii-  les   //.   nii\   pciil-èlrc   ii  ;ii-|r   pas 
jxnissr  assez  loin  le  calcnl. 

Sous  le  rapport  de  la  i^rippc  nous  ■ioiniiics  iniciix  la\()iis(''s  cpic 
les  Parisinis.  Il  csi  \rai   (pi  il   v  a  aussi  des  eas.  cl    le  personnel  de 

1  Opéra,    |)ar   exein|)le.  semble   assez   éprou\é.    Mais,   en   i;(''uéi"al, 
cela  ne  doit  pas  a\()ir  pris  I  extension  de  Paris. 

Comme  voll•^.  p'  lroii\c  très  peiiiMe  la  heliire  el  la  eoireetioii 
du  texte  d  Hal|)hen,  c  est  aussi  mon  exeiise  (pie  cela  \a  si  lente- 
ment. J  ai  encore  une  feuille  dont  la  eorreelion  me  prendra  encore 
c(ueU|ues  jours.  * 

\  eiiillez  hien   me  croire  toujours  \olre  très  déxoiié. 

P. -S.  —  Je  (rouxe  dans  mes  j)apiei's  aussi  des  calculs  rcdatits 
au  <Jé\elo|)pement  en  fractions  continues  de  <?^.  mais  sans  r(''sultat. 
Toutefois  j'ai  noté  que  ces  calculs  étaient  à  refaire,  la  \aleur  em- 
pruntée de  e'^  étant  suspecte.  Mais  la  iion-réussile  de  mes  calculs 
r(dalils  à  la  iiH'lliode  de  .laeidji  m  a  lait  ahandoiiner  ce  travail. 


231.   -  STIELTJES  A   HE R  MITE. 

Toulouse,  i'j^  déconibi-c  1889. 


Clin;    M 


m   1;       M  0>  SI  F.  II!. 


Kn  compulsant  a\ec  |)lus  de  soin  mes  anciennes  Notes,  je  viens 
de  reconnaître  que  les  développements  en  fraction  continue  de  e 
et  de  e-  sont  |)our  ainsi  dire  dun  caractère  ti^ès  élémentaire  et 
peut-être  il  n  y  i'aul  pas  attacher  grande  inqjortance. 

Ces  formules  sont  comprises  dans  les  deux  suisantes  : 

1 

(  ,1,  )     e*  =  n ,  /  —  1 .  1 .    I  .•>/,--  1 .  1 ,    1 ,  5 /.  —  1 .  1 ,   I ,  ;  /.•  _  I .  I ,    I .  . .  . ], 

pour  /v  =  1 ,  un  des  quotients  (''lant  nul,  il  s'opère  une  légère  réduc- 
tion et  l'on  ohtitMit  le  rf'siiltat  indicpn'  |)our  e. 


(^•M 


=  I  I  ,  /i",  I  ■'.  /■  -r  (),         ">  /•  ~  i,       I 

I,  7A--(-3,  îfiA-  — 18,  M /--H  5,  I 
i,i:U-  — 6,  (kjX- ^  3o.  i-yJ-M- 8.  1 
I,  19^-^-9,  84 /r —  /{.>,.  ^.S  A- -(- 1 1,  1 
i.  x5k  -^  \x 1 
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Les  lignes  vcrilcalcs  (uiincnl  des  séries  arithinétiques.  Pour  Â' =  o 
il  va  encore  une  léji;ère  réduelion  el  l'on  obtient  le  résultat  indi(jué 
pour  e'^.  Ces  lorinules  (4,)  et  (iii>)  donnent,  lors(|iie  /•  est  entier 
ncisilil',  les  i(''(luetions  en  l'iaclions  conlimies  de  f'oniic  ordinaire. 
Mais,  |)oiir  les  d('Miioiilrcr.  je  suppose  /   (pieleon(pic  <'l   je  pose,  dans 

la  preniirre,    ,  =^  x,  dans  la  seconde,  i^y^Tj  =  •^■• 

Os  formules  se  |)résenlenl  alors  sous  la  forme  sui\anle  : 


:i  —  x- 


(ia>')     e-^=\- 


1  —  ix- 


5— |.r- 


7—^^-4- 


36- 


i3—  |ar- 

et   la   démonstration  devient    extrèmeuienl    simple.    En    ellel,   on 
connaît  la  formule 

(  G'  )  e-^'  =  iH ; 


60+. 


./■ 

/ 

X 

2  H . 

9 

lO  C(»RRRSPO>UA>CE    d'hERMITE    ET    DE    STIELTJES. 

Or.  si  jt'  pose 


t  ^  Il  -^  T  -^ 


X 


I  _l 


on  ri  aussi 


X 


et  il   sutlit   dappliquer  cette  trauslormatioii   pour   /?  =r  i ,  ,3,  5,  7 
pour  passer  de  (-A>')  à  (S').  De  même  si  je  pose 


(a)  t  =:  n X  -\- 

2 


i/j  -h  8 


n  -h  ^  —  Ix  -\ '■ 

X 

I 


On  s'assxire  par  le  calrul  rpie  l'on  peut  écrire  aussi 
(?)  f  =  " r 


et   il   suffit   d"a|)pliquer  cette   translorination   pour    /?  =  1 ,    -,    i3, 
19,  .  .  .  ,  ()Â-  -h  I    j)our  passer  de  (ill/)  à  (3'). 

A  ous  voyez  cpie  cette  espèce  de  rectification  n'exige  que  des 
calculs  très  élémentaires,  cependant  on  n'y  voit  pas  clair  et  cette 
transformation  de  (a)  en  (^)  est  déjà  passablement  cachée.  Existe-l-il 
d'autres  réductions  du  même  genre  qui  donneraient  les  fractions 
continues  pour  e^,  e*,  . .  .?  Je  veux  entreprendre  le  calcul  numé- 
ritpie  pour  e^...,  mais,  comme  je  ne  m'attends  pas  à  une  période  de 
moins  de  vingt-cinq  termes,  il  faudra  pousser  l)ien  loin  l'exactitude 
et  prendre  e'^  avec  cinquante  ou  soixante  décimales.  C'est  un  tra- 
vail que  je  réserve  pour  i8c)0. 

Veuillez  bien  accepter,  cher  Monsieur,  mes  vœux  les  plus  sin- 
cères pour  la  nou\elle  année  qui  va  commencer. 

Votre  très  dévoué. 
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232    —  UEUMITI':  A   STIIJLTJES. 

Paris,  2'J  dérembre  1889. 
Mois    chku    Ami, 

Soyez   charitable  et   cxc(isez-inoi    de   ne  poinl  saisir  le  .sens  de 
voire  nolalioii,  (|iiaiid   \oiis  (Miivez 

e"-  =[7,7.,  I,  1 ,  3,  18,  5, 
I,  1,6,  3o.  8. 


Comiiieal  ratlaelier  ee  symbole  à  celui  que  nous  donnez  d'abord 


Mon  embarras  provient  de  ce  que  je  ne  trouve  qu'une  seule 
ligne  dans  la  parenthèse,  tandis  que  dans  e-  vous  les  mettez  un 
nombre  indéfini.  V  oiis  voyiez  que  je  ne  vous  comprends  guère,  et 
il  me  faut  néanmoins  vous  dire  que  nous  nous  entendons  parfai- 
tement, sans  même  avoir  besoin  de  nous  parler.  Le  Tome  76  du 
Journal  do  Horchardt.  p.  34'>.,  vous  en  donnera  la  preuve.  En 
pensant  ainsi  que  vous  aux  puissances  de  e  j'ai  été  moins  hardi, 
mes  prétentions  n'ont  pas  été  jusqu'à  deviner  la  loi  de  dévelop- 
pement en  fractions  continues,  j'aurais  seulement  voulu  constater, 
par  induction,  que  les  tpiotients  incomplets  manifestent  une  ten- 
dance à  croître  sans  limite.  Mais  les  calculs  numériques  qu'il  faut 
faire  sont  tellement  fastidieux  que  j'ai  craint  d'abuser  de  la  pa- 
tience et  de  la  l)onne  volonté  du  calculateur  auquel  j'ai  eu  recours. 

L'algorithme  de  Jacobi  qui  a  appelé  votre  attention  s'offre 
immédiatement  à  l'esprit,  c'est  l'extension  toute  naturelle,  à  trois 
nombres,  du  procédé  élémentaire  par  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  entre  deux  nombres.  Mais  je  crois,  dans  cette 
circonstance,  l'analogie  trompeuse;  il  ine  parait  absolument  impos- 
sible, du  procédé  de  Jacobi,  de  déduire  le  résultat  découvert  par 
Dirichlet  et  de  prouver  qu'en  écrivant  par  exemple 

Un  =  A  f/o  -I-  B  <'o  -+-  G  «'o. 

où   A.,   B,  C  sont  entiers,   cette  quantité  est  de  l'ordre  de  -^  ou 


1-2  COURKSIMODANi  K    DHKiniIIK    KT    DE    SIIELTJKS. 

— ^.     1,11    (|iH'>li()ii   est,  cil  ellel,    Idcii    |iliis    (■()m|>lc\c    (|ii(,'    dans    le 

cas  (les  iVaclioiis  coiUiiiiics.  ru'|Ui''S('iil('/  les  eiihcis  \  cl  l>,  pai' 
exeninle.  iiar  les  ("(lonloiuiées  il  un  |Himl  (ils  smil  seuls  à  en\i- 
saf^er.  |iiiis(|ue  le  troisième  <''l(''iiieiil  (-  en  ri'sulu-,  par  la  eoiisi- 
déraliun  <|iie  ///,  soit  le  pins  |ielil  possiMe).  Nous  pouxez  cher- 
cliei-  les  Miininia  de  u„.  à  I  iiit<'Tienr  d'un  eeicle  dont  \ons  ferez 
eroître  le  rayon,  on  d  une  ellipse,  dont  \ons  lerez  i^randir  les  axes 
en  <''lablissanl  entre  eux  une  l'elalion  ai'hilraire.  etc.  (-est  ce  cpii 
ni  a  ainem''  à  itrendre  pour  poiiil  de  départ,  dans  celle  (picstion, 
la  rcciicrclic  îles   niiniina   snceessils  de  la  lorme  ipiadral  npic 

<in  0  et  t  sont  des  paramètres  \ariahles. 

l'hisuite,  cela  \a  de  soi,  j  ai  enMsai;é  la  n'ilnelKui  coiiliiuiellc  de 
cette  lorme  ipiadraliipie  lorxjnon  lait  \aricr  les  paranièl  re^.  Mais 
<jii(d  ahime  entre  ce  (|ue  j  ai  lait  et  ce  (|ue  j  aurais  voulu  laiic.  La 
r('duction  n'est  point  nn  proc<''d(''  facile  ni  coinmode  cl  il  n  a  rien 
moins  lallu  ipie  le  talent  et  I  opiniàlrcli'  di;  M.  Cliai\e  pour  en 
faire  applicalion  dans  ipielipies  cas  parlicnliers,  et  cependanl  il 
serai!  m  nlile  et  même  ahsoliiiiieiil  i  iidis|)ensai)le  de  |)ouvoir  faire 
de  iiomhreiises  applicalions.  pour  s  éclairer  el  se  dirii;er,  j'ajoii- 
lerai    pour  s  inspirer  pnisipi  il  s  a^il    d    \ri  I  limelKpie. 

Kn  \oiis  oilraiit.  ainsi  qnà  madame  Stieltp's.  mes  souhaits  de 
honne  année,  pour  votre  bonheur  cl  celui  de  \os  eheis  enfants, 
pour  le  succès  de  \()S  recherches,  je  n.his  reiiou\elle,  mon  cher 
ami,   I  assurance  de  mes  seiilimenls  de  la  plus  sincère  allection. 

233.   -    S  77/r  /.  r.//r  .s-  A    lŒ  /i  MITE. 

Toulouse,  -1-  iléccinbi'C  1889. 

C'.HKl!      Mo.NSlKUR, 

fout  abîmé  flans  le  Hal[)lien,  permettez-moi  seulement  dindi- 
tpier  (pi"en  ('■crivant 

e2=  [;,  -2,  1,  i,  3,  18,  5, 
i,  1,6,  3o,  8, 
I,  I,  9,  42,  II, 
I.  I 1, 


je   11  ai  soiilii  donner  i|ii('  la  succession  des  (|ui)lienls  inc()in|)lels 

I 

e'^  =  7  H 


1  -4- 


i8 


3o 


C'est  senleinenl  pour  in(ii(|uei"  mieux  la  loi  que  je  ne  les  ai  pas 
écrits  sui"  une  luéine  lij^ne  liorizonlale,  en  laisaul  ainsi  fies  i^roupes 
de  5  nond)res,  les  li<i,nes  verlieales  sont  des  proi^ressions  aritli- 
niétiques.  El  un  phénomène  tout  semhlahle  se  montre  dans  la  im';- 
duetion  en  fraction  continue  de 

1  2 

e^,     <?2''  +  ',     />■  ciiiicr. 

A.rrive-t-il  quelque  chose  d  analoi;ue  j)oiir  d  autres  puissances 
de  e,  e'^  par  exemple?  Comme  je  l'ai  dit,  jt^  lerai  le  calcul  pour 
(?•',  mais  je  dois  dire  (jue  je  n'ai  presque  pas  d'espoir,  et  que  je 
m'expliquerais  très  hien  c[ue  l'on  n'aperçoit  une  loi  simple  et  i;*'- 
nérale  que  dans  les  cas  que  j'ai  cit('s  déjà.  Cependant,  pour  acquit 
de  conscience,  ce  calcul  numérique  m'est  nécessaire.  Si  ee|)en- 
danl  p''  donnait  aussi  une  fraction  continue  quasi  périodi(|ue, 
alors,  je  l'avoue,  je  serai  assez  hardi  pour  conclure  que  cela  arrive 
toujours  pour  e-*',  .r  étant  rationnel,  mais,  je  l'ai  dit  dé'jà,  je  crois 
que  c'est  là  une  chimère. 

Je  dois  NOUS  remercier  particulièrement  de  m'axoir  indiqué  le 
Tome  76  du  Journal  de  Borckavdt.  Je  n'avais  presque  rien  retenu 
de  cela,  et  je  vois  maintenanl  que  c'est  très  \oisin  du  sujet  qui 
m'occupait  et  peut-être  votre  travail  me  fera  revenir.  Mille  reiner- 
cîments  aussi  pour  nos  remarques  sur  ralgt)rithme  de  Jacobi,  je 
dois  réfléchir  beaucoup  là-dessus.  Mais  pour  l'idée  que  j'avais  en 
vue  (et  qui  était  de  démontrer  que  ."  n'est  pas  une  irrationnelle  du 
troisième  degré)  il  me  semblait  suflisant  tie  savoir  que  l'algorithme 


I^  CURRKSPONDANCK    d'hERMITK    ET    UE    STIELTJES. 

(le  Jaccil)!  coïKlmt  ;i   une  série  ddiilde  de  uuiiibres 

/o-       /,,       11, 
//?o-     /"i.     '"2, 

nui  déterminent  |)arlailenienl  les  rapports  //o  *  <'o  •  ""o"  ^oninie  la 
série  <les  ([uolienl  inconipiels.  Il  est  vrai  que  la  proposition  que  e 
n'est  pas  une  irrationnelle  du  troisième  degré  ne  présente  plus 
d'intérêt  aijrès  \otre  proposition  merveilleuse  que  e  n'est  pas  un 
nombre  algébrique,  mais  il  sérail  eneore  intéressant  d'arriver  à 
cette  proposition  particulière  par  une  méthode  qui  se  rapproche 
phis  de  l.i  lli(''orie  {\e>  Iraclioiis  continues.  Mais,  si  c'est  |M)s>d)le, 
cela  demandera  bien  des  ellorts. 

\  ciiillez  bien  me  croire  toujouis  xotre  bien  dévoué. 

J*.-S.  —  Le  résultat  jxuir  e 

e  =  I  2.  1.2.  1 .  I.  i.  I,  I ,  (3.  I,  1,8,  I .  . .  .1 

est  si  sinq)lc  (pic  certaineiiicnl  on  doit  I  a\oir  remarqué  déjà.  \  la 
lin  de  V  Inliodtictid,  Euler  li(tn\  e 


14  + 


ce  (jui  se  (h'duit  de 


6-^ 


M 


234.   —  HERMITE  A   STIELTJES. 

Paris,  7  février  iSgc 


o.\    CHKn 


L'épidémie  que  vous  avez  eue  à  Toulouse,  comme  nous  à  Paris, 
nous  a  fait  traverser  une  épreuve  dont  nous  venons  de  sortir  et 
(jui  a  ('-lé  bien  pénible.  Le  (ils  aîné  de  M.  Bertrand  a  été  atteint  de 
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rinfluenza  ol  s'est  IroiiNc  la  seiiiaiiic  (Ifiuirre  clans  If  plus  ^raïul 
danj;er. 

Maintenant  nous  sommes  rassurés  et  dans  resj)érance  que  vous 
n'avez  été  atteints,  ni  vous,  ni  madame  Stieltjes,  ni  vos  chers 
enfants,  je  viens  vous  parler  d'une  extension  de  la  théorie  des 
Tractions  continues  al^<''hri(|ues  cl  d  un  algorithme  au(pic]  j'ai  été 
conduit. 

Soit  L,  V,  V\  trois  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  la  variahle  x^  on  peut,  au  moyen  des  coefficients  indé- 
terminés, trouver  trois  polynômes  de  degré  /?,  que  je  désigne  par 
Â„,  B„,  C,/  tels  qu'on  ait 

S  désignant,  pour  abréger,  une  série  g -\- g' x  +  g' x- ^ .  . ..  Ce 
sont  ces  polynômes  que  je  me  suis  proposé  d'obtenir  de  proche  en 
proche  pour  toutes  les  valeurs  de  n.  La  première  idée  qui  se  pré- 
sente, celle  qu  indicjue  une  analogie  immédiate,  mais  que  je  crois 
trompeuse,  est  de  cherciier  des  relations  récurrentes  de  la  forme 

A,i+3=  aA„^2-h  a'A„^_l-^-  x'Ah, 
-     .  B„^3=PB„+o+p'B„^,  +  p"B,„ 

J'y  ai  renoncé  et  j'ai  suivi  une  autre  voie  qui  convient  uniquement 
à  r  Vlgèbre  et  non,  à  mon  bien  grand  regret,  à  l'Arithmétique. 

Je  considère  trois  nouveaux  polynômes,  P,,,  Q«_(,  R«_i,  le 
premier  de  degré  «,  les  suivants  du  degré  n  —  i,  déterminés  de 
manière  à  a\  oir 

où  S,  désigne  une  série  entière  connue  $.  C'est  ce  qu'on  peut 
toujours  faire  d'après  le  nombre  des  coefficients  arbitraires  qui  est 
^n  -f-  i;  semblablemenl,  je  pose  ensuite 

u  p;_  1  +  \'q;_  I  -f-  WR  ;;    =  x^^  s-; . 

Cela  étant,  j'ajoute  les  équations  pi'écédentes  après  les  avoir 
multipliées  par  des  constantes  «,  «',  a  \  les  coefficients  de  U,  V, 
W  seront  des  polynômes  du  /i''''"*^  degré  et  coïncideront  avec  A„,  B^, 


l6  r.onRESPO.NDANCF.    d'iIKHMH  K    KT     l)K    SIIEI.UES. 

C„,  eu  ilisj)(»saul  de  ces  constantes  de  manière  que  le  terme  con- 
stant el  le  terme  du  premier  dej^ré  dis|)araisseut  dans  Fexpression 
(/ <ii  _i_  ^'S, -h  rt"S, .  ÎNous  |)rou\()ns  ainsi  que  Ton  a  les  relations 
d  une  Jiraiidt'  iiii|)(irlancc 

A„  =  aPn  -h  a'  P„  ^,  -H  a"  P';,_, , 
B„  =  aQ„._,  -H  a  Q„  -+-  a"Q'„_,, 
C„  =  aR„    I  -f-  of'R',,  _,  -+-  a"  R",. 

Je  considère  eu  second   Ikmi  le--  ti()i>  (|ii:tiililés 

(  a.r  -4-  ^  )  Si  -i-  Y  S  ',  -1-  0  S'i , 
x'  S|  -+-  (  3'.r  -i-  y'  )  s  1  -f-  o'  S", , 
a"S,-f-  p"S; -f-(v''a--^o")S'i. 

qui  conliennent  chacune  quatre  co(d(icients  arhiliaires,  et  je  les 
détermine  en  annulant  le  leiiue  constant,  ceux  du  |)remier  et  du 
second  de^ré.  \()us  remarquerez  (juc  dans  ces  divers  cas,  un  seul 
des  coefficients  de  l  ,  ^  .  VN  est  du  dep-r  /? -f-  i ,  les  autres  sont 
du  de^ré  //.  Comme  on  met  en  évidence  dans  les  seconds  membres 
le  facteur  ./•'"+■',  les  premiers  membres  sont  successivement 

up„+,-^vQ„-l- \VR„,      up;,  + VQ„^,  ^WR„,      up; --vq;  +  wr';,^i, 

cl    I    (Ul    (Ml    CdUclul 

P„^,  =  (a.r-+-p)P„  +vP„_,  +  r:p;_^, 
Q„  =  (  a.r  -h  ^  ) Q„  ,  -f-  7 Q;,  -f-  0  Q;_  , , 
R„     =  ( aa:  -)-  |3  )  R„_,  ^  Y  R;^_ ,  -H  0  R;  ; 

P'„      =a'P„      ^(^';,-  +  y')H;,^,  +  5'P„_,. 
Q;,.,  =  ^'Qn-i  +  (  3'.r  +  y')Q"      +  ^^'Q'.-i . 

r;,    =  a'  R„_i  -^  (  3'^  +  y'  )  K-i  ^  ^^'  ^>,  ; 

P",  =  ^" P«  -+-  3" p;,  - 1  -K  (  y"^'  -^  ^" ) P'«-i • 
q;,  =  a"  Q„_,  +  3"  g;,  +  ,  fx  ^  5"  )  q;_,  , 
r;^,  =  a"R„_, -I-  ^" r;,_,  -^ (y"^ -^  ô" ir;. 

i.cs  ncul  «'bMuents  dont  dé|tciid('ut  V,,,  B„,  C„  s'obtiennent  donc 
de  pro(die  de  proche  par  un  svstème  de  relations  n'currentes  où 
la  \ariahle  n'entre  qu'au  premier  de^ré.  Ces  considérations  m'ont 
été  suiij;ér(''es  par  l'étude  de  linli-grale 


■  /  )*-^i 
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prise   le  iony  d  nu  coiilour  <|iii   compiencl  à  son  intérieur  tous  les 
points  «,  />,(?,  .  .  .,  /.  On  trouve  (jue 

J  =  e".'-  P,„  +  ei'-^-  Q„  -h  ...  -h  g/-^  T,, 

P»M  Q«i  •  •  -^  T5  étant  des  polynômes  entiers  de  degrés  m,  n.,  . . .,  5; 
puis,  si  l'on  développe  suivant  les  puissances  croissantes  de  ,r, 

c'est-à-dire  la  puissance  maximum  de  x,  relativement  aux  degrés 
de  ces  polynômes.  Que  de  recherches  dans  cette  voie! 

Votre  bien  affectionné. 


235.  -  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  8  février  1890. 
Mon   cher  Ami, 

Voici  pourquoi  je  considère  comme  fausse  et  trompeuse  cette 
analogie  si  naturelle  qui  conduirait  à  chercher  des  relations  récur- 
rentes de  la  forme 

A,i+3=  aA„-H2-t-  a' A„+,  -t-  a"A„, 
Brt+3  =  3tB,;H_2  -)-  a'  B„  +  i  -I-  a"B„. 
C«-(-3  =  aC/,+2  -+-  2''C,i-+-i  -1-  a"C„. 

Je  reprends  en  écrivant  A,  B,  C  au  lieu  de  A„,  B„,  C,^,  l'équa- 
tion fondamentale 

U  A  H-  V  B  -^  W  C  =  :r3''+^  S, 

j'écris  ensuite,  en  changeant  n  en  n  -\-  i  et  en  /i  -)-  2, 

U  A'  +  V  B'  +  W  C  =  ^3«+5  S', 
U  A"  4-  V  B"  +  W  G"  =  :r3«+8  S", 
ce  qui  me  donne 

\JiA>  -+- V \li) -+- W 8  =  ^3«+2(aS-ha':r3S'-4-a"a76S") 
où 

Jlo  =  aA"-i-  a'A'-i-  a'A, 

lli)  =  aB" -i-a'B-Ha"B, 


Si  l'on  veut  que  a,  a',  a"  soient  entiers  en  x^  il  faut  nécessaire- 
II. 
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mont  l«-s  |)mi(lre  des  degrés  i,  2  et  3,  ce  qui  introduit  9  coeffi- 
cients arbitraires.  Mais  il  i'aut  que  l'on  satisfasse  à  la  condition 

a  S  -1-  a'  a?'  S'  -)-  a." x^'  S"  =  x''  S'", 

qui  entraîne  précisément  c)  équations  sous  forme  homogène.  Tl 
manque  donc  une  indéterminée,  ce  qui  me  semble  condamner 
définitivement  l'analogie  avec  les  réduites  de  la  théorie  des  frac- 
tions continues. 

Ln  mot  encore  au  sujet  des  conditions 

Il  convient,  pour  suivre  lanalogie  avec  les  fractions  continues, 
d  introduire  les  quotients 

S'  S" 

-^^a  —  bx~cx'^^-.    . .  ^  =  a'  -^  6':r  -(-  c':r2  -(-.  .  . . 

il  est  alors  facile,  au  moyen  des  coefficients  a,  6,  c.  .  . .,  a',  b' , 
c\  .  .  .,  d'obtenir  les  valeurs  a,  [3,  -',  ô  qui  donnent 

a  a:-  -1-  3  —  -((  a  -h  bx  -+-  ex-  )  ^-  o(  a'-^  b' x  -i-  c' x^  )  =  x^S. 

Excusez  ce  peu  de  mots  et  croj<'z-m(>i  toujours  votre  bien  affec- 
lu  eu  se  meut  dévoué. 


236    —  HE R MITE  A  STIELTJES . 

Paris,  10  février  1890. 
MoK   CHFR  Ami, 

Votre  démonstration  est  un  «  hef-d'œuvre;  vous  ne  me  repro- 
cherez pas,  je  l'espère,  d'en  donner  aujourd'hui  même  communi- 
cation à  l'Académie,  afin  qu'elle  soit  publiée  dans  les  Comptes 
rendus  (  '  ). 


(')  Note  des  éditeurs.  —  Le  début  de  la  lettre  indique  nettement  qu'il  y  a 
quelque  lettre  perdue  entre  la  lettre  Ti\  et  la  lettre  235. 

Il  est  sûr  que  la  démonslration  doni  purie  M.  Hermite  est  celle  présentée  à 
l'Académie  le  10  février  1890  [Sur  la  fonction  exponentielle  {Comptes  rendus. 
t.  ex,  p.  2fi7-i7o)]. 
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De  mon  diflicilc  laix'iif  siii-  la  qnostion,  il  ne  reste,  et  je  n'en  ai 
aucun  regret,  tjue  l  algorithme  auquel  j'ai  été  amené  pour  calculer 
la  suite  des  fractions  de  même  dénominateur  qui  convergent 
\ers  (?'',  ^*,  ....  c^.  Et  même,  je  me  résigne  à  n'en  tirer  qu'une 
indication  poui-  arriver,  en  général,  à  un  mode  de  calcul  des  fonc- 
tions rationnelles  de  même  dénominateur  qui  représentent  un 
nombre  quelconque  de  fonctions  avec  l'approximation  maximum. 
Cette  question^st  étroitement  liée  à  celle  de  la  détermination  des 
polynômes  A„,  B,<,  C„  qui  satisfont  à  la  condition 

U  A„  +  V  B„  +  \V  G„  =  :r3«+2  S 

et  l'on  peut  la  présenter  sous  une  forme  entièrement  élémentaire. 
La  division  algébrique  donne  à  l'égard  de  deux  polynômes  ou  de 
deux  fonctions  dé\eloppables  en  séries  entières,  U  et  V,  les  équa- 
tions suivantes  : 

(a.r +  P)U-i-yV     =^-^U,. 

a'U-+-([i'^  + Y')V  =  :r2Y,, 

U,  et  V,  désignant  ou  bien  des  polynômes  comme  U  et  V,  mais 
dont  les  degrés  sont  diminués  d'une  unité,  ou  biçn  dans  le  cas 
général  des  séries  entières. 

Opérant  sur  ces  quantités  comme  sur  les  précédentes,  on  aura 

(ai.r-H  p,  )Ui-h  Y,  V,  =  .r'-U-,, 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  U„  et  V«.  Gela  étant,  il  est  aisé  de  con- 
clure de  cet  algorithme,  les  relations 

UP„     +VP;,_,  =  :r''«U„. 
UQ,_,  +  VQ'„      =.r2«V„, 

P,  Q,  P',  Q'  étant  des  polynômes  entiers  dont  le  degré  figure  en 
indice.  On  en  tire  comme  je  vous  l'ai  précédemment  écrit 

A„=aP„     -t-6Q„_i, 
B„  =  aP'„_,  +  6Q'„. 

a  ex.  b  étant  des  constantes,  A„  et  B,,  les  polynômes  de  la  théorie 
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des  fractions  conlinnes  al^^él)riques,  tels  que 

UA„-+-  VB„  =  a;--"'-'S. 

[\nir  sortir  du  tlumaiiie  îles  fractions  continues,  il  faut,  si  je  puis 
dire,  généraliser  la  notion  de  la  division  al^'ébri(|ue,  et  l'étendre  à 
trois  polynômes  ou  trois  fonctions  L,  \  ,  W  eu  j)osant  les  condi- 
tions suivantes  : 

a'U-i-(p'a-  +  Y')V  +  6'W  =x3\i, 

On  a  ainsi  l'origine  d'un  algorithme  tout  semblable  au  précé- 
dent, et  d'où  l'on  tire  les  neuf  polvnomes  P„,  P,',,  ...,  tels  qu'on 
ait 


UP, 


VP' 


uq,.-,^vq;, 


On  obtient  encore 


vr;, 


wp;;_,  =  3-3"  s, 

VVQ;',_,-.r3"S', 
W  R:      =r3«S". 


\„  =  «p„ 

-h  a'Q„_ 

-+-  a' 

R«-., 

i}„  =  «p;,- 

-Ha'Q'„ 

-+-  a' 

•^«-11 

G„  =  aP';,_ 

i  +  a'Q;',_ 

,-^a' 

r;;. 

j'ajoute,  ce  qui  se  démontre  immédiatement,  que  le  déterminant 


Pn 

Q«-. 

R„-i 

P«-. 

q;, 

r;,-. 

P«-, 

q;,-, 

K 

où  k  est  une  constante. 

La  considération  de  l'intégrale 


-if./ 


e~^  dz 


a  )(3  —  b)(z  —  c)]"+' 


prise  le  long  d  un  contour  qui  comprend  les  points  a,  6,  c  donne 
le  moyen  d'appliquer  eHéctivement  la  méthode,  en  permettant 
d'écrire  tous  les  éléments  des  formules  de  récurrence.  On  en  tirera, 
j'espère,  quelques  résultats  intéressants,  en  prenant 


(z  —  a){z  —  b){z  —  c)  =  z{  z-  —  i), 
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pour  les  équations  du   deuxième   deoré   qui    déterminent   e  avec 
approximation. 

\]\\e,  autre  application  concerne  le  cas  de  U  =  logfa;  —  a), 
V  =  log(x  —  6),  W  =  log(  ,r  —  r),  qui  peut  aussi  être  traité 
complètement;  mais  il  me  semblerait  surtout  curieux  de  |)rendre 
par  exemple, 

U  =  v/T^Ta^,         V  =  J/OT^,         W  =  i, 
je  n'ai  pas  de  doute  que  dans  ce  cas  la  récurrence  soit  périodique. 

...  en  vous  renouvelant  avec  mes  [)lus  vives  félicitations  l'assurance 
de  mes  meilleurs  sentiments. 

P .  S .  —  Permettez-moi  de  vous  engager  à  lire  la  démonstration 
concernant  7t  de  Weierstrass  dans  les  Sitzungsberichte  de 
Berlin;  M.  Molk  en  a  donné  dans  le  Bulletin  d'octobre  1889, 
p.   1 53,  une  analyse   


237.  —   HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  3  mars  1890. 
Mon   cher   Ami, 

J'ai  quelque  crainte  des  retours  de  l'influenza,  et  comme  vos 
lettres  m'ont  manqué  depuis  votre  communication  si  remarquable 
et  si  belle  où  vous  avez  rapidement  démontré  la  transcendance  du 
nombre  <?,  je  prends  la  liberté  de  vous  demander  si  mon  inquiétude 
serait  fondée  et  si  vous  auriez  eu  une  rechute.  M.  Poincaré  a  pris 
grand  intérêt  à  votre  travail  et  a  demandé  à  Picard  si  \ous  pouviez 
traiter  de  même  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  J'ai 
su  aussi  qu'une  publication  portant  pour  titre  La  Nciture,  dont 
vous  n'avez  peut-être  jamais  eu  connaissance,  mais  qui  est  très 
répandue,  avait  entretenu  ses  lecteurs  de  vos  recherches.  Je 
souhaite  bien  vivement  que  l'épidémie  ne  vous  ait  point  de  nouveau 
atteint  vous  ou  les  vôtres,  et  j'attendrai  que  vous  m'ayez  rassuré 
pour  vous  conter  ce  que  je  fais  avec  mes  polynômes  qui  me 
donnent  bien  de  la  peine. 
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C'est  flans  l'espérance,  mon  cher  ami,  d'avoir  l)i»'Mt('>l  quelques 
mots  (le  \ous,  et  a\ec  tous  mes  va-ux  |)our  votre  sanlc  et  celle  de 
\olrc  lauiille,  que  je  vous  renouvelle  lassurance  de  mon  afl'ection 
la  j)lus  sincère  et  la  plus  dévouée. 


238.  —  STIi:f/rjES  A    II  Eli  MITE. 

Toulouse,  6  mars  iSg^). 
CHt:K     Mo.NSIETU, 

Je  suis  extrêmement  touché  par  xolrc  Icllre  et  je  m  ciiiprcsse  de 
vous  rassurer.  Ma  santé  n'est  pas  mauvaise  (pionpic  j  ('-piouve 
toujours  une  certaine  fatigue  et  lassitude. 

Mais  si  je  ne  vous  ai  pas  répondu  plus  tôt.  \\  faut  I  allnhucr  à 
l'état  de  dénuement  intellectuel  (u'i  je  me  trouve.  J'ai  rélléchi 
beaucoup  sur  le  nombre  t:  après  avoir  bien  étudié  les  Mémoires  de 
Lindemann  et  de  A\  eierslrass.  Lne  bonne  partie  de  mes  ellorts 
ont  été  faits  dans  la  direction  suivante  :  Tout  ce  (|u  ou  sait  sur  la 
nature   arillimélique   de  -  a    élt-    obtenu    en    déliiiissanl   tï  comme 

racine    dune    équation    Iraiiscendanle    cos— =  o.  ...,    sinTi  =  o, 

e''^'^  —  1,  ...,  mais  on  n  a  |)u  tirer  encore  rien,  j)as  même  lincom- 
mensurabilité,  des  expressions  directes,  comme 


et,  en  général,  des  séries 


I 


L'étude  de  ces  séries  et  conjointement  celles  que  Dirichlet  a 
considérées  dans  son  Mémoire  sur  la  progression  arithmétique 
(démonstration  qu  il  v  a  une  inhnité  de  nombres  premiers  de  cette 
forme  r/A" -h  b)  ma  donc  oceup(''  beaucoup...  mais  je  n'en  ai  pu 
rien  tirer,  mais  c'est  à  poursuivre  plus  tard.  L'année  dernière 
j'avais  obtenu    quelques   réductions   en    fractions    continues,    par 
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exemple 


F{x-^~]  = 


3x 


5x 


3* 


yx 


gx 


F(^)-2j(;r^-n)-^ 


4^'2 


(x  -\-  n)-^ 


IX  —  2  = 


4  n  -+-  2 

^"~       4«  +  2      ' 

1 

-2  37- 

_     /3B,        5B,        7B3 

98, 

(X  H 

r-  rif 

x"' 

4:r3y 


mais  ces  fractions  continues,  quoique  convergentes,  le  sont  beau- 
coup trop  lentement,  pour  en  tirer  quelque  conclusion  au  point  de 
vue  arithmétique,  etj  ai  du  abandonner  tout  espoir  dans  ce  mojen. 

En  ce  moment,  vous  le  voyez,  je  n'ai  que  quelques  projets, 
mais  je  ne  suis  rien. 

Vous  m'avez  convaincu  complètement  quil  faut  abandonner 
l'analogie  qui  conduit  à  l'algoritlime  de  Jacobi  et  à  la  recherche 
des  relations  récurrentes  de  cette  forme 

En  étudiant,  au  point  de  vue  arithmétique,  l'algorithme  de 
Jacobi,  j'avais  vu  aussi  se  présenter  bien  des  difficultés;  ainsi,  par 
exemple,  dans  le  cas  des  fractions  continues,  la  série  des  quotients 
incomplets  (qui  n'est  assujettie  à  aucune  condition)  détermine  tou- 
jours un  rapport  déterminé,  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  dans  l'algo- 
rithme de  Jacobi.  C  est  là  une  circonstance  bien  embarrassante  et 
qui  avait  déjà  beaucoup  ébranlé  ma  confiance. 


2.\  CORKKSPONDANCE    OUKRMITF    ET    DE    STIELTJES. 

(pliant  à  ma  déinonstralion  de  la  transcendance  du  nombre  e, 
elle  est  évidemment  fondée  entièrement  sur  vos  principes  et  je  n'ai 
fait  que  généraliser  votre  démonstration  dans  le  cas  où  il  s'agit  de 
[nouver  l'iinpossilîilité  de 

N  -I-  Nir«=  o         (n  =  I). 

J'avais  essayé  d "abord  vainomenl  de  prouver  qu'on  peut  toujours 
iaire  en  sorte  que  les  quantités 

£,  =  Pe6-  F',, 


£„=  Pe''—  P„ 


ont  des  signes  déterminés  à  l'avctncf  ;  il  suffirait  alors  de  faire 
en  sorte  (pie  ç/,  et  N/i  aient  même  signe  pour  arri\er  à  une  im|)Ossi- 
bilité. 

\ o%  nouvelles  recherclies,  (|ui  sont  pour  iiinsi  dire  la  continua- 
tion de  celles  qui  se  trouvent  dans  votre  Mémoire  Sur  la  fonc- 
tion exjionentielle.  m'intéressent  en  effet  beaucouj)  et  je  regrette 
que  je  n'aie  pu  faire  encore  le  calcul  dans  le  cas  L=(/i-|-^, 
\  =  y/(  I  -\-  xY,  \\  =  i,  ...,  cas  dans  lequel  il  j  aurait  périodicité. 

A  cause  des  raisons  que  j'ai  déjà  données,  vous  voudrez  bien 
m'excuser  si  je  vous  présente  une  remarque  qui  n'a  pas  beaucoup 
d'importance  mais  qu'il  est  peut-être  bon  de  noter  en  passant. 
Elle  consiste  en  ceci.  Lorsqu'une  fonction  analytique  possède  une 
ligne  singulière,  il  n'est  pas  nécessaire  du  tout  qu'elle  varie  brus- 
quement d.ins  le  \oisinage  de  cette  ligne.  Ainsi  la  série 

x^        x'*  x^  x"^"''  ■ 

\ \ 5-  -H... -H \-...=  f(x) 

1  1.1  I  .  -2  .  3  [  .  2  .  .  .  « 

a  un  rayon  de  convergence  ==  1 .  et  la  série  est  encore  convergente 
sur  le  cercle. 

Il  en  est  de  même  de  toutes  ses  dérivées,  en  sorte  que  f{x)  et 
toutes  ses  dérivées  sont  finies  et  continues  à  Tintérieur  et  sur  le 
contour  du  cercle.  El  cependant  cette  fonction  /'(a:)  n'existe  pas 
en  dehors  du  cercle,  en  sorte  qu'il  faut  considérer  le  cercle  comme 
une  ligne  singulière. 

En  somme  /'(x)  doit  bien  présenter  quelque  chose  de  singulier 
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sur  le  cercle,  mais  cette  singularité  est  ici  beaucoup  moins  appa- 
rente et  pour  ainsi  dire  in\isil)le  à  l'œil  nu.  Soit 

y(coscp  H-  i'  sincp)  =  F  -4-  Q/; 

P,  Q  sont  des  fonctions  réelles  de  es  qui  admettent  des  dérivées  de 
tous  les  ordres.  Mais  P(c5  H-  A)  n'est  jamais  (pour  aucune  valeur 
de  h)  égaie  à 

P(cp)-f-AF('^)+-^P"((p)-f-..., 

cette  série  étant  di\ergente;  ou  même,  si  pour  quelque  valeur  par- 
ticulière de  '-5  elle  est  convergente,  elle  ne  représentera  pas  même 
dans  ce  cas  P(ç5-|-A)-  M.  Du  Bois-Rayiuond  a  montré  depuis 
longtem|)s  l'existence  de  telles  fonctions  ffunc  variable  réelle  et 
récemment,  dans  le  Journal  de  C relie,  M.  Lercli  en  a  donné  un 
exemple  plus  simple.  I^a  fonction  P('i)  rentre  dans  l'exemple 
donné  par  M.  Lercli,  mais  ce  dernier  n'a  considéré  que  les  fonc- 
tions d'une  variable  réelle,  sans  noter  quelle  conséquence  s'en 
déduit  pour  les  fonctions  analytiques.  Cette  conséquence,  du  reste, 
était  bien  évidente  et  je  ne  doute  pas  que  M.  Lerch  ne  l'ait  fait. 
Mais  il  est  bien  probable  que,  d'ici  quelque  temps,  les  géomètres 
rencontreront  des  fonctions  aussi  singulières  que  /"(.r). 

Veuillez  bien  agréer,  cher  Monsieur,  l'expression  de  mes  senti- 
ments les  plus  dévoués. 


239    —  HERMITE  A   STIELTJES. 

Paris,  7  mars  1890. 
MoK   CHER  Ami, 

J'ai  passé  par  la\oie  douloureuse  dans  laquelle  vous  êtes  engagé 
en  cherchant  à  démontrer  l'irrationnalilé  de  7t.  J'ai  eu  cette  pauvre 
idée  déconsidérer  l'équation  %\\\nx  =  o,  dont  les  coefficients  sont 

entiers,  en  faisant  la  remarque  que  si  \\n\  avait  ti=  — ,  l'une  des 

racines    serait    \  =  sin  -  =  sin  —  =  -! — !—  — En    prenant 

pour  inconnue  /??;,  il  faudrait  donc   que   la   transformée   ait   une 
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racine  extrêmement  voisine  de  limité   i  —  - — -  —  ..  ..   Et  je  n'ai 

bm-  •' 

plus  rien  \u,  si   ce   n  est   ([ii  il   \   a    une  certaine   correspondance 

entre    la  nature    arithmétique  de  tz,    et   1  approximation  par  des 

fractions    des    irrationnelles    algébriques    définies    par    l'équation 

<ii  :.  J'ai  oublié  d'autres   tentatives  et  les  longs  calculs  qu'elles 

m  ont  coulés,  l  ne  reiuar(|u<'  >iir  I  «'■(|u;ilioii 

/        XOTX„t/a^  =  o  ou  pi  11  loi  /        x''X„dx^o        (p<in); 

considérez  l'intégrale 

J  =    /  XI'  — =^=  , 

J - 1  \l \  —  ■1.1.x  ^-  a- 


et  faites  y/ 1  —  i-j-X  -j-  a-=  i  — ■  ar;  la  Iraiisforinée  sera 
Vous  voyez  (jiie  a  n  v  ligure  (|u  au  degré  /?,  ou  a  donc 

/  Xf'\n  dx  =  O, 

•-'-  1 

pour  n  >-/>». 

Voici  une  sorte  de  généralisation  des  j)oiynoines  de  Legendre. 
Considérez  la  quantité 

[(z  —  a)(z  —  b  ){  z  —  c  )]""•  ' 

et  soient  P^j(^),  Pi,^^),  Pc{^)  les  résidus  correspondant  à  c-  =  a, 
b,  c  qui  sont  des  polynômes  entiers  en  x  du  degré  n;  ils  donnent 
lieu  à  cette  relation,  où  A"  est  une  constante  arbitraire, 

/     xPP^i X)  dx  -h  1     x''Phix)  dx  -^  1     a"/'P(.(a-j  t/^z- =  o 

'^k  J/.  «A- 

(/>  =  o,  I,  '^,  .  .  .,  ^/t). 
La  (juantitt-  /r  dis|)araît  d'elle-iuraie  puis(|ue  l'on  a 

Pu(x)-\-   PotX)  -^   V^:(X)  =  o. 
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Soil,  par  exemple,  k^iza;  on  oblienl  iiinsi 

..  ''  X.  <■ 

I     xi>  Ph{x)dx  -+-  I     xi'  F,. {x  )  dx  =  o. 

Celle  équalioii  esl  caraclërisliqiie  pour  les  polynômes  Pé(a:), 
Vc{,x)^  qu'elle  définil  à  un  fadeur  conslant  près;  malheureu- 
semenl  je  ne  vois  poinl  à  ({uol  elle  peul  servir.  Quoi  qu'il  en  soit, 
ils  figurent  comme  X„,  dans  un  mode  d'approximation  des  fonc- 
tions linéaires,  mais  à  trois  termes  au  lieu  de  deux.   Posez  en  ellel 

r"  {z  —  x  )"'  dz 

'""X      [{z-a){z-b){z-c)\'n--^[ 

on  a  évidemment 

I     -       ^ 

jn  IfTl-r-J. 

S  étant  une  série  entière;  or,  on  trouve  aisément 

J,„=  \*a{x)  \o^ix  —  a)  -+-  Pi,(x)\o^{x  —  />)-)-  Pc.(.r)  log(a7  —  c)—\\{x), 

n(.r)  étant  du  degré  ni  —  i ,  ou  encore 

J,„=   Faix)\0g     '  ~''      -f-  ?l,(OC)\o^ W(X), 

X  —  C  X  —  c 

et  vous    vojez    que    l'on    obtient  \  ordre    maximum    d'approxi- 
mation. 

Permettez-moi  de  donner  communication  à  M.  ***  de  votre 
remarque  excellente  sur  la  fonction 

j(x)=^y 

-^  Ad  \  .i. .  .n 

Le  sujel  est  inqjortant  et  m  intéresse  beaucoup;  peut-être  vous 
en  reparlerai-je,  si  quelque  chose  me  vient  à  l'esprit. 

Je  remets  aussi  à  une  autre  fois  mes  polynômes  et  mon  système 
d'approximation;  enfin,  mon  cher  ami,  en  vous  recommandant 
Halphen,  parce  que  M.  Jordan  désirerait  aller  de  l'avant,  je  vous 
renouvelle,  avec  ma  vi\e  satisfaction  d'avoir  appris  que  vous  avez 
été  atteint  seulement  de  ralVection  que  je  nomme  pigritie,  et  dont 
je  pâlis  plus  souvent  et  plus  que  vous,  l'assurance  de  tout  mon 
dévouement  et  de  mes  meilleurs  sentiments. 
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240.  —  STIELTJES  A   H  ERMITE. 

'l'uulouse.  le   lo  mars   1890. 
■  Cher    Monsieur, 

Avec  une  épreuve  d'Halphen,  je  veux  vuus  envoyer  quelques 
mois  sur  votre  dernière  lettre  qui  m'a  beaucoup  intéressé.  Votre 

démonstration   de    /       X,„X„<Yx  =  o    ou    /       xP\„  dx  =  o    est 

certainement  ce  qu'il  y  a  de  plus  simple,  et  me  semble  préférable 
à  celle  de  Legendre  basée  sur  le  calcul  de 


r 


dx 


/(  I  —  'l-XT  -+-  a-  )  (  I  —  "2  03"  -+-  P'^ 


Quant  aux  polynômes  P^iic),  Pé(x),  '9c{x),  .  .  .,  je  ne  sais 
par  quelle  voie  nous  avez  obtenu  leurs  propriétés,  mais  j'ai  pu 
retrouver  vos  résultats  par  le  calcul  de  l'intégrale 


-l 


)"  dz 


[(z  —  a)iz— b)(z—  c)Y^ 


L'analogie  avec  les  polynômes  de  Legendre  m'a  fait  penser 
que  J  doit  satisfaire  à  une  é(|uation  linéaire  du  troisième  ordre, 
et,  sauf  erreur  dans  mon  calcul,  ce  serait 

fi^'r  ,,         d-y        (n  —  i)(/j^-2),„       dy  , 

<l(x  )  =  (X  —  a)  (  X  —  b)(x  —  c  ), 
et  comme  on  ';a 

J  =  Paix)  \og(x  —  a)  -+-  P/,(  x)  logix  —  61-1-  P,.(  .r  )  logi  3"  —  c  )  —  'i/,;-i, 

on  doit  satisfaire  encore  à  (1^  par  i'  =  P„,  P^  ou  P,-.  Mais  vous  avez 
sans  doute  ap[)rufondi  déjà  cette  matière.  C'est  une  généralisation 
de  la  théorie  des  polynômes  de  Legendre,  bien  diftérente  de  celle 
qui  conduit  M.  Heine  aux  fonctions  de  Lamé,  etc.,  puisqu'il  s'agit 
ici  d'équations  difierentielles  linéaires  d'ordre  supérieur,  tandis 
que  dans  les  théories  d'Heine  on  a  toujours  à  faire  avec  des  équa- 
tions du  second  ordre. 

Je  ne  vois  pas  plus  que  vous  à  quoi  pourraient  servir  ces   pro- 
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priétés  élégantes 

o=  I     xi'\\{x)dx  ^  I     T!'Pf,ix)dx  -+-  I     xi'Vc(x)dx 
^k  "-^k  'Jk 

(/>  =  O,    I,  2,  .  .  .  ,  'Irt) 

OU  bien 

/     xPP/,(x)dx -h-  I     rf>\\(x)dx  =  o. 


Je  vois  seulemenlqu'on  peut  en  conclure(en  supposanlrt-<^<:;c) 
que  les  racines  de 

sont  réelles,  inégales  et  comprises  entre  a  eX.  b\  celles  de 

\\~{x)  =  o, 

réelles,  inégales  et  comprises  entre  b  et  c,  tandis  que 

P„(é)         et         VAb) 

doivent  avoir  même  signe. 

En  somme,  je  ne  crois  pas  que  les  propriétés  de  cette  fonction 

f(x)  =  y , 

•^       '      ^  1.1.  .  .n 

doivent  surprendre,  après  les  travaux  sur  le  principe  de  Dirichlet. 

En  effet,  il  est  possible  de  définir  une  fonction  analytique  à  Fin- 

lérieur  d'un  contour  C,  de  telle  façon  que  la  partie  réelle  de  la 


fonction  soit  sur  le  contour  C  même,  une  fonction  continue  donnée 
d'avance.  Or,  si  la  fonction  donnée  sur  le  contour,  quoique  con- 
tinue, n'admet  pas  de  dérivée,  ou  si  elle  admet  seulement  un 
nombre  limité  de  dérivées  successives,  la  fonction  n'existera   pas 


3o  (:orresponda>(:e  d'iiirmite  et  dk  stiiltjes. 

eu  delujrs  du  roiitom*.  Et  il  en  soim  de  même  si  la  fonclioii  sur  le 
contour  est  une  des  fonctions  de  iJu  Bois  Ravmond,  qui  admet 
bien  des  dérivées  de  tous  les  ordres,  mais  cjui  u  est  |)as  dévelop- 
pahle  (en  série  iti finie)  |)ar  la  formule  de  I  avior.  il  send)le  seu- 
lement (|ue,  dans  ce  dei-nier  cas,  on  ait  réduit  à  peu  près  à  son 
minimum  l'espèce  de  singularité  que  doit  présenter  la  fonction  si 
elle  ne  doit  exister  qu'à  l'intérieur  du  contour. 

Veuillez  hien  accepter,  dit  r  Monsu'iir.  lexpression  de  ma  pro- 
fonde reconnaissance  pour  les  encouragements  (pie  vous  prodiguez 
à  mon  égard  et  celle  de  mon  entier  dévouement. 


241.  —  HEHMITE  A   STIELTJES. 

Paris,  27  mars  1890. 
Mo>    CHKR    Ami, 

Après  bien  des  ellorts,  bien  (\e>  calculs,  pour  généraliser  l'algo- 
rithme des  fracti(uis  continues,  je  viens  de  revenir  pour  y  recon- 
naître une  erreur  à  ce  qui  a  été  mon  j)oinl  de  départ.  J'avais  cru 
(pi  on  ne  pouvait  établir  une  relation  récurrente  entre  les  poly- 
nômes A,^,  B,,.  C//  remplissant  la  condition 

U A„  -t-  VB„  -H  WC„  =  x^"+-^  S. 

Je  m'étais  grandement  trompé  comme  nous  allez  voir. 
Considérez  ces  trois  autres  relations 

UA„^i  ^  YB„^,  +  WC„+,  =  x^"^-^  S', 
U  A„+j  -^  VB„^2  +  WC„^,  =  x^"  ^»  S", 
UA„^3  -^  VB„^3  -  WG,,^3  =  ^s"-»'  S'". 

Contrairement  à  ce  que  j'avais  affirmé,  je  dis  que  l'on  peut 
déterminer  trois   quantités   entières  en   x,   G.    H.    K.   réalisant  la 

condition 

.y3«+iis"'=  Ga:3"+8S"+  H.r3''+5S'^  K.r-*«+2S, 


c'est-à-dire 
Soit  en  edet 


x^  S'"  =  G  j-«  S"  -r-  H  x^  S'  -H  KS. 

G  =  g. 

n  =  hx^  h'-~  h"x\ 

K  =  (  A-.r  -H  A'  ) x-^  -+■  /c"x^  ; 
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on  trouve,  après  avoir  sii|)|)riin('-  le  f'artour  ^3, 

j76S"'=  ,,?-,r3S"-i-(A.-r-(-  A') S  H-  (kx  -+-  X')S  -(-  ( h" ?,'->-  k" "è ) x^ . 

Cela  ('laiit,  je  dispose  de  A,  //,  //',  /.',  dr  manière  à  avoir 

{hx  ■+■  h')'è'  +  (kx  -+-/.') S  =  /a-^S,, 

où  /  resle  arbitraire,  et  j'obtiens 

.r»  S'"  :=  ,^S" -(-  / S,  -^  //"  S'  -^  /.-"S. 

Dans  cette  nouvelle  relation  entrent  quatre  constantes  «",  /, 
A",  ^";  il  est  donc  possible  d'y  satis('aii-e. 

Je  ne  renonce  cependant  point  au  |)()inl  de  \  ue  auquel  j'avais  été 
précédemment  amené,  mais  je  dois  reconnaître  qu'il  ne  s'impose 
plus  d'une  façon  exclusive  ainsi  que  je  l'avais  cru. 

Je  me  sens  couvert  à  vos  yeux  de  contusion  et  d'humiliation 
pour  ainsi  me  tromper;  je  me  permets  cependant  de  vous  féliciter 
vivement  de  votre  découverte  sur  les  racines  de  P„(,r)  =  o,  en 
vous  demandant  s'il  vous  conviendrait  que  j'en  fasse  l'exposé 
dans  le  iVlémoire  destiné  au  Journal  de  M.  Jordan.  Vous  me  feriez, 
mon  cher  ami,  grand  plaisir  de  me  communiquer  votre  méthode; 
au  retour  je  vous  écrirai  ce  qu'il  m'est  arrivé  de  rencontrer,  en 
battant  l'estrade  de  tous  les  côtés,  dans  un  champ  qui  ne  manque 
point  d'étendue,  ni  d'intérêt. 

En  vous  informant  que  M.  Jordan  a  été  extrêmement  content 
d'avoir  votre  épreuve  d'Halphen  et  en  vous  renouvelant  l'assurance 
de  ma  plus  sincère  affection. 

242.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  le  28  mars  1890. 
MOJN     CHER      ^MI, 

Je  me  suis  lancé  hier  dans  un  calcul  tête  Ijaissée  et  en  oubliant 
absolument  que  les  polynômes  G,  H,  K  devaient  être  du  premier, 
du  second  et  du  troisième  degré.  En  déploient  mon  inadvertance 
j'ai  été  cependant  enchanté  de  retrouver  dans  mon  algorithme  ce 
caractère  de  nécessité  qui  est  pour  moi  son  principal  titre  à  l'exis- 
tence. 
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Je  l'ai  ap|)li(|né  en  sii|)|)(»sanl  8  =  1,  S'=  e'.  S"  =  e'-^  :  un  a  alors 


3rt  —  I 

2« 

3  fi  —  1 

—  j;S  -<-  -  S' S"=  j"*Si, 

•2  i 

S  ^  -^^^  S'-  -,  S"=  x^S'i, 

4  -4 

4  4 

nuis  cette  loi  c;énérale  de  réeiirrenee,  permettant  de  passer  de  S„, 

^//5    ^,1  •'   ^«-(-1'    ^n+n    ^/i+O 

^  3/1-2  in --2  _ 

S       +— ^'  2^^3(2n-i)     ,      _         „ 

V,  ^t.  4  "  -4  " 

J'ai  reconnu  aussi  que  les  coefficients  des  développements  sui- 
\ant  les  puissances  croissantes  de  x,  de  S„,  S',,  S,^  décroissent 
avec  une  extrême  rapidité,  mais  en  supposant  .r  =  i,  par  exemple, 
j'ai  complètement  échoué  dans  mes  tentali\es  ))()ur  a\()ir  Tordre  de 
grandeur  des  quantités  A„,  i3„,  .... 

Si    Ton  considère   les   séries   ordonnées  siii\ant   les  puissances 

décroissantes    de   la   variable   et    de   la    forme       H -H +  .  .  . 

.r         J--         x-^ 

mon  algorithme  se  modifie.  On  est  alors  conduit  à  employer  une 

nouvelle  loi  de  récurrence,  à  savoir  : 

\-j.{x  —  a  )  -H  3  ]  S  -(-  Y  <>"  —  è  )  S'  -i-  0  (  .r  —  c  )  S"  =  —  Sj , 

o-'ix  —  a  )  S  -T-  '^'  (x  —  6  )  S'  -t-  [  y"  (  J'  —  c  j  -r-  8"  ]  S"  =  — ^  S'I  ; 

cette  loi  ayant  pour  caractère  de  se  conserver  dans  la  composition 
successive  des  sui)stitutions.  Mais  les  constantes  c/,  b^  c  demeurent 
arbitraires;  ce  sont  les  coefficients  a,  ji,  .  .  .  qu'on  détermine  dans 
chaque  équation  de  manière  à  faire  disparaître  les  termes  en  .r, 

I  I 

en  —  et  en  -rr« 

X  X''- 
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LHititlicalion  au  ras  des  IVaclions  conliniies  est  assez   curieuse 
et  ma  fall  taire  bien  des  ealeuls. 

Clieiniu  (aisanU  j'ai  vu  qu'en  posant 

le  polynôme  du  de^n''  n  a  pour  expression,  si  Ton  fait  .r  =  eos'^, 


in 
cos 


<P(Tj  =   g 


COS  - 

1 


g  élant  une  constante. 

•  Perniettez-ni(»i    de    vous    envoyer   quelques    mots    que    m'écrit 

M.  ***  au  sujet  de  votre  fonction  conxcrgente  à  l'intérieur  de  la 

circonférence  et  sur  le  cercle. 

M.  Laurent  dans  les  Comptes  rrndus  a  fait  il  y  a  longtemps  la 

,        ,   .     "^  s'xnnx 
remarque  se  rapportant  au  même  sujet  que  la  série    > (jui 

n'a  point  de  dérivée  n'est  convergente  pour  aucune  valeur  ima- 
ginaire de  X.  En  vous  renouvelant  ma  prière  pour  P^ (•'")'  et  vous 
assurant,  mon  cher  ami,  de  mon  bien  afl'ectueux  dévouement. 


243.  —  STIELTJES  A   H  ERMITE. 

Toulouse,  28  mars  1890. 
Cher    Moiv sieur. 

Je  suis  aussi  surpris  que  vous  l'avez  pu  être  par  votre  annonce 
c|ue  vous  avez  trouvé  une  erreur  dans  votre  point  de  départ  et, 
(pioique  je  voie  bien  qu'on  ne  peut  rien  reprocher  à  votre  nouveau 
raisonnement,  je  ne  me  rends  pas  compte  encore  en  quel  point 
l'ancien  se  trouvait  en  défaut. 

Puisque  vous  le  demandez,  voici  comment  j'avais  vérifié  vos  ré- 
sultats; vous  n'oublierez  pas  que  c'est  une  simple  vérification.  Pour 
calculer 

-p^ ; ; ;  "-     '  ), 


l 


('  }  V'oyez.  s'il  vous  plait,  le  post-scriptum  à  la  fin  de  ma  lettre. 
II. 
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la  déconi|>osilion  en  fraclions  simples  me  donne  d'ahonl 
(z  —  X)'"  d  ^  Q{z,x) 


[(5-  a)(z  — 6 )(-  —  r  )]'«+•        dz>\{z  -  a){  z  —  b){z  —  c)\"'\ 

?,,(x)        ?,,ix)        Pc(^) 

H 1 7-  -! ' 

z  —  a         z  —  b         z  —  c 

0(5,  x)  étant  nn  polvnome  du  de^ré  .\  m  —  i  en  :;  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  |)olvnomes  du  dejii'é  n  en  x.   V  cause  de 

on  en  conclut 

_  Q[x,x) 

J  m  — 


\(r  —a){x  —  b)ix  —  c)\"' 
—  Vai^)  \og{x  —  a  )  —  Vi,{T)  log(.r  —  b)—  P<.(.r  )  log(:r  —  r- ), 

01  .r,  x)  est  un  polvnome  du  degré  4'"  —  i  ^^  -^^  mais  il  est  divi- 
sible exactement  par  [x  —  a)"Hx  —  b)"^{x  —  c)'"  en  sorte  que  le 
(juotient  est  du  degré  m  —  i  en  x  et 

J,„  =  R,„_|  —  Pai^}  log(r  —  a)  —  Pbi X)  log(5"  —  b  )  —  Pf(^)  Iog(a7  —  c). 

Pour  établir  cette  propriété  de  S(x,  x)  je  remar(]ue  f|ue  l'équa- 
tion 

(z  —  X)"' _  _rf    \  e(Z,X) 'I  Pa  (  X  ) 

[(z  —  a)(z  —  b){z  —  c)]'"-^i  ""  dz  i  [iz  —  a){z  —  b){z  —  c)\"^  \        z  —  a 

montre  directement  que  0(^,  a)  est  divisible  j)ar  [z  —  a)'",  car,  si 
je  prends  x  =  a,  il  j  a  au  premier  membre,  dans  le  dénominateur 
seulement,  la  première  puissance  de  z  —  a.  De  même,  si  je  prends 
d'abord  la  dérivée  par  rapport  à  x,  j'ai 

—  m{  z  —  x)'"-'^  d   V  e'(z.a")  )       ^'J.x) 


{{z  —  o){z  —  b){z  —  c)\'n+^       dzl\(z  —  a)iz~b)(z  —  c)]'>'\        z  —  a       '"' 

d'où  l'on  conclut  que  ©'(5,  a)  doit  être  di\isible  par  [z  —  r/)'""'. 
En  continuant  ainsi,  on  voit  (]ue 

est  divisible  par  (s  —  «)"'~*.  Cela  étant,  l'identité 
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montre    que    S(z,z)   esl  divisible   |)ai'  ( :■  —  a)"^,  donc   aussi    |)ar 

(z  —  h)'"  et  {z  —  c)'".  <;.   o.   r.    d. 

La  remarque  que  j'ai  faite  sur  les  racines  de  P„(.r)  =r  o  est  une 

simple  application  d'un  raisonnement  bien  connu,  comme  vous 

allez  voir.  Soit 

rt  <  6  <  c, 

/     xi'Vi,{x)  dx  -H   /     xt'Pci^)  dx  =  o         ( f)  =  o^\,  >.....,  in) 


ou 


r 


xi'(^{ X)  dx  =  o, 


*(a?)  =  Vb{x)  +  ^ci^r)  =-"  ^aioc)         {a  <  x  <  6), 
•       «ï>(a")  =  P^(.r)  ib<x<c). 

Or,  d'après  un  principe  que  j'appellerai  volontiers  principe  de 
Legendre  (il  se  trouve  en  germe  dans  sa  démonstration  concernant 
les  racines  de  X„=  o),  si  une  fonction /(x)  satisfait  aux  n  condi- 
tions 

xi>J\ x)  dx  =  o         ip  =  o,  i,  -j. /<  —  I ), 


/ 


/(x)  doit  présenter  dans  l'intervalle  (a,  b)  au  moins  n  variations 
de  signe.  L'hypothèse  conti^aire  Ae  n  —  i  variations  de  signe  au 
plus,  conduite  une  absurdité.  Donc  ^[x)  doit  présenter  «m  moins 
2/?  +  i  variations  de  signe,  et  ainsi  il  est  clair  qu'il  doit  y  en  avoir 
exactement  n  dans  l'intervalle  (a,  6),  de  même  n  dans  l'intervalle 
[b,  c)  et  enfin  une  lorsque  x  dépasse  la  valeur  b.  Doncl 

Va{b)     et     P^(6) 

doivent  être  de  même  signe  et  les  polynômes  Va{x),  ^c{x)  ont 
leurs  i-acines  dans  les  intervalles  («,  6),  (6,  c) respectivement. 

Je  ne  crois  pas  qu'on  puisse  établir  quelque  chose  d'analogue 
pour  Pbi-v).  Tandis  que  P«(.r)  et  9c{x)  sont  effectivement  du 
degré  n,  j'ai  vu,  par  un  cas  particulier,  que  ^^b^Jo)  peut  s'abaisser 
au  degré  n  —  i  et  j'ai  vu  aussi  que  toutes  les  racines  de  Vb{x)  =  o 
peuvent  être  imaginaires. 

Quant  à  l'équation  difterentielle  linéaire  du  troisième  ordre  à 
laquelle  on  satisfait  par 

y  =  Pa{^),  P^C-r),    Pc(^),  im(or), 
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je  ine  suis  a|)e'rçu  que  cette  théorie  forme  un  ras  |)arti(iilier.  mais 
un  cas  particulier  intéressant,  dune  tliéorie  plus  j^énérale  exposée 
par  M.  Jordan  dans  le  Volume  111  de  son  Cours  [p.  241.  inté- 
gration par  des  intégrales  définies  (voir  en  particulier  le  n"  201 , 
p.  aDO,  en  jjas  )].  Mais  je  suis  tout  ahimé  dans  le  Halphen,  heureux 
d  avoir  échappé  au  nombre  tt,  qui  m'a  causé  un  vrai  cauchemar. 
J  ai  particulièrement  éprouvé  un  vif  j)laisir.  en  étudiant  la  multi- 
plication complexe,  de  voir  clairement  comment  JNI.  Kronecker  a 
ohtenti  les  relations  entre  le  nombre  des  classes  des  formes  qua- 
draticpies  à  dilTérents  déterminants  positifs.  J'ai  justement,  il  j  a 
quehpies  jours,  envové  à  M.  Jordan  la  |)artie  du  manuscrit  d'Hal- 
j»lien  (pii  a  trait  à  la  division  des  périodes,  et  je  poiiirai  terminer 
maintenant  sans  (lifllcullés  celle  allaire  pendant  les  vacances  de 
Pâques. 

Parmi  les  papier-^  que  ma  confiés  M.  Jordan  se  trouve  une  lettre 
datée  du  20  mais  1  88t)  adressée  par  M.  Kronecker  à  Halphen  (à 
loccasion  d  une  Xote  de  H.  dans  les  Comptes  rendus)  où  il  se 
plaint  un  peu  cpion  n'étudie  pas  assez  ses  travaux  sur  TAlgèbre 
dont  il  a  public''  les  bases  dans  le  Festschrift  de  Kuinmer.  il  dit 
aussi  que  ces  méthodes  s'appli(pient  aux  (pieslions  algéljriques 
soulevées  par  la  imiltqtlication  complexe  et  permettent  seules  d*v 
voir  clair.  \  oilà  un  beau  sujet  d  études.  Si  je  pouvais  laborder  un 
jour,  ce  ne  serait  pas  certainement  avec  lespoir  d"v  ajouter 
quelque  chose,  mais  ce  serait  déjà  quelque  chose  d'utile  si  l'on 
pouvait  le  rendre  plus  facilement  accessible  aux  géomètres. 

Vous  voudrez,  bien  accepter,  cher  Monsieur,  la  nouvelle  assu- 
rance de  mon  dé\ouement  bien  sincère. 

H.  S.  —  Je  VOIS  bien  tpie  \ous  ne  m  avez  pas  demandé  le 
calcul  de  J,„;  si  j  en  ai  parlé  c'est  seulement  pour  vous  demander 
si  vous  avez  une  autre  méthode.  On  peut  bien  se  tirer  d'affaire 
encore  en  remarquant  (pie  l'intégrale 


hn=    j 


(z  —  xy 


\{z  —  a){z  —  b){z  —  c)]' 


de\ient  pour  .r  ^  a  infinie  seulement  comme  log(x  —  a)  et  non 
comme  une  puissance  négati\e  de  {x  —  a),  ce  qui  serait  le  cas  si 
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la  division  de 

id{x,T)         par         [{T  --  a)( .T  —  b)(T   -  c )\"' 

ne  se  faisait  jDas  exacteineni,  mais  eela  ne  me  salisfail  pas  beaucoup 
à  cause  de  ma  démonstration  peu  élégante  de  celle  propriété  de  J,„. 
En  tout  cas,  je  suis  l)ien  lietireux  d'a|)[)rendre  que  vous  allez  pu- 
blier celte  ncnivelle  méthode. 


244.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  2()  mars  1890. 
Cher  Mo]\sieur, 

Permettez-moi  de  répondre  seulement  plus  tard  aux  choses 
intéressantes  de  votre  lettre.  J'ai  vu  avec  un  grand  intérêt  que 
vous  obtenez  dans  le  cas  S  =  i,  S'=  e-^,  S":=  e~^'  la  loi  générale 
de  récurrence  qui  est  d'une  forme  simple.  Je  crois  vous  avoir  dit 
déjà  que,  en  appliquant  la  méthode  de  Jacobi  au  même  exemple, 
je  n'ai  pas  pu  découvrir  une  loi  simple,  ce  qui  m'est  une  nouvelle 
confirmation  de  la  nécessité  de  votre  méthode. 

Mais  je  dois  dire  deux  mots  à  l'égard  de  la  Note  de  M.  ***,  qui, 
je  crois,  n'a  pas  examiné  avec  assez  d'attention  mon  exemple.  Il 
dit,  en  effet  :  «  Il  est  clair  que  toute  série  de  Fourier  représentant 
une  fonction  continue  sans  dérivée  peut  être  employée  pour  le 
même  usage. 

»    La  série  2, rentre  dans  ce  type.  Ce  doit  être  de  là  que 

0 
S.  a  tiré  son  exemple  ». 

11  y  a  ici  une  méprise  ;  la  série 

^  sin(  2".r  ) 


représente  une  fonction  F(:r)  qui  admet  des  dérivées  de  tous  les 
ordres.  Ce  qu'il  y  a  de  singulier  dans  cette  fonction 


f^  f^  ■  JHU  ^-k  ■*-»  . 
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r'esl  qu'elle  reste  finie  a^ec  ses  dérù'ées  de  tous  les  ordres  j)our 
mod:;=:i.  On  voit  par  là  que   lexemple  est  d'une  nature  diffé- 
rente que  l'exemple  tiré  des  fonctions  sans  dérivée. 
Mais  la  fonction  réelle 

'      ^   1.1. . .n 

est  une  de  ces  fonctions  de  Uu  Bois-Havinond  cpii,  (|uoh|u<'  admet- 
tant des  dérivées  de  tous  les  ordres,  ne  sont  pas  développahles  par 
la  série  de  Tavlor.  l*oui-  dunine  valeur  de  x  et  de  k  on  n'a 

I  1.2 

Sans  doute  M.  ***  a  confondu  la  série 

.  .nx) 


>  avec  la  série       7  

^à  1.1.  .  .n  Au  1" 


qui  représente  une  fonction  sans  dérivée. 

Veuillez  bien  agréer,  cher  Alonsieui-,  la  nouNclle  assurance  de 
mon  entier  dévouement. 

P.  S .  —  Je  détache  d'un  cahier  de  notes  quelques  paj;es  qui, 
si  M.  ***  veut  les  parcourir,  lui  épargneront  la  peine  de  chercher. 
Pas  besoin  de  retourner,  j'ai  dit  déjà  que  je  n'attache  guète  d'im- 
poi'lance  à  cette  remarque  (' ). 


245.  —  H  ERMITE  A   STIELTJES. 

Qiiibeion  (  Morbilian  ),  -  avril  1890. 
Cher   Ami, 

\  otre  lettre  m'est  arrivée  pendant  mes  préparatifs  de  départ 
pour  la  Bretagne  où  je  passe  les  vacances  de  Pâques.  Je  comptais 
vous  répondre  en    arrivant  à   Quiberon,   mais    une  indisposition 

(')  \ote   des  éditeurs.    —    Suil    une    Noie    de    quatre    pages,    sur  la   fonction 

y Nous  avons  jugé   inutile  de  la  reproduire,  Slieltjes  lui-même  indi- 

I 
quant  (lettre '240)  qifelle  ne  renferme  rien  de  plus  que  l'article  de  M.  Kredholm. 
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lïi'cii  a  em|)èch(';  me  Irouvanl  remis  iimiiilenanl.  je  m'empresse 
(le   vous  demander    l'aiit(»iisaUoii    de   publier   dans    les    Comptes 

rendus  votre  Note  sur  la  loneliun     7  — ^- ,  d'abord  à  eause  (Je 

^^  \ .  i. .  .11 

son  inl(3rèt  et  ensuite  parce  (pTelle  se  rapporte  au  même  sujet  cpi'un 
travail  trun  élève  de  M.  Mitlag-I.efller,  |)i(''S('nt(^  tout  i('!(emmcnl 
par  iVl.  IV)incar(''. 

Dans  deux  jours,  j  irai  à  V^annes  et  après  à  liains-dc-Bretagne, 
où.  j'ai  de  la  famille;  je  serai  rendu  à  Paris  dans  une  dizaine  de 
jours  pour  ma  leçon  de  la  Sorboune.  Je  me  n'-jouis  de  donner  à 
mes  élèves  votre  méthode  tirée  du  procédé,  si  beau,  si  ingénieux, 
de  Legendre,  mais  auquel  vous  donnez  un  prix  tout  nouveau  en 
l'appliquant  à  une  fonction  qui  change  brusquement  sous  le  signe 
d'intégration.  Je  suis  enchanté  de  votre  remartpie  sur  Pô(.r),  qui 
se  comporte  d'une  tout  autre  mani('re  que  Va{-^)  et  P^(.r);  ce 
résultat  est  bien  curieux  mais  je  ne  m'enhardis  pas  jusqu'à  croire 
(pie  si  ces  polynômes  sont  intéressants  ils  soient  importants,  c'est- 
à-dire,  se  présentent  ailleui-s  (pie  dans  la  (piestion  qui  leur  a  donné 
naissance. 

Relativement  aux  équations  did'érentielles  linéaires,  vous  verrez 
que  M.  Pochammer  les  a  données  dans  le  Journal  de  Crelle,  il  j 
a  plus  de  i5  ans;  mais  je  les  avais  obtenues  auparavant,  et  elles  se 
trouvent  dans  les  feuilles  lithographiées  du  Cours  d'Analyse  de 
l'Ecole  Polytechnique  de  i(S(i8-i86(.). 

Je  remets  à  un  autre  jour,  me  proposant  de  le  faire  avec  soin,  de 
vous  exposer  mon  traitement  de  l'intégrale 


-/■ 


,r  ("'  dz 


\{z  —  a)(z  —  b){z  —  c)]'>'^ 


et  le  mode  d'approximation  que  j'ai  obtenu,  et  que  je  transporte 
de  toute  pièce  aux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  la  variable. 

Une  remarque  seulement. 

Déterminez  les  trois  polynômes  de  degré  n,  P/,(^),  P,(:r),  Q(^); 
de  manière  qu'on  ait  la  condition 

•'''      /  •'■      / 
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OU    l)i('ll 

.  /  X  —  z  J  X  —  z  .r2//+i 


VOUS  pourrez  écrire 

r*'V,,{z)dz         r'P^(z)dz        _^  _         ^  I       ^ 

;  :r— 2  /         X  —  z  a-î/i-Hi 

*'  (l  '■    ri 

en  posant 


Q.,^,=-/ rfz-J 


'P/,{X)  -Ph(z}     ,  r^PclX)—l\{Z) 


dz, 


qui  est  visiblement  un  polvnonie  entier  en  ./ .  Maintenant  il  suffit 
de  développer  suivant  les  puissances  descendantes  de  t  pour 
tomber  snr  la  relation 


.. /' 


J'     zi'Ph{z}dz-^   i     zPPci  z  )  dz  =  o         (  />  =  o,  1 ,  2,  .  .  . ,  •>.  n }. 
a  ^  'I 

En  vous  informant  qu'à  la  dernière  séance  de  l'Académie  M.  Fa  je 
m'a  fait  connaître  M.  Bakhuyzen  et  que  tous  trois  nous  nous  sommes 
longtemps  entretenus  de  vous,  je  vous  renouvelle,  mon  cher  ami, 
lassurance  de  mon  afTection  la  |)lus  dévouée. 


246.   —  SriELTJES  A  H  ERMITE. 

Toulouse,  14  avril  1890. 
CllElî     MojN.slEUlî, 

.l'ai  profité  aussitôt  de  la  fin  des  vacances  pour  j)rendre  connais- 
sance à  la  bibliothèque  de  la  jNote  de  M.  Fredhobn  que  vous 
m'avez  signalée.  Au  fond,  c'est  exactement  la  même  remarque  que 
je  vous  avais  faite,  mais  la  manière  dont  M.  Fredholm  établit  la 
propriété  caractéristique  de  la  fonction  est  très  intéressante.  Je  ne 
crois  pas  devoir  intervenir  dans  ce  cas;  la  seule  chose  qu'on  peut 
ajouter  sur  ce  sujet  c'est  que  l'existence  des  fonctions  réelles  de 
M.   Du  Bois-Reymond  j)erniet  de  prévoir  cette  singularité. 

En  effet,  si  f{x)  est  une  fonction  réelle,  admettant  des  dérivées 
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de  tous  les  ordres,  mais  qu'on  ne  peut  pas  <l(''\el(>[)|)('r  [);ii-  l;i  foi- 
mule  de  Tajlor 

f(x-\-h)  —  /■(  x  )  -i-  hf  (  X)  -\ f"ix}-h...,         ar/  infin  itnin . 

alors  /"(si n.r)  sera  une  fonelion  de  même  natuie;  de  plus,  elle  peut 
se  développer  ainsi  : 

f(j,\nx)  =  clio-r-  eAiii  cosa"  -i-  ^1,2  cosaa-  -H. . . 
-I-  llï>i  sina?  H-  'ilJî2  sinaar  -+-..., 
et  la  série 

définit  alors  une  fonetion  qui  n'existe  pas  |)our  mod  3  >>  i ,  bien 
qu'elle  soit  finie  avec  toutes  ses  dérivées  pour  niod:;=i.  Mais 
d'autres  en  ont  fait  la  remarque  déjà  sans  doute,  et  cela  ne  m'éton- 
nerait  pas  si  M.  Lercli  avait  appelé  l'attention  sur  ce  point.  Comme 
il  a  donné  tout  récemment  dans  le  Journal  de  Kvonecker  un 
exemple  très  simple  de  ces  fonctions  de  Du  Bois-Reymond,  et  pré- 
cisément sous  forme  de  série  de  Fourier,  en  sorte  qu'on  peut  écrire 
directement  la  fonction  cp(5),  je  crois  devoir  m'abstenir. 

Je  dois  avouer  à  ma  honte  que  je  ne  connaissais  pas  les  feuilles 
auto^raphiées  de  votre  Cours  à  l'Ecole  Polytechnique,  mais  c'est 
une  bonne  occasion  pour  combler  celte  lacune.  Pour  le  moment  j'ai 
un  travail  moins  amusant;  copies  à  corriger  pour  le  baccalauréat! 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  sincèrement  dévoué. 


247.  —  HEHMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  8  mai  i8yo. 


M( 


lMI, 


Les  compositions  de  baccalauréat  à  noter,  les  examens  à  la  Fa- 
culté, les  leçons  à  préparer  m'ont  fait  bientôt  pei'dre  le  bénéfice 
des  vacances  de  Pâques.  Je  ne  puis  vous  dire  à  quels  efforts  je  suis 
condamné  pour  comprendre  quelque  chose  aux  épures  de  la  Géo- 
métrie descriptive,  que  je  déteste,  et  à  des  choses  comme  la  formule 
des  annuités  en  Vrithmélique,  etc.  Combien  sont  heureux  ceux 
qui  peuvent  ne  songer  qu'à  l'Analyse!  Tout  dernièrement  j'ai  eu 
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connaissance,  en  feiiillclaul  le  lliin<lhiich  de  Heine,  d'une  formule 
de  M.  Alehler  sur  les  fonctions  X^  ou  plutôt  P„(cosO)  en  j30sant 
^=zcos(l,  qui  m'a  transporté.  Permettez-moi  de  mettre  sous  vos 
veux  une  abréviation  de  la  démonstration  qui  se  trouve  page  44  ^l^^ 
cet  ()ii\ragc:  vous  me  direz  si  à  Toccasion  je  puis  la  publici'. 
.le  uic  tonde  sui-  la  relation  suivante,  facile  à  étahlir. 


(I  —  a  )  cos 
I  —  'Il  coso  -T-  a 

et  ie  pars  de  la  lormide 


(i)  ^,  =  ^a"  cus(/? -i- i)'f  («  =  o,  I, '2,  .  .  .), 


r'^  (\  —  %)dz Tt 

-,  /        (I  —  a  )2  -H  (  I  —  2  aa7  -f-  a^  )  3^  "  .^  ^/i_2a:F4^^ 


Cela  étant,  soit  jr  =  cosO,  puis 

1  —  COS! 


ou  h 


len 


(  )u  aura  d  abord 
clz  = 


coscp  —  cosi 


•2  SUl  - 


v/2(COSCS  —  COS  6) 


(  r  —  cos  0  I  cos  -  do 

2       ' 


(cos!»  —  cos9  ) v'2( coso  —  cosOi 
et  lidentité 

(I  —  a  )-  (  cos  o  —  cos  6  )  4-  (  I  —  2  a  cos  6  -;-  a-  i  (  i  —  cos  o  ) 
=  (  I  —  ÀX  cos  !£.  -i-  a"-  )  (  I  —  cos  f)  ) 

donne  imniédiateinenl 

.0 


f 


(i  —  a)  cos  -  do 
7.     ' 


I  —  -2  X  coso  —  a 


)\/'2(  COS  O  —  cos  0  )        2  / 1  —  '2  a  cos  6  -+-  a- 


\  ous  vovez  fpien  développant  suivant  les  puissances  de  a,  l'éga- 
lité (  i)  conduit  à  la  formule 

,,6  ,  I ,        , 

/      cos (n  -^  -^)o  d-i  -  „  „ , 

/  '-''■=-  P.,(cose). 

Jq     V  ■'■  '  f'*^s  f  —  cos  0  )         '^ 
Ce  beau  résidtat  de  M.  .Mehler  est  une  simplilication  d  une  for- 
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mule  dont  Diriclilel  a  fait  la  l)ase  de  son  mémorable  Mémoire  sur 
les  séries  dont  le  ternie  général  ({('pciid  de  deux  angles,  etc.  La 
présence  du  facteur  cos(/i  +  ^)cp  lui  donne  un  prix  infini;  si  je  ne 
me  fais  pas  illusion,  peut-être  pouiiait-on  publier  la  d('-Mioiistration 
dans  les  Annales  de  Toulouse. 

En  attendant  votre  avis,  je  saisis  l'occasion  de  vous  faire  savoir 
que  M.  Bierens  de  Haan  a  eu  la  bonté  de  m'écrire  que  l'ALcadémie 
des  Sciences,  la  sienne  ((T  Amsterdam,  je  suppose),  m'a  élu  membre 
étranger  et  cpion  attend  rappiol)alion  du  roi  pour  m'envoyer  la 
notification  officielle.  Je  soupçonne,  je  me  méfie,  mon  cber  ami, 
que  vous  n'êtes  peut-être  pas  étranger  à  cette  électi(jn,  qui  me  fait 
le  plus  grand  plaisir  parce  qu'elle  me  rapproche  d'hommes  émi- 
nents  comme  M.  Bakhuyzen,  qui  est  l'honneur  de  la  Science  dans 
votre  pays,  M.  Bosscha,  d'autres  encore  et  vous-même. 

En  attendant  de  vos  nouvelles,  et  vous  renouvelant  l'assurance 
de  ma  plus  sincère  aflection. 

P.  S .  —  J'ai  donné  à  la  Sorbonne  \otre  extension  de  la  méthode 
de  Legendre  à  une  fonction  discontinue  successivement  égale  à 
divers  polynômes  II,,  ,  H,,  ,  . . .. 


248.  —  H  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  9  mai  1890. 
Mon  cher  Ami, 

Le  calcul  que  je  vous  ai  envoyé  hier  est  inutile;  la  formvile  de 
M.  Melher  se  trouve  en  même  temps  que  d'autres  sans  faire  tant 
de  chemin. 

C)n  a,  en  efiét,  en  posant  pour  un  moment 

A(r)  =  i  —  aaa^-i-a-, 
I  _  I    r'' dx 

\/\{a)  v/A(è)        ~  j^^    l{X)\/{b  —  x}iX  —  a)' 

soit  6  =  1,  nous  trouvons  alors 

I  '    r '  {i  —  t)  dx 


sf^ïa)        ^J^    Mx)^(i  —  x)(x-ay 
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puis  en  faisant  x  =  coscp 


(l  —  a  )  s i 11  o 


v/a(«)        ~J  (  I  —  2 a  cos cp  -h  a2  )  /( I  —  cos «p ) (  cos ç  —  a ) 


ou  bien 


=r 


("i  —  a)  cos  -  <icp 


v/A(a)        "-^0  (i  —  la  costp -I-  a^) /2(cosœ  —  a) 

cela  élanl,  l'égalité 

(  I  —  a  )  cos  - 

—  =y  a"(:os(rt  -hi)<p 

I  —  aacos'^^-a^       ^^  _     "     ' 

donne' sur-lc-('hani|)  le  résultat  de  M.  Melher. 

Revenons  au  cas  général  en  faisant  toujours  x  =  cos'jj;  la  rela- 
tion 

J„arc  cosrt  •  I 

(^  sincpa'f 

arccosi     (l  —  2a  COS9 -h  a2  )  /(  6  —  COS  <f  ) ,  cosç  —  a) 

conduit,  au  moyen  du  développement 
sincp  v^ 


I  —  2  a  cosc; 


à  cette  remarque  : 

La  somme    7  V^(a)  PP(6),   étendue  à   tous  les  entiers  a  et  |B, 
tels  qu'on  ait  a  -+-  3  =  /?,  s'exprime  par  l'intégrale 


u 


sin(«  -i-  I  l'j  dj' 

,     v/ib  —  cosœ)(cosci  —  a) 
arc  (OS  6      •  '  ' 


et  en  particulier  |)our  b  =0  on  trouve 

^-»  arc  cos  n  ■      ,  , 

>P*(a)  =  -     y  •      - —  (a  =  o,  I,  2,  .  .  ..  rt). 

sin  -  \/-2{  cos 9  —  a) 

Votre  bien  affectueusement  dévoué. 
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249.  —  STIELTJES  A    HERMITE. 

Toulouse,  10  mai  1890. 
Chkr    Mojvsieuh, 

Je  partage  votre  aversion  pour  la  (iéoinélrie  descriptive,  et 
cependant  j'ai  dû  m'y  reinellre  aussi,  ayant  à  interroger  là-dessus 
des  élèves  de  niatliéinaticjucs  spéciales  au  lycée.  11  y  a  une  quin- 
zaine d'années,  j'avais  une  curiosité  plus  vive  pour  toutes  sortes  de 
choses  et  à  cette  époque  la  Géométrie  descriptive  avait  quelques 
charmes  pour  moi,  mais  actuellement  cela  ne  me  dit  rien. 

En  lisant  votre  première  lettre,  je  me  suis  rappelé  que  M.  Bruns, 
dans  le  Tome  90  du  Journal  de  Borckardt,  a  employé  la  formule 
de  Mellier 

D-/  A^  ■-*       r'^        COs(n-i-|)(p 

P„(cosO)=-    i        .  -    ^      rt^cp, 

■^  ^  /      V' 2  (  cos  tp  —  cos  6  ) 

pour  montrer  que  les  racines  de  P«(cos8)  =:  o  sont  comprises  dans 

I       •  ,,       ,     «A  —  I      ,       2/1  /  , 

les  mtervalles  de -ix  a tt  (  A"  =  i ,  2,  . .  . ,  //  ). 

En  eOet,  par  une  discussion  qui  n'est  pas  bien  difficile,  on 
constate  que  les  signes  de 


(cos \,       F*  (  cos ^ )j        PfcOS ): 

\        2/1-1-1/  \        in  -\-  \  J  \        ■m  -\-  \J 


sont 


Je  crois,  du  reste,  que  les  développements  de  votre  première 
lettre  ont  quelque  analogie  avec  une  partie  du  Mémoire  de 
M.  Bruns,  mais  je  n'en  suis  pas  bien  sur,  n'ajant  pas  trouvé  à  la 
bibliothèque,  cette  après-midi,  le  Tome  90  de  d'elle. 

Mais  votre  nouvelle  méthode  est  luen  plus  jolie  et  j'espère  que 
vous  voudrez  bien  la  donner  pour  nos  Annales. 

De  votre  formule 

>Pa(a)=r-      y  'JL d^  3;  ^  ,    2, n), 

XJ  ■'^      /  -9    / ' 

J  sin  -  v/.i(coscp  —  a) 
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on  foncidl  |)om-  n  ^=  y:,  (l'api-rs  un  tliéorènie  de  Dii'iclilet 


2:''"">=7=^ 


/■2(I  —  rt) 

et  c'est  l)ien  là  un  dëvelo|)j)einenl  convergent  tant  que 

C'est  ce  que  j'ai  vérifié  aussi  à  l'aide   du  résultat  suivant  que  je 
trouve  dans  mes  Notes 


-i-P„(a)  +  . ^,f  P,(a) 

I  —  n  (r  —  /i)(2—  n) 


5n(  n  -^  i) 


( I  —  n)('i  —  n){  i  —  n) 


P,(a) 


Il    faut  naturellement   supposer  — i  ■<  a  <<  H- i .   mais  cela    ne 
suffit  pas.  Le  coefficient  de  Pa(^0  étant 

(■2k  -i-i)T(i  —  n)T(k-i-  n) 
r{n)rif.-^-j  —  n) 

dont  la  valeur  asjmptoticjue  est 

2  r  (  I  —  /i  ) 


Tin) 


A2«  -1 


et  la  valeur  asymptotique  de  Py;(cos^  )  étant 


\/ ^""[{'^  * 'i)' 


la  convergence  exige  que  2« <C  o 


3 
n<  - 

4 


C'est  bien  là.  je  crois,  un  résultat  conforme  à  celui  obtenu  par 
M.  Darboux.  dans  son- Mémoire  Su?'  les  fondions  de  grands 
nombres. 

Vous  voudrez  bien,  avec  votre  bienveillance  ordinaire,  excuser 
ces  remarques  superficielles.  J'ai  été  un  peu  soulîVant  dans  ces 
derniers  temps  et  je  suis  encore  très  fatigué,  en  sorte  que  j'ai  eu 
déjà  fort  à  faire  pour  faire  seulement  mon  Cours.  Cependant  je 
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|)(iiirrai,  dans  quelques  jouis,  <x|)('!(lier  un  nouveau   Clia|)ilit'  du 
Halphen  à  M.  Jordan. 

Je  ne  peux  ni'alli-iljuer  aueune  jiarl  à  votre  noiuiiialion  eoniuie 
inem])re  étranger  de  l'Académie  royale  des  Sciences  d'Amster- 
dam, mais  vous  savez  que  j'ai  les  plus  grandes  obligations  envers 
M.  Bakhujzen  qui  est  un  excellent  homme  et  d'un  zèle  pour  la 
Science  qui  ne  saurait  être  surpassé.  L'organisation  de  l'Observa- 
toire de  Leyde  ne  conq)orte  guère  (pie  les  travaux  d'observation, 
cependant  voyant  ma  ])rédiiection  pour  la  théorie,  M.  Bakhuyzen 
n'a  pas  hésité,  assez  souvent,  à  me  dispenser  d'une  partie  du  travail 
pratique.  En  réttéchissanl  à  ce  qui  m'est  arri\é,  a|)rès  ma  résolution 
de  quitter  Leyde,  je  me  sens  incapable  d'exprimer  mes  sentiments 
envers  vous. 

Votre  bien  dévoué. 


250.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  i4  niai   1890. 
Cher   Monsieur, 

Vous  savez  que  M.  Darboux  a  obtenu  le  premier  une  formule 
qui  donne  l'expression  approchée  de  X„(cosQ),  l'erreur  commise 
étant  de  l'ordre  d'une  puissance  aussi  grande  qu'on  le  voudra  de  - 
{Lioiiville,  3*  série,  t.  IV,  1878,  p.  89). 

Je  viens  de  parvenir  à  un  résultat  qui,  je  crois,  constitue  un 
progrès  notable.  Je  pose 

X  =  cos  6,  o  <  6  <  Tî, 

etj'obtiens  l'expression  suivante  comme  approximation  de  X„(cos9) 


.     4    2.4-6. ..( 


TT  3.5.".. .(2 


[cos  (  /i6  -I-  - 
\ 2^ 
v/asinO 


3  a  \  /    „       5  a 


1.3.1.3  V  2 


(ne 


22n-f-3      /(asinO)»  2.4.(2« -h  3)(2« -f-5)       y/(2siiie)5 


„    .       o    '  cos(  «6  +  ^ 

1.3.5.1.3.3 


2 . 4 . 6 .  (  2  n  -f-  3  )(  2  n  -»-  5  )  (  2  n  +  7  )        /(  2  si n  6  )'' 
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[.a  loi  csl  ('vldenle.    jai    posr  [loiir  al)i(''i;rr  l'écrilurp  a  =  'j —  -• 
Mais  il  (Si  claii-  que  tant  (|ii('  I  (Ui  a 

2?in6>i,         c'esl-à-diie         -  <  ^J  < -^» 

()  o 

la  série  (A)  conlinuéc   à    liiiliiii    est  vonvergente.   Or,   dans  cet 
intervalle,  elle  représente  exactement  \„(cosf)). 
On  peut  énoncer  ce  résultai  ainsi 

X„(COSO)  =   -    --A —  H-R-  =.'f      -.  -.   rt-H  ->    s  = 

T:    i.  ...7.  ..(  ?.rt   -h  I)  ^,32_,y.        \-x      2  -i 

le  symbole  J  désignant  la  série  liy()ergéoniélri((ne  et 

cosa  -i-  t  sina        i  . 

^2=  .— =  -(i  — icote  . 

•J!«in6  >. 

Je  vais  vérifier  ce  résullal  dans  le  cas  le  plus  siiTi|)le  n  =  o.  On 

a  alors 

*  / 1     '     -^        \ 
z^  \  -  >  -»  -'  c-     =  arc  sin:; 
\  2     ■>.     2        / 

el  Ton  doil  avoir 

P.R.  aie  «in  c  =  -  • 


Pour  9  =  -  5  z-  =  -  j  donc  arc  sin  r  =  ^  '  mais  posons 
>  1  4 

arc  sin  j  =  yo  -1-  </f,  j  =  sin  (  />  -4-  ^i  )  =  a  ^-  [3  i 

donc 

ei-\-e-i            „                 c? — e-? 
a  =  sin/D ■.  p  =  cos/? , 


d  où  1  on  conclu l 


32 =  —    -  (  e2f/_|_  g-iq  I  COS  •?./>, 


mais    a- —  |i- est   la    parlie   réelle   de  z- qui    est    nulle, 

donc    cos2/>  =  o     et    [)ar    conséquent    /)^='^,     non     seulement- 
pour  6  =  -^',  mais  dans  tout  le  domaine  tie  convergence  de  la  série. 

Ln  autre  résultat.  qu(!  j  ai  obtenu  chemin   faisant,  est  exprimé 
par  la  formule 

\  22  22/  I  (  c/  -i-  I  )  r  (  a  -r-  1  ) 


LKTTKF    251.  /49 

Vous  voyez  que  le  premier  meiuluc  met  en  évidenee  les  pôles 
de  la  fonelion  unilorme,  on  ohlienl  aussi  la  décomposition  eu 
fractions  sim|)les. 

Je  ne  crois  pas  qu'on  puisse  déduire  ce  réstdlat  des  formules  si 
nombreuses  obtenues  jusqu'ici  pour  la  transformation  de  la  série 
hypei'géométrique.  lime  semble  que  c'est  une  formule  d'un  autre 
caractère.  Le  temps  me  manque  en  ce  moment  pour  approfondir 
ce  sujet,  mais  je  compte  l)ien  poui-suivre  ces  recherclies  |)rochai- 
nement. 

J'ai  vu  hier  la  Note  de  M.  Beltrami  sur  les  fonctions  X„  dans  les 
Comptes  rendus;  si  vous  le  jugez  convenable,  vous  me  ferez  un 
grand  plaisir  en  donnant  aussi  dans  les  Comptes  rendus  un 
extrait  de  ce  qui  précède;  on  pourrait,  pour  abréger,  laisser  de 
côté  la  vérification  jiour  /?  =  o  ('  ).  Mais  j'abuse  vraiment  de  votre 
bonté,  et  je  laisse  monter  à  une  hauteur  invraisemblable  la  dette 
de  reconnaissance  que  je  vous  dois. 

Votre  très  dévoué. 


251.  -  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  i5  mai  1890. 
Chek    Monsieur, 

J'espère  que  vous  voudrez  bien  me  permettre  d'ajouter  main- 
tenant à  ma  lettre  d'hier,  déjà  longue,  la  démonstration  qui  ne  s'y 
trouve  pas. 

Je  pars  de  la  formule 

iiX„(cos6)=   /      (cosf)  +  «  sinO  cosa  )"  c^M. 

u 

=  /     H-  /      et  en  remplaçant  dans  la  dernière 


(')  Note  des  éditeurs.  —  Une  Noie  sur  cette  question  a  été  communiquée  à 
l'Académie  dans  la  séance  du  19  mai  1890  [Sur  la  valeur  asymptotique  des 
polynômes  de  Legendre  (voir   Comptes  rendus,  t.  CX,  p.  1026-1027)]. 

II.  4 
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itiléginle  //  [)ar  -  —  ;/,  il   vienl 

(\)  7:X„(cose)  =  aP.  R.   /     (  co'^O  ^  i  s\nO  cos  u)"  du. 

Posons  sin  ~  1/  =:  t, 


r^  2  dt 

7t\„(cos6)  =  .1P.  R.   /        (cose  -H  tsinO—  >t  sinOr')"— = , 


ou  hieii  SI  I  on  ecril 

v/ïsinf)  2Sin6  i 

cos6  H-  f  sin  0 


=  e ^,  452  = 


i  si  n  0 


A 


fi  \       dt 


(II  j      7r\„(cosfJj  =  4P.  R-(cosO -r  f  sine)"  /        (i ï  ) -7== 

Après  ces  préliminaires,  je  considère  léqualion 

cosO  -t-  «  sin  0  co^u  =  o 
qui  admet  une  racine 


Uq=  — t-  «lotrlanjï-O. 
2  '  'i 


Toutes  les  racines  sont  comprises  dans  l'expression 
dr  «n-+-  '-^~         (  ^'  entier). 

Il  est  clair  cpiil  ny  a  f)as  de  racine  dont  le  module  soit  inférieur 
à  ll^,  et  il  suffira  de  considérer  celte  lacine.  L'intégrale 


I       (  cosf) -t- f  sin  0  dis  a)"  (^M 


a   une    v.tleur  indépendante  du   chemin  d'intégration;   si  donc  on 
pose 


U  = h  IV, 

2 


en  faisant  \arier  c  par  des  valeurs  réel/es  de  o  à  logtang-B.   on 
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trouve  ([uo  la  vaU-iir  do  cflte  intégrale  est 

(cosÔH- — sinOj    r/t^, 

et,  par  eonsét|iieiit,  purement  imaginaire. 

Il  est  clair  par  là  que  Ton  peut  écrire,  au  lieu  de  la  lorniulc  (I), 
celle-ci  : 

(!')  •   7rX„(  cusO  )  ^  ïP.  1^.   /       (  cos6 -1- t  sinO  cosM)"  (/{<, 

lechemiti  d'inléf;ration  restant  toujours  absolument  arbitraire.  Or, 
si  Ton  applique  maintenant  la  substitution  qui  a  permis  de  passer 
de  1  à  II,  on  trouxera  é\ideinnienl 

r'  /      t^  \ "     dt 

(II'l     xX„(cosf))  =  4P.  R.icose -h- ;:  siii6)"  /      (i 

Jo      \         ^'  '    \/i  —  f^ 

ou 

TiX,j(  eus  6  )  =  4P.  R.(  cosO  -H-  «  sin6  )"   /     y\—  u"-)'^       "' 

«-'o  v^'i  —  -2^  "' 

SOUS  la  condition  mode  <  i,  c  est-à-dire 

2sin  6  >•  I . 

On  peut  maintenant  développer  en  série,  ce  qui  donne  le  résultat 
cherché. 

Même  lorsque  modc-^i,  on  trouvera  ainsi  par  les  premiers 
termes  une  expression  asymptotique,  car  lorsque  //  est  très  grand, 
c'est  seulement  dans  le  voisinage  de  u  ■=.  o  que  (i  —  m-)"  a  une 
valeur  appréciable. 

V  euillez  bien  agréer,  cher  Monsieur,  la  nouvelle  expression  de 
mon  dévouement  sincère. 


252.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Mon   cher    \mi, 

Encore  une  fois,  après  tant  d'autres,  vous  avez  été  inspiré  de  la 
manière  la  plus  heureuse  et  votre  expression  de  X„(cosB)  est  d'une 
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élégance  oxliviiie  et  intéressera  au  plus  haut  [joinl  les  géomètres. 
Je  ne  doute  |)()inl  (ju'elle  n'apjDelle  toute  rallenlion  de  M.  Beltrami, 
et  je  vous  ferai  part  de  ce  qu'il  me  dira,  dans  sa  correspondance. 
Aolre  Note  sera  présentée  à  la  prochaine  séance  de  l'Académie, 
en  laissant  de  coté,  comme  vous  le  |)roposez,  la  vérification 
[tour  n  =  o,  non  cpi'elle  ne  soit  très  jolie,  mais  afin  d'entrer  dans 
les  intentions  d'économie  du  secrétaire  perpétuel,  M.  Bertrand, 
qui  s'y  trouve  contraint  et  forcé  par  la  commission  du  budget, 
qui  a  fait  subir  une  réduction  importante  à  l'allocation  accordée 
pour  l'impression  des  Comptes  rendus. 

En  attendant  les  conséquences  que  \ous  allez  tirer  de  votre  beau 
résultat,  je  m  ('ni|u-essc  de  v(^us  rassurer  au  sujet  du  Mémoire  cou- 
ronné de  M.  Poincaré.  l^a  publication  s'est  trouvée  retardée  par 
suite  d'une  inexactitude  qui  s'était  glissée  dana  les  formules,  et  qui 
n'a  été  reconnue  (pi  après  I  impression,  cpi'on  s'est  décidé  à  sacri- 
fier, afin  de  donner  un  nou\eau  texte  entièrement  correct. 

Ne  me  |)arlez  donc  point  de  reconnaissance,  mon  cher  ami,  et 
c'est  moi  qui  suis  votre  obligé  pour  votre  belle  assistance  que  je 
n'appelle  jamais  en  vain  dans  mes  embarras  analytiques.  Sans  l'in- 
dication que  vous  m'avez  donnée  du  travail  de  M.  Bruns,  Zur 
Théorie  der  Kugelfiuictionen,  j'aurais  aljsolumenl  ignoré  que  je 
n'avais  fait  que  reproduire  sa  démonstration  de  la  formule  de 
M.    Mehler;  la  variable   qu'il   introduit.    '^.  quand  il  pose  l'équa- 

lion   sin     =sin  — cos'j    est   ma  quantité    w.    étant  telle  que  Ion 

ait  u^colo.  J'ai  essayé  de  débrouiller  son  analyse  pour  tirer 
de  la  formule  de  Meliler  la  séparation  des  racines  de  X„=  o,  mais 
l'allemand  qui  n'est  pas  un  obstacle  insurmontable,  quand  l'ana- 
lyse est  élégante  et  claire,  m'a  arrêté  et  je  n'ai  fait  qu'entrevoir  la 
inéthode.  Je  m'occuperais  de  suite  de  la  question,  si  mes  leçons  ne 
me  fatiguaient  pas  autant,  et  s'il  ne  me  fallait  revoir  la  prochaine 
édition  de  mon  Cours  lithographie.  Ajoutez  à  cela  les  devoirs  aca- 
démiques, qui  m'obligent  d'aller  au  Ministère  des  Affaires  étran- 
gères, parler  au  Ministre  et  à  son  chef  de  cabinet. 

Que  j'aurais  long  à  vous  en  conter  sur  ces  affaires  extra-mathé- 
matiques;   j'aime    mieux    vous   dire    un  mot  d'un    théorème    de 
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M.  (^esàro  (loni  je  trouve  l'énonc»;  dans  un  de  mes  rahiers 

/•  =  o,    I,  2,  ...,   n  —  i;         5  =  o,    I,   -i,  ...,   /n  —  i, 

mais   sans  me  soiivetiir  où  I  auteur  Ta  donné.  J'ai  remarqué  que 
chaque  membre  a  pour  valeur 

.,  /  ninx\        mil  —  m  —  n  -^  n 

''"-(—)-" ^ ' 

en  désignant  par />  !<•  |)liis  grand  ("ommun  diviseur  des  entiers  m 
et  n.  Cela  \aut-il  (pielqne  chose? 

En  vous  renouvcdant,  mon  cher  ami,  mes  phis  vives  (élicita- 
tions  [)Our  votre  découverte,  et  Tassurance  de  mon  allectueux 
dévouement. 


253.  —  Il  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  lô  mai   1890. 
(Sur  une  carte  postale.) 

Je    crois    avoir    conqjris    que    vous    décomposez    /      en    deux 

'A 

parties    /      +  /      et  que  vous  négligez  la  seconde  comme  pure  - 

ment  imaginaire,  ce  qui  vous  donne  hi  formule  (l');  votre  méthode 
est  extrêmement  belle  et  originale. 

254.  —  SriELTJES  A   H  ERMITE. 

'l'oulouse,  i5  mai   1890. 
Cher    MoivsiEUii, 

Je  viens  de  m'apercevoir  qu'un  artifice,  que  j'ai  indiqué  dans 
ma  thèse  (p.  4o),  permet  de  mener  à  bonne  fin  celte  théorie  du 
développement  de  X/, (cos9)  lorsque  n  est  grand. 
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Je  reprrrifls  la  formule 

rX„(  cosO)  =  4  I'.  K.(  c<'56  -t-  />^in6)«   /     (  r  —  m-  )"        "     " 

•/)  /'  —  -■- 

s-  = 1  com. 

je  remarque  que 


don 


■K 

Je   ,  ,  z  du  i     r     r- {\  —  u- \"  z  du  ih' 


le  développement 


=  I  -t-5-  «-<in-t'  -^  .  .  .-t-  2-''--M"--sin-*-2t'-(- 


donne  maintenant  les  k  premiers   termes   du  développement  (A) 
avec  le  terme  complémentaire. 

RA.r=  ip.  R.(cos6^/sinf);"^   f  j^' n  -  u^  )"  Zi  z  u  ^i.vy^''du  dv  ^ 
"^  ~  Jq    Jq  I  —  z-u-  sin-fc" 

et   R/;    est    donc   inférieur  au    module    de    l'intégrale   du    second 
membre.  Or, 

niod(cos6  -+-  ^sinO)  =  i,  mod;;  =  ^ 

V  ATs  i  n  0 

et 

I  —  Z-  u-  sin-  p  =  I u-  sin-  c  -i —  u^  sui-  f  t  colO 

•2  2 

a  un  module  supérieur  à 

1  ,    .  I 

I  —  —  u-  sin-<-  >  -• 

2  2 

De  là  on  conclut  : 

hn  pienanl  les  k  premiers  termes  de  la  série  \  de  ma  pre- 
mière lettre,  l'erreur  commise  est  inférieure  au  doulde  du 
terme  suivant,  dans  lequel  on  aurait  remplacé  par  l'unité  le 
cosinus  qui  y  figure  au  numérati'ui ,  et  cela  a  lieu  que  la  série 
soit  convergente  ou  non. 

Ainsi,  par  exemple, 

V      /  A  4  2  . 4     •  •  (  2  /l  I  2  î 

-  3 .  j . . .  (  2  //  -H  1  )  /TThTô 
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1.^.  .  .111  .11)       I  '       •  I     '  •  1 

et  comme  — ^ est  de  1  ordre  ——■<  il  s  ensuit  qiif:  lorsque  it 

ô .  ) . . .  2  /î  -(-  I  ^,1  ^  1 

croit  indéfiniment  et  qu'en  mêm*;  temps  0  tend  vers  zéro,  mais  de 
manière  que  le  produit  n^  croît  au  delà  de  toute  limite,  on  a 

liinX„(  cosO  )  =  (). 

C'est  la  proposition  de  M.  Bruns  qui  lait  l'objet  principal  de 
son  Mémoire,  et  de  l'article  de  M.  Heine  qui  suit  dans  le  Journal 
de  Borchardt.  Cette  proposition  est  nécessaire  dans  la  démon- 
stration de  M.  Heine  pour  les  séries  de  deux  angles.  La  démon- 
stration de  Dirichlet  n'est  pas  tout  à  fait  à  l'abri  de  toute  objection, 
si  l'on  ne  veut  pas  introduire  l'existence  des  dérivées  des  fonctions 
à  développer.  Voilà  donc  obtenu  un  résultat  net  et  satisfaisant.  Je 
me  propose  de  développer  ces  rechercbes  prochainement  dans  les 
Annales  de  notre  faculté.  Il  y  a  lieu,  je  crois,  de  modifier  un  peu 
la  déduction  de  cette  formule  fondamentale 


t:X„(cosÔ)  =  4P.  R.  e«'9  Ç  (i  —  w^  )" 


zda 


Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  très  dévoué. 

P.  S.  —  Je  crois  actuellement  qu'il  sera  préférable  de  présenter 
à  l' A-cadémie  la  note  ci-jointe  ('),  au  lieu  de  l'extrait  de  ma  première 
lettre.  J'ose  espérer  cette  présentation  de  votre  bienveillance. 

255.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  i6  mai  1890. 
Mon  cher   A.mi, 

J'ai  quelque  peine  à  comprendre  la  démonstration  que  vous 
venez  de  m'écrire  de  votre  beau  résultat;  mais  n'allez  point  croire 
que  je  vous  adresse  un  reproche  quelconque,  je  n'accuse  que  moi- 
même.  Ce  qui  m'échappe,  c'est  la  raison  qui  vous  fait  considérer 
l'équation  cosQ  -h  f  sinô  cosm  =  o;  vous  avez  été  pour  moi  un  peu 
trop  court,  et  je  ne  puis  me  rendre  compte,  à  cause  de  quelque 

(')  IS'ote  des  éditeurs.  —   Voir  la  lettre  (249). 
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intermédiaire  que  \oiis  aurez  omis,  pourcjiioi,  à  rëqualion  (I), 

-X,,  (  cosO  j  =  i  F.  R.   /      (cosO -i- t  sinO  eo^a  j"  t/a, 

vous  substituez  (I'), 

-X„(cos6)  =  2P.  R.   /      (cos6 -1- I  sinfi  cosif  )"  rf«. 

Je  trouve  très  hardi  et  très  lieureux  d'introduire,  à  la  place  de  la 
formule  classi([ue.  la  même  intéf;rale  prise  avec  la  limite  supérieure 

imaginaire,  //^  =  -  -h  /  iog  taui;  -  (),  mais  je  n'en  réclame  que  plus 

vivement,  de  voir  avec  la  plus  complète  clarté,  pai-  cpiel  chemin 
>ous  obtenez  un  résultat  aussi  singulier. 

Kniin,  et  pour  achever  de  déverser  toute  mon  amertume,  je  vous 
avoue  que  la  comparaison  des  équations  (11)  et  (11'),  c'est-à-dire 

•  les  intégrales 

T 
/•V  2  /         ^2  \  Il       (ff 
IP.  R.(cf)?0-^tsine)'»  /        (1 

et 

4  p.  R.(cos6 -f- t  sui6j''   /       (i -\ 

Jq       ^         2"/    v/ 1  —  r- 


me  met  dans  la  plus  "rande  anxiété,  l  ne  limite  l/-)  remplacée 

I  ^  y    2  r 

par  z.  n  amènerait  donc  aucun  changement! 

Kn  attendant  que  vous  projetiez  un  rayon  de  lumière  pour  dis- 
siper les  ténèbres  de  mon  esprit,  je  vais  préparer  ma  leçon  sur  les 
intégrales  eulériennes. 

Je  présente  comme  il  suit  le  passage  de  la  première  forme  du 
terme  complémentaire  de  la  série  de  Stirling, 

J  =   /     (iix  ,  e"^  dx 
où 

à  Is  seconde.  J'écris  dabord 

I      V  I                   i-  ■                 I          /'"     2  e'^-^  dx 
J  =   7  J';,  en  taisant         J,,  =   /       , 
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puis 

I       r^  a  e-"'^-' dx          {.              ,                    imzx\ 
in—  / —  10  ifiiiplace  X  par  )• 

Il  en  résulte  que,  si  Ton  pose 

on  peut  écrire 

I      /  '  "    a  S  dx 

t:  J_  ^  x'^  -+-  a'^  ' 


J  = 


mais  il  est  clair  que  S  =  —  l<»Ki'  —  e-'^*),  donc,  etc. 

Je  désirerais  beaucoup  Irouver  une  méthode  (pii  conduirait 
directement  à  la  seconde  forme,  sans  passer  dabord  par  la  pre- 
mière, mais  je  renonce  à  la  découvrir.  .le  vous  dirais  que  je  trouve 
étonnant  et  merveilleux  que  a  figurant  en  exponentielle  paraisse 
après  sous  forme  rationnelle.  Comment  Caucliy  qui  avait  à  sa 
disposition  les  deux  expressions  a-l-il  employé  la  première  qui  Ta 
Conduit  à  tant  de  longueur  ! 

toujours,  mon  cher  anu,  votre  bien  allectueusement  dévoué. 


256.   —  H  ERMITE  A  STIELTJES. 

ChEI!     A.MI, 

Je  m'empresse  de  vous  accuser  réception  de  votre  nouvelle  Note 
que  je  présenterai  lundi  à  l'Académie,  au  lieu  de  la  précédente.  Il 
m'a  fallu  faire  eli'ort  à  cause  de  la  brièveté  de  votre  démonstration 
pour  saisir  le  point  de  vue  nouveau  et  si  inqjrévu  auquel  vous  vous 
être  placé;  combien  ne  vous  en  a-t-il  pas  fallu  davantage  pour  le 
découvrir!  A.u  risque  d'une  indiscrétion  envers  M.  Beltrami,  je  ne 
puis  m'empêcher  de  vous  communiquer  ce  passage  d'une  lettre 
qu'il  m'avait  adressée  le  3o  avril  dernier. 

«  M.  Mehler  a  fait  la  remarque  très  juste  que  ses  formules  per- 
»  mettent  d'abréger  considérablement  la  célèbre  démonstration  de 
))  Dirichlet.  Cette  démonsiration  ainsi  abrégée  est  celle  dont  je  me 
»  suis  toujours  servi  dans  mes  cours,  jusqu'au  moment  où  j'ai  fait 
»  les  réflexions  qui  terminent  ma  Note  (des  Comptes  rendus).  Le 
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))  point  noir  qui  subsistait  toujours  flans  ladite  démonstration 
»  ahréj^ée  est  le  même  qu'auparavant,  savoir  :  on  a  une  fonction 
»  (définie  par  une  intéorale  où  la  variable  figure  comme  para- 
»  mètre)  dont  on  peut  démontrer  la  continuité,  mais  non  j)as  la 
»  dérivabilité;  cette  dérivée  cependant  existe  (et  est  cabuilable) 
»  pour  \  ariable  =o.  et  c'est  celte  seule  valeur  de  la  dérivée  qui  reste 
»  dans  le  résultat,  tandis  que  Texistence  générale  est  admise  |jour 
»  la  démonstration,  sans  qu'on  sache  bien  si  cette  admission  est 
»  absolument  nécessaire.  Ce  point  noir  a  été  heureusement  éliminé 
»  par  Tusage  de  l'autre  formule  somniatoire,  inauguré,  à  ce  qu'il 
»  parait,  par  M.  Dini  :  et  les  dernières  phrases  de  ma  Note  se 
»  ra|)p(»rtenl  précisément  à  la  manière  qui  me  parait  la  plus 
))  simple  d'utiliser  cette  dernière  formule,  en  invoquant  encore  la 
»   seconde  cx|)ression  de  M.  Mehler.    » 

Permettez-moi  maintenant  de  vous  soumettre  l'idée  d'une  expo- 
sition de  la  démonstration  de  Dirichlet,  fondée  sur  vos  belles  for- 
mules (dans  les  Annales  de  Toulouse)  qui  me  vient  à  l'esprit,  en 
voyant  l'importance  que  M.  Beltrami  attache  à  la  question.  Il  est 
clair  que  le  dernier  mot  vous  appartiendra  et  que  votre  méthode 
deviendra  classique.  On  ne  peut  rien  imaginer  de  plus  complet  et 
en  même  tem|)s  de  plus  facile  que  Fintroduction  du  développement 

de  -. limité  à  un  nombre  fini  de  termes,  et  aux  compli- 

I  —  z-  u-  sin-p 

ments  que  je  vous  ai  adressés,  j'en  ajoute  un  nouveau,  que  vous 

méritez    bien,    d'avoir    remplacé   le    radical  =    |)ar    l'inté- 

/i  —  ;;-  u- 

flv 


de  i    f 


z''  u-  Slll-t' 


Je  suis  bien  curieux  de  savoir  ce  que  dira  M.  Beltrami  de  votre 
Note,  et  ce  me  sera  un  plaisir  de  vous  en  faire  part. 

Kn  attendant,  croyez  toujours,  mon  cher  ami,  à  mon  alleclion  la 
plus  dévouée. 

f* .  S.  —  \  ous  \ous  souvenez  que  vous  avez  mis  la  série  de  Gu- 
dcrmann  J(a),  sous  forme  d'intégrale  définie  d'une  série  S  : 

1 

r^  I 

J  ( a)  =   I      -d--  'ix)^S  dx 


ou 
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s=y (/i  =  o,  i,.i ). 

Aai  {Il  -\-  a  -^  X  ){n  -^  a  ^\  —  x) 


(ie  malin,  j'ai  donné  à  ma  leçon  la  formule 

logr( «-+-!)=  /     («^  —  aj-rS  rfx 


«  -t-  ,r  )  (  /i  +  «  .7-  j 


(^i  =  I,  2,  ..  .). 


257.  —  STIELTJES  A  H  ERMITE. 

Toulouse,  Il  juin   1890. 
Cher   Mowsif.uh, 

\Ln  désignant  |)ai'  R„  la  |)arlie  entière  de 

1  ..     .       /  .r  -t-  1  \        ,.     /  III  \ 


'■Il  "'ë 


X        3  j"-^        5  x'^ 


eu  sorte  que  -^  est  la  n"'"^"  réduite  de  la  fraction  continue,  on  a 
R   -  VlJZ±\       ,  .l^izzlv       I     a»-9   y 

ixit  =    A„_i  -I-   — .V„_3-|-  — :   -V„_5  -t-.  .  .  , 

I  .  rt  3  (  /i  —  I  )  5  (  /i  —  '2  ) 

n 

1 

la  première  expression  est  due  à  M.  Cliristoflel,  et  la  seconde,  je 
crois,  à  vous.  Mais  je  ne  retrouve  pas  le  lieu  où  il  me  semble  que 
vous  devez  l'avoir  donnée  et  elle  ne  se  trouve  pas  dans  l'Ouvrage  de 
Heine.  Si  cela  ne  vous  cause  pas  de  la  peine  je  vous  serais  bien 
obligé  de  m'indiquer  l'endroit  où  vous  avez  donné  cette  formule. 
.J'obtiens  encore  une  autre  expression  de  R„.  Soit  pour  abréger 

u  =  — — j  alors  on  sait  que 
2  ' 

X„  =  iH ^^ — u  H ^ .,     ,      w- 

|2  l-.'2^ 

n{n  —  \){  n  —  2  ) (  //  -H  1  ) (  «  -H  2  ) (  /i  -1-  3  ) 


12.22.32 
ou 

X„  =  ao -H  a,  M  +  a.>  u-^.  .  .-^  a„ u'K 
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L'expression  de  R,/  est  alors 


^»     ={'*-,*  l*---*  7,)'" 

1 

C'est  ce  qu'on  obtient  à  l'aide  de  l'écjualion  diflérentielle 
(1  —  x^)         , 2 57  -j i-  ni  n  -^  i}\\,i=  î  —. —  > 

en  introduisant  a  au  lieu  de  .r.  et  en  vertu  du  développement 
connu  de  X„  donné  plus  haut,  .lai  été  amené  à  cette  expression 
ainsi.  \ dus  sa\ez  c[ue 

limX„fcos  -  j  =3(6), 

J(Q)  étant  la  fonction  de  Bessel  et  de  Kourier. 

Cela  étant,  jal  voulu  obtenir,  en  partant  de  lintégrale 

une  seconde  intégrale  de  l'équation  diflérentielle  à  laquelle  satisfait 

J(b)  en  posant  x  =  cos  (  -]  et  faisant  croître  indéfiniment  />.... 

C'est  ce  qu'on  peut  faire  sans  difficulté  à  l'aide  de  la  nouvelle 
expression  de  R„. 

Voici  une  démonstration  de  la  formule  de  Rodrigues 

2"  .1  .7..  .  .n  dx" 

(pu  me  semble  très  simple,   mais  je  n  oserais  pas  affirmer  qu  elle 
soit  nouvelle. 
^^^rtant  de 


\'  z-  —  'IXZ  ^  \         -*■ 
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on  a 

2"  dz 

(i)  ^« 

2TCi 


""'],,    \'Z'-- 


l'intégrale  étant  pris*'  sur  un  cercle  de  rayon  R  très  grand,  enve- 
loppant les  points  critiques 

^  =  X  -\-  \J X''-  —  I 
et 

f   '  =  a?  —  \J  X-  —  1 
de  l'intégrale. 

Pour  rendre  rationnelle  la  différentielle  je  pose 


/^ 


•2  a^5  -f-  I  =  —  2  -i-  U , 


■2  (  a  —  a;  ) 
il  \ient 

(2)  A/,  =    ;      / ^ -du. 

^    '  'nij    7.'Hu  —  xy'-^^ 

Quant  au  chemin  d'intégration,  puisque  mod^  est  très  grand, 
vous  voyez  qu'on  a  à  peu  près 

en  sorte  que  u  décrit  un  cercle  de  rayon  2R  autour  de  — x. 
Puisqu'il  n'y  a  qu'un  pôle,  la  formule  (2)  donne  immédiatement 
l'expression  de  Rodrigues. 

Pour  faire  disparaître  le  radical,  on  aurait  pu  poser  aussi 


v/^^ 


J    s'z-^-ixz-^x       J    '        (V2-i)«^i 


la  relation  entre  u  et  c  est  simplement 

(M  —  I  )  (  ('  —  I  )  =  -2(1 X). 

Votre  bien  dévoué. 

P.  S .  —  Veuillez  bien,  je  vous  prie,  remercier  vivement  de  ma 
part  M.  Picard  pour  l'envoi  de  son  beau  Mémoire  sur  les  équations 
aux  dérivées  partielles.  J'ai  vu  avec  un  grand  intérêt  sa  démon- 
stration   si    simple    de   l'existence    d'une   intégrale    de   Téquation 
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ordinaire 

(li-monslralion  qu  ou  pourra  pcul-rlre  introduire  dans  lenseigue- 
nicnt. 

258.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  i3  juin  1890. 

Mon   cher   Ami, 

Je  n  ai  lien  publié  sur  les  polvnonies  de  Legendre  (pTune  courte 
Note  dans  les  Rendiconti  du  Cercle  mathématique  de  Palerme  ;  je 
vous  en  envoie  un  exemplaire  pour  le  cas  où  je  ne  Taurais  point 
déjà  fait.  C  est  dans  une  leçon  à  la  Sorlionne  que  j  ai  donné  la  for- 
mule R„  ^  7  - —  ',  "~  ;  je  la  relrou\e  dans  mes  notes  d  il  v  a  déjà 
.^d  k  ■'  "* 

plusieurs  années  ;  voici  comment  j'y  parviens. 

Je  pars  de  la  relation  suivante,  que  donne  la  théorie  élémentaire 
de  I  intégration  des  radicaux   carrés  du   second  degré,  où  je  fais 

R^x)  =  I  —  %xz  +  ;-, 


I    v/R(>)  ./    /RU. 


la  constante  H  se  détermine  en  développant  les  deux  membres 
suivant  les  puissances  descendantes  de  s;  on  trou\e  ainsi  dans  le 
second  mendjre  pour  seul  terme  non  algébrique  H  log  c,  et  ce  même 
terme  est  donné  dans  le  premier  membre,  au  moven  de  la  formule 

où  X„  est  le  polynôme  de  Legendre.  On  a  donc  H  =  X„,  et  celte 
remarque  que  J  s'exprime  algébriquement,  quand  .r  est  une  racine 
de  X„=  (I. 

Soit    ensuite    ç  =  x  —  \/x- — i    une    racine    de   R(s;:=o,   elle 
conduit  à  la  relation 


i: 


z"  dz  r"-     dz 

, =—  G(o)  -i-  \„  / 

V/R(^)  .'0      V^H(2) 

I  x  —  \ 

=  —  G(o)  -I-  -\„  log 
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Mais  le  polynôme  G(z)  est  évidemmenl  la  partie  entière  <lii 
développemenl  suivant  les  [xiissances  descendantes  de  z  de  l'ex- 
pression 

I  r  z"  dz 

et  s'ohiiendra  en  multipliant  entre  elles  les  deux  séries 


1 

= 

Xo 

-+- 

X. 

^2 

-h  .  . 

- 

X, 

3/  +  1 

s/R(3) 

'  z'^dz 

\/R(z) 

,  Xo 
n 

z" 

H-. 

.  .-)- 

X 

n  — 

i-J 

f 

la  quantité  G(o  )  est  le  terme  indépendant  de  :;  dans  ee  produit, 

c'est-à-dire    7  — — 4»  sous  la  condition  n  ^  i  -\-  /'  -\-  i .  Il  ne  reste 

-^  «  —y  ^ 

donc    qu'à    montrer   que    l'intéiriale     /   '  est   de    la    forme 

7  H '—-  -(-...  pour  prouver  que  -^ï; —   est  la   /?'«"'*^  réduite  de 

lo^^ C'est  évident,  car  on  a,  en  développant  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  3, 

/  ■  z"  dz  z"-^' 


puis,  en  développant  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x, 
ce  (|ui  donne  bien 

- L_ ^^....=  lx„io,^-±l-y-^i^. 

Et  maintenant,  mon  clier  ami,  ne  consentirez-vous  pas  à  con- 
venir, à  reconnaître  que  nous  ne  sommes  point  sans  quelque 
ressemblance  intellectuelle,  et  que  nous  avons  suivi  la  même 
inspiration,  vous  en  parvenant  à  la  formule  de  Rodrigues,  et  moi 
à  ce  qui  précède,  en  prenant  tous  deux  le  même  point  de  départ 

7^  =  -'"-^--' 
v/R(>}         -         ^ 
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J'ai  ooinniiiniqué  votre  expression  asvinplolKHie  <le  \„  à  M.  Bel- 
Iranii.  (|ui  la  trouve  extrènieinenl  intéressante;  il  croit  aussi  qu'il 
y  aurait  lieu  de  rechercher  un  lésiiltat  anaioi^ue  j>our  X,,^,  —  X„_4, 

c'est-à-dire  n(n  -\- i)  1      X„  c/.r  ou  encore  (  .r- —  i^X^,,  parce  que 

•  —  1 
cette  ex|)iTssioii  tend  vers  zéi-o,  dans  tout  l'intervalle  de  —  i  à  -f-  i . 

pour  //  infini . 

La  relation  (pi'a  dé<;ouvertc  M.  Beltrami 

\„^,—  \„_,=  ■ (T^—l)\n 


a  lieu  également  pour  l'intégrale  de  seconde  espèce,  et  l'a  conduit 
à  ce  résultat  que  j^  =  X„^,  —  X^,  _,  satisfait  à  l'équation 

d'y 
(^-—  i)-r^  =  n(  n  — \)y. 

J  ai  trouvé  ensuite  que  Ion  a 

( :r2-  .  /•  D,^;-  \„  =  k.\n^k^  BX„^/,_,  -  GX„^A-_4  +  . . .  -  KX„_;t, 
et  en  particulier 

[m  —  I  )  ('  -i  n  -H  1  )  (  -2  /2  -!-  3  )       ,  , ..  „ 

' ■ X  —  I  )   \ 

[n  —  I  1  /i  (  /i  -H  I  )  (  /i  -h  2  )  /   ■  « 

=  (  2/1  —  1  )  X„j.5  —  'i.iin  —\\\n^  {-in  ^-"h  )X,(_2' 

Crove/-ni()i  toujours,  mon  cher  ami,  votre- bien  ail'ectueusement 
dévoué. 

259.  —  HERMITE  A    STIELTJES. 

Paris,  22  juin  1890. 


M 


0.\     CHEK 


Permettez-moi  de  vous  demander  si.  comme  je  le  présume,  vous 
avez  déjà  vu  et  corrigé  les  épreuves  d'Hal|)hen  (Chapitre  II,  p.  i  i.3 
à  128)  que  vient  de  m'envoyer  M.  Gauthier-\  illars,  épreuves  où 
ne  sont  mentionnées  aucunes  corrections  et  où,  au  moins  au  premier 
coup  d'oeil,  je  n'ai  rien  vu  à  changer.  Je  ne  puis  vous  dire  combien 
je  trouve  difficile  la  lecture  d'Hal|)hen,  le  sujet  ne  m'est  cependant 
pas  étranger;  il  y  a  plus  de  4o  ans,  j'avais  fait  l'étude,  et  je  crois 
plus  siuiplenient  que  lui.  de  la  fonction  des  racines  représentée 
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par  x„Xo-\-XiX2-i-  x^x^  pour  l'équation  modulaire  du  6*  degré. 
J'ai  renoncé  à  celte  combinaison,  je  l'ai  abandonnée  pour  prendre 
(x^  —  jro)(xi — Xo)(x:t  —  ^.,)  et,  si  je  ne  me  trompe,  le  module 
ancien,  les  formes  analytiques  de  Jacobi,  se  prêtaient  luieux  (lue 
celles  qu'a  introduites  Halj)hen  à  la  question  qu'il  traite. 

Je  viens  de  m'occuper  des  racines  de  l'intégrale  de  seconde 
espèce  Q^"(x),  de  l'équation  des  fonctions  sphériques,  sur  l'invi- 
tation de  M.  Beltrami,  Voici  ce  que  je  trouve. 

Partagez  le  plan  par  des  parallèles  à  l'axe  des  x^  menées  au- 
dessus  et  au-dessous  de  cet  axe,  aux  distances  7t,  27c,  Stc,  .  .  . .  Il 
se  trouve  toujours  n  racines  comprises  entre  les  parallèles  menées 


i/ 

3rc 

2Tt 

rc 

0 

ÎX 

2ru 

3- 

aux  distances  aAit  et  (2/1  +  1)71;  il  ne  s'en  trouve  aucune  dans 
l'intervalle  suivant  compris  entre  les  parallèles  aux  distances 
(2/fH-i)Tc  et(2A-  +  2)Tt  pour  /i=d=i,  ±2,  ....  Enfin,  dans 
l'espace  limité  par  les  parallèles  aux  distances  +  tt  et  —  tt  qui 
comprend  dans  son  intérieur  l'axe  des  abscisses,  on  a  2/i  +  i 
racines  dont  l'une  est  à  l'origine  x  =  o. 

J'ai  raisonné,  non  sur  Q"(j:^)  =  -log(    _  jP^'(.r) +  R^^(.2'),  mais 
sur  la  transformée  uniforme  qu'on  obtient  en  posant =  e^. 

On  me  demande  à  cor  et  à  cri  un  article  pour  la  Société  des 
Sciences  de  Prague. 

Bref  je  me  tire  de  la  difficulté  avec  un  article  dont  je  viens  de 
vous  dire  la  substance. 


Je  pense  pouvoir  demander  aux  Annales  de  Toulouse  de  vouloir 
bien  le  reproduire.  Je  vais  le  rédiger  avant  l'affligeante  besogne 
du  baccalauréat,  qui  est  éci-asante  à  Paris;  si  vous  ne  me  prenez 
II.  5 


G6  CORRESPONDANCE    d'hERMITE    ET    DE    STIRI.TJES. 

|)()iiit  en  compassion  quand  j'essaye  de  comprendre  quelque  cliùse 
aux  épures  de  Géomélrie  descri])tive,  c'esl  (jue  vous  avez  le  cœur 
d'un  tiyre. 

^  olre  l)ien  allectueusemenl  d»îvoué. 


260.  —  SriELTJES  A  HERMITE . 

Toulouse,  i'\  juin  1S90. 
Cmf.u  Monsieur, 

J'ai  reçu,  mais  seulenienl  dimanche  dernier,  les  pages  1 13  à  128 
à  corriger  du  Tome  III  d'Halphen  el  vendredi  dernier  les  pages  81 
à  1  12.  Mais  vendredi  et  samedi  je  suis  com])lètement  pris  par  mes 
leçons  el  des  interrogations  au  lycée,  c'est  ce  (pii  lait  (pu-  1«!S 
pages  81  à  1  12  portant  mes  corrections  (assez  nombreuses)  paiteni 
seulement  maintenant,  en  même  lemj)s  que  cette  lettre.  Mais  la 
dernière  feuille  dont  vous  me  parlez  je  ne  l'ai  pas  encore  corrigée, 
elle  partira  ce  soir  seulement. 

C'est  en  effet,  comme  vous  le  dites,  une  làclie  extrêmement 
laborieuse  que  de  suivre  Halphen  à  travers  tous  ses  calculs. 

Nous  accueillerons  avec  la  plus  grande  joie  l'article  que  nous 
destinez  à  nos  Annales. 

Seulement  une  remarque,  il  me  parait  que  1  éipiatioii 

Q'î^j-)  =  -  log(  •^"'"  '  )  P"(.r)  -i-  K"(.r) 


n'admet  la  racine  x  ■=.  o  seulement  dans  le  cas  n  pair^  \\."[x)  ren- 
lermant  dans  ce  cas  seulement  les  puissances  impaires  de  x. 

Dans  ce  cpie  j'ai  rédigé  sur  \\  puissance  asymptolique  de  l'"(,/) 
je  considère,  au  lieu  de  Q"{x)y  une  seconde  intégrale  S" {x)  qui 
est  réelle  dans  l'intervalle  ( —  1 .  +1) 


ti"{x)  =  ^  log  (  J_±J^  \  p  ;  (  ^  ^  _^   l{n  (  y. 


Elle  adnu't  ;i -f- 1  racines  réelles  dans  cet  intervalle  et  entre 
deux  racines  de  S"  se  trouve  une  racine  de  P",  conformément  à 
un  théorème  général  de  Sturm  sur  les  solutions  d'une  équation 
différenlielle  du  second  ordre.  Le  développement  asyuqtlotupie  de 


LETTBE   200.  67 

S"(cos8)  est  parfaitement  analogue  à  celui  de  P"(cosO),  ou  n'ii 
(|u'à  remplacer  les  cos    ('^  H —  )9  —  7    ■  '  *  V'"^^  ^^s  sinus. 

Je  dois  vous  remercier  encore  pour  l'information  cpic  vous  m'avez 
bien  voulu  donner  concernant  la  formule 

R„=  -  IV,  Po4-  -  P„-2Pi  +  . . .+  -  l'o  •*«-!; 
I  1  II 

mais  voici  ce  qui  m'est  arrivé.  En  consultant  le  Tome  55  du 
Journal  de  Borchardt  pour  avoir  le  lieu  exact  où  M.  ChristofTel 
donne  le  développement  de  R„  suivant  les  P«_i,  P/,_2,*.  •  -,  j'ai 
reconnu  que  M.  ChristofTel  lui-même  a  déjà  donné,  sous  une 
forme  plus  générale,  la  formule  que  je  viens  de  rappeler.  En  elTet, 


II  a 


R„Pv-P„Rv 


-v-i 

^        "^  '    «-V-f-l 

Ld         V-t-  5  -f-  1 


(p.  72)  sous  la  condition  v  <<  /?. 

Pour  V  =  o,  Pv=i,  Rv=:o,  ...  on  retrouve  la  formule  déjà 
écrite,  abstraction  faite  du  facteur  2,  qui  lient  à  ce  que  son  R«  est 
le  double  du  vôtre. 

La  fonction  que  considère  M.  Beltrami  est  le  coefficient  de  a" 
d;ins  le  développement  de 

\  i  —  IX a.  -+-  a-, 

Cl  rentre  ainsi  dans  les  polynômes  étudiés  par  M.  Heine  et  qui 
naissent  d'une  puissance  quelconque  de  i  —  2x7. -{-cf^.  Il  n'y  a 
|)as  de  difficulté  à  étendre  à  ces  polynômes  l'expression  asympto- 
tique  que  j'ai  obtenue  pour  X"(cos9). 

J'ai  réfléchi  sur  cette  question  du  développement  des  fonctions 
arbitraires  par  la  série  de  Laplace,  mais  je  me  suis  occupé  plus 
particulièrement  du  développement  d'une  fonction  d'une  seule 
variable 

/(a;)=^A„X„  (_i<^<  +  ,). 

On  peut,  en  effet,  simplifier  les  démonstrations  données  jusqu'à 
présent  (par  Dini,  Heine,  etc.),  mais  je  ne  suis  pas  encore  content 
«h'  ce  que  j'ai  fait.  PendanI  bien  des  années  j'ai  cherché  à  justifier 
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le  développement 

les  Q"  étant  les  dénominateurs  des  fractions  continues  pour 


/ 


<S{  u)  du 


[?(«)>  o], 


mais  sans  succès.  Mon  raisonnement  pour  les  X,^  s'applique  jus([u"à 
un  certain  point  aux  Q"  en  général  et  je  crois  aussi  avoir  fait  un 
pi'emier  pas  dans  l'étude  du  cas  général.  Mais  je  crois  qu'il  faudra 
encore  beaucoup  de  recherches  pour  mener  à  bonne  fin  cette  étude 
du  cas  général,  d  v  a  là  du  ucnneau  à  trouver. 

Je  vous  plains  en  eli'el,  cher  Monsieur,  de  tout  mon  cœur  d'avoir 
à  vous  occuper  de  cette  besogne  si  ingrate  du  baccalauréat,  va-t-on 
nous  en  débarrasser?  11  paraît  que  M.  Bourgeois  médite  de  grandes 
réformes,  j'espère  qu'il  aura  le  temps  de  les  mener  à  bien. 

Votre  bien  dévoué. 


261.  —  STIELTJES  A  H  ERMITE. 

Toulouse,  24  juin  1890. 
Cher  Monsieur, 

^  ous  devez  recevoir  avec  celle  lettre  la  feuille  qui  porte  mes 
corrections,  d'ailleurs  insignifiantes.  Les  deux  feuilles  antérieures, 
je  les  ai  expédiées  ce  matin,  directement  à  Vimprimerie  de 
Gauthier-V illars.  En  ne  me  conformant  pas  ainsi  à  la  règle 
acceptée,  j'espère  n'avoir  rien  méfait.  Ce  qui  m'a  déterminé  c'est 
([ue  par  \olre  lettre  j'ai  \u  que  j'étais  en  retard  et  qu'il  fallait  se 
hâter  si  mon  lra\ail  pouvait  être  encore  utile. 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  ^otre  très  dévoué. 

P.  S.  —  Dernièrement,  M***  s'est  occupé  des  deux  périodes 
des  fonctions  ellij^ticpies. 

En  examinant  les  papiers  d'Halphen,  M.  Jordan  et  moi  nous 
nous  sommes  aperçus  qu'il  est  essentiel  aussi  qu'une  des  périodes  to, 
(o'  définie  par  exemple  par  une  intégrale  définie  ne  soit  pas  nulle, 
cas  différent  du  cas  où  l'une  des  périodes  serait  co. 


LETTRE   2C2. 


69 


262.  -  H  ERMITE  A  STIELTJES. 


Mon   cher   Ami, 


Paris,  26  juin  i8yo. 


Je  ne  connaissais  pas,  faute  d'avoir  lu  assez  attentivement  le 
Mémoire  de  M.  Cliristofiel,  sa  belle  formule  R«l\ —  I*Hriv=  •  •  -, 
je  me  réserve  de  l'étudier  et  je  vous  remercie  beaucoup  de  me  l'avoir 
apprise.  Je  ne  vous  suis  pas  moins  reconnaissant  de  m'avoir  rappelé 
le  Mémoire  de  Sturm,  auquel  je  ne  pensais  plus  du  tout;  c'est  par 
une  autre  voie  et  comme  il  suit  que  j'établis  l'existence  des  /i  racines 
de  l'équation 


S"(x)  =  -loj 


V"{x)  -+-  K"{x)  =  o. 


Écrivant  P(^)  etR(x)  pour  simplifier,  et  désignant  par  a,  ù,c,... 
les  racines  de  P(^)  =  o,  j'emploie  la  relation 


R(£) 
l>{x) 


on  en  conclut  que 

R{a)=- 


(i--«^)P'(«) 


.L4  (i  — a2jP'2(rt)(a-  — o)' 


{i-b^)P'(ù)' 


de  sorte  qu'en  substituant  dans  i^{x)  les  racines  consécutives  a 
et  b,  on  a  des  résultats  de  signes  contraires,  etc. 

Permettez-moi  maintenant  de  vous  conter  ma  façon  de  traiter 
cette  équation  pour  obtenir  dans  le  plan,  la  distribution  des  racines 
imaginaires.  J'avais  d'abord  considéré  celle-ci 


1  ,       X  A-l 

-  log 

2  X  —  I 


P(:r)-)-R(:r)  =  o, 


mais  j'essayerai  d'employer,  pour  le  second  cas,  la  même  méthode. 


Soit  =  e',  d'oi!i 


Je  pose 


e--h 


(e-+i)«P 


(e=+  I 


)"^(£ 


)=F(e=), 
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d'où  léquatlon  sous  fornu'  lioloinorplie 

f{z)  =  z¥{e^)^G{e^)  =  o 

[la  racine  c  =  o,  que  vous  avez  contestée  dans  le  premier  cas, 

se  trou\e  amenée  alors   par  le  facteur  (e" — i)"   dans  le  second 

terme];  elle  répond  à  x  infini. 

Soit  AA'BB'  un  rectangle,  dont  les  cotés  repi'ésenlés  comme  il 

suit 

BA,  z  =  iki--~t, 

B'A',         z  =  (ik  -^i)i--\-  t, 

t  croissant  de  —  a  à  -\-  a.  Puis 

AA',         z  =  ■i.kiT.  -\-  a  -}-  it, 
BB',         z  =  iki-  —  a  -r-  it, 

la  variable  croissant  de  zéro  à  2-.  Je  me  propose  d'obtenir  Tindice 


B' 

A' 

E 

i 

A 

0 

X 

àe  f{z)  lorsqu'on  décrit  le  contour  BAA'B'B;  et  je  fais  d'abord, 
pour  le  côté  BA,  /(z)  =r  P  -(-  /Q,  c'est-à-dire 

P  =  f  F(e')-+-G(e'),         Q  =  2/c-F(e'). 

Je  remarque  qu'en  passant  à  B'A',  il  suffira  de  changer  A"  en  A"+  1  ; 
j'amai  par  conséquent  le  même  indice  pour  A"  =  rb  i ,  db  2,  .  .  .;  les 
côtés  en  question  étant  décrits  en  sens  contraire  lun  de  l'autre,  la 
somme  des  indices  est  nulle. 

Considérons  AA',  on  a  alors 

P  -4-  iQ  =  {-ikir.  -h  a  -i-  il)  F(e«+'')  +  G{e«+'t). 
Cela  étant,  je  suppose  que  a  soit  très  grand;  si  l'on  suppose 

F(e')  =  Ae'"  +  ..., 


LETTRE  262.  71 

on  aura  sensiblement  P  +  ïQ  =  Art  e'^^"'^=:  Aa  e'^(cosnt  -^is'mt); 

rindice  relatif  à  AA'  se  réduit  à  celui  de  ^^ ->  fini  est  2/1,  en  fai- 

sant  croître  t  de  zéro  à  2  7r. 

A  l'égard  deBB',  il  suffit  de  prendre  le  ternie  constant  dans  F(e'), 
P  se  réduisant  alors  à  une  constante,  l'indice  est  nul.  Par  consé- 
<|iienl,  l'indice  relatif  au  contour  du  r(ut;inglc  est  2/î,  et  le  rrc- 
tiUîgle  contient  à  son  intérieur  n  racines  de  l'équation  pro|)os('e. 

Je  considérerai  ensuite  un  autre  rectangle  où  lîA  et  B'  V  coi- 
respondront  à  A'  =  —  i  et  A"  =  +  i  et  (jui  contiendra  à  son  inlérieui- 
l'axe  des  abscisses. 

Pour  les  côtés  V.V  et  BB',  le  calcul  de  l'indice  est  le  même  qiu; 


3/ 

E 

t- 

\' 

0 



X 

E 

i 

> 

\ 

précédemment,  mais  la  variable  t  doit  alors  parcourir  l'étendue  des 
valeurs  de  —  2Tt  à  271,  de  sorte  que  l'on  obtient  !\n  au  lieu  de  in. 
Pour  BA  et  B'V,  il  j  a  cette  différence  que  Q  change  de  signe 
en  passant  du  premier  côté  au  second,  de  sorte  qu'au  lieu  de  se 
détruire,  les  indices  s'ajoutent;  il  faut  donc  calculer  l'indice  relatif 
à  BA,  et  le  doubler.  La  valeur  g  =  —  2  /tx  +  ^  donne 


F(eO 


tV{e')  H-  G(e'/ 


que  je  représente  par  tp(/);  j'emploie  la  relation  de  Caucliy 


lcp(0-l-  I—  =  s, 


en  remarquant  f[ue  l'on  a 


?(0 
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je  vois  qu'aux  limites  t  =^  —  «,  t  =^-v-  a^  j'ai  les  signes  +  et  — , 
d'où  je  conclus  s  =  -(-  i . 
On  a  ensuite 

,     ,             .    ,  ,                 e'—\       ,  .    ,     G(e') 

mais    en   revenant   a    la    vanaijlc    x  ■=^  — :    la    quantité    „,   , 

e'-^\  1  t  (  e'  ) 

1      •           H  (  .r  )         , .  ,    .     p   .  ,  , 

(ievicnt  TT et  1  on  doil  laire  croître  x  de  —  x  a  +  ce. 

Cela  étant,  l'expression 
K(x } 


ï\{  X  )  ^  1 


{a){x  -a) 

montre  que  les  passages  par  rinfini  se  font  toujours  du  négatif  au 
positif:  l'indice  est  donc  — n  et  l'on  a  \-^[t)  ^=  n  -\-  i .  L'indice 
total  pour  le  second  rectangle  est  par  suite  2  (/i  +  i)  +  4  ai, 
et  nous  avons  à  son  intérieur  un  nombre  de  racines  égal 
à  3/1  H-  1 . 

Dans  le  cas  de  n  impair  on  constate  immédiatement  l'existence 
d'une  ou  d'un  nombre  impair  de  racines  sur  l'axe  des  ordonnées, 
enti'e  les  limites  (2/1 -|-i)~  et  (2/ -1-3  ) t.  Eirecti\ement  pour  :;  =  /!^ 
l'équation  f(^z)  =  o  prend  celte  forme 

/  r  y  y  ^ 

il  A  sin"-  —  A'cos-  -  sin"-2  -  -t- .  .  .  ) 
\  2  1  ■!  1 

X.  i  "^  X.  X.  ^' 

—  cos  -  (  B  sin"-i  -  -(-  B'cos-  -  sin"-^  ^  _i_. .  _  )  =  o. 

2  \  2  2  2  / 

Faites  la  substitution  X,^={^ik  -^  i)-  où  k  est  un  entier,  on  a  pour 
résultat  la  quantité  (2/.- +  1)7:  A( — i)*"  ou  (2A- -h  1)7^  A( — i)*  et 
en  changeant  k  en  A"  -h  i  •  un  résultat  de  signe  contraire. 

En  essayant  de  serrer  de  plus  ])rès  la  question,  jai  reconnu  que 

l'on  peut  tirer  parti  de  l'expression  II,,  =  7  ■"  ^'~'"  "~^  ;  elle  prouve 

en  effet  que  pour  a:  :=  o,  R„  est  positif  ou  négatif  suivant  que  n  ^  i 
ou  n  ^  —  1  mod4- 

En  vous  accusant  réception  des  pages  1 13  à  128  d'Halphen,  en 
vous   renouvelant,    mon  cher  ami,  l'assurance  de  mes  meilleurs 

sentiments. 
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263.  —  II ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  24  juillet  1890. 
Cher  Ami, 

Je  viens  de  lire  et  de  noter  trente  compositions,  c'est  ma  der- 
nière série  et,  après  l'examen  oral  de  demain,  je  serai  libre;  il  est 
temps;  je  ne  sais,  si  je  devais  encore  continuer,  ce  que  je  devien- 
drais. S'il  y  a,  comme  disent  les  zoologistes,  une  série  décroissante 
dans  l'échelle  des  êtres,  je  suis  arrivé  aux  derniers  échelons,  aux 
degrés  les  plus  infimes. 

Dans  l'espérance  que  vous  supportez  mieux  que  moi  le  fardeau, 
je  viens  requérir  de  vos  nouvelles  dont  je  suis  privé  depuis  un 
temps  infini.  Ma  conscience  me  reproche  de  ne  point  vous  avoir 
complimenté  comme  je  l'aurais  dû  sur  votre  découverte  de  l'expres- 
sion asjmptotique  de  Q"(.r);  je  suppose  que  vous  donnerez  dans 
les  Annales  de  Toulouse  vos  résultats  qui  intéresseront  vive- 
ment tous  ceux  qui  aiment  les  fonctions  sphériques. 

Je  pense  aussi  vous  envoyer  bientôt  les  miens  sur  les  racines  de 
la  fonction  de  seconde  espèce;  l'article  que  j'ai  écrit  sur  ce  sujet 
s'imprime  en  ce  moment  à  Prague,  pour  paraître  dans  un  mois, 
mais  auparavant  je  pourrai,  je  l'espère,  disposer  d'une  épreuve,  et 
je  vous  l'enverrai  aussitôt  que  possible.  Vous  seriez  bien  bon  et 
bien  aimable  de  la  lire,  afin  que  je  profite  des  remarques  que  v^ous 
me  feriez,  en  la  réimprimant,  et  surtout  pour  que  vous  me  sauviez 
des  erreurs  ou  des  inadvertances  qui  me  seront  échappées,  ce  qui 
m'arrive  trop  souvent.  Je  me  permets,  en  attendant,  de  vous  faire 
part  d'une  i^emarque  elliptique  qui  m'est  venue  tout  en  paressant 
et  rêvassant.  Considérez  l'expression 

UV"— n,U'V«-«-f-n2U"V«-2+...+  (— i)''U"V, 

où  U  et  V  sont  deux  fonctions  de  x,  U',  U",  .  . .,  V,  V",  . .  .,  leurs 
dérivées  successives.  Si  l'on  remplace  U  et  V  par  ae^-^U,  be'^^Y , 
rt  et  ^,  a  et  p  étant  des  constantes,  elle  se  reproduit  multipliée 
par  abe-'^-^.  Cela  étant,  je  suppose  U  =  ^{oc)^  V  =  H(.r)  et  je  la 
désigne  alors  par  n(.r);  il  en  résulte  que  n(.r)  satisfait  aux  con- 
ditions caractéristiques  du  j^roduit  0(;r)  H(.r)  lorsqu'on  change  x 
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en  j:  H-  2  K  cl  en  x  4-  a/K',  c'est-à-diic  (juc  l'on  a 

2/7t 

n (a-  +  -x (K')  =  -r- n(j- ) e  -r^'+'^'\ 
J'en  conclus 

n(\r)  =  A  e(:r)  \\{x)  -f-  A'ei(j7)  Hi(a-), 

A  et  A'  désignant  des  constantes.  Changeons  maintenant  x  en  —  :?*, 
il  est  clair  que,  pour  n  pair,  on  aura  II  [x)  ■=  A  %(^x)  II (x),  puis,  si 
Ton  suppose  n  impair, 

U{x)  =  .V^,{x)\U{x). 

Voici  donc  une  série  de  relations  dillereulielles  entre  les  trans- 
cendantes de  Jacobi  ou  jilutot  six  séries  dilTérenles,  en  prenant,  au 
lieu  de  &{x)  et  H(x),  deux  autres  quelconques  de  ces  quatre  trans- 
cendantes. On  peut  même,  en  admettant  que  n  soit  pair,  suj)- 
poser  U  =:  V;  soit,  par  exemple,  n  =  :>..  l'expression 

UV"-2U'V'-4-U"V 

devient  alors  la  quantité  bien  connue  et  déjà  employée 

UU"—  U'S 
ce  qui  donne 

0(r)  Q"{x)  —  e'2(>)  r^  A0'(.r)  -i-  BH2(j-). 

l^eut-être  que  ces  relations  s'appliqueraient  utilement  aux  fonc- 
tions A/(:f)  de  M.  Weierstrass,  peut-être  aussi  aux  0  et  aux  A/ 
à  plusieurs  variables,  mais  je  n  ai  point  le  courage  de  poursuiNic; 
je  serai  content  et  satisfait  si  j'obtiens  (juelques  mots  de  vous 
mappreuant  que  vous  allez  bien  malgré  les  maudits  examens. 

En  vous  renouvelant,  mon  cher  ami,  l'assurance  de  mes  meilleurs 
sentiments. 

264.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  .26  juillet  jSijo. 
Cher  Monsieir, 

C'est  moi  au  contraire  qui  me  reproche  de  ne  pas  encore  avoir 
répondu  à  la  lettre  où  vous  m'exposez  votre  analyse  concernant  la 
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fonclion  Q//(^)  ou  S,i{x).  Mais,  avaiil  de  répondre,  je  voudrais 
d'abord  nie  rendre  compte  de  ce  qu'on  peut  déduire  de  voire 
résultat  concernant  la  distribution  des  racines  de  Q«(x)  clans  le 
plan  des  x. 

Quoiqu'il  n'y  ait  là  certainement  qu'une  transformation  à  faire, 
je  ne  l'ai  pas  pu  faire  encore,  vous  voyez  par  là  que  j'ai  baissé 
beaucoup  et  certainement  je  suis  à  un  niveau  bien  inférieur  au 
votre,  car  j'avoue  que  je  n'ai  pas  le  coui^age  de  répondre  à  vos 
remarques  sur  les  fonctions  ©,  je  dois  vous  demander  de  m'accor- 
der  un  répit.  J'ai  rédigé  un  petit  Mémoire  sur  la  valeur  asjmpto- 
tique  de  P,,,  Q,,  ou  S„  pour  nos  Annales,  j'aurais  préféré  de  beau- 
coup le  garder  encore,  pour  profiter  des  remarques  de  M.  Beltrami, 
et  ajouter  ce  qui  a  traita  la  valeur  asymptoli(jue  d'autres  polynômes 
analogues  à  X„.  Mais  M.  Baillaud  me  pressait  beaucoup  et,  comme 
je  voyais  que  cela  pourrait  bien  nie  mener  assez  loin  et  prendre  (bi 
temps,  je  l'ai  donné  tel  quel. 

J'ai  encore  quatre  journées  d'examen  oral,  mais  jeudi  soirée  seia 
fini  et  je  pourrai  respirer  librement.  J'en  profiterai  pour  achever  le 
Halphen  oii  il  me  reste  peu  à  faire;  ensuite  j'aurai  une  autre  afTaii'c 
assez  grosse  et  également  pressée.  M.  Baillaud  voudrait  bien  metlrc 
au  programme  de  l'agrégation  l'année  prochaine  les  éléments  de  la 
théorie  des  nombres,  et,  comme  il  n'existe  pas  de  livre  en  français 
à  ce  sujet,  il  m'a  demandé  de  faire  quelque  chose  que  les  candidats 
pourraient  étudier. 

Je  donnerai  donc,  dans  nos  Annales,  un  article  nécessairement 
assez  étendu  et  avec  beaucoup  de  renseignements  bibliographiques. 
Pour  donner  une  utilité  plus  grande  il  faudra  certainement  aller 
plus  loin  que  ce  qu'on  demandera  aux  candidats  à  l'agrégation,  vi 
je  prévois  que  la  plus  grande  difficulté  sera  surtout  de  savoir  où 
s'arrêter  pour  avoir  un  ensemble  arrondi.  On  se  propose,  du  reste, 
de  mettre  l'année  prochaine  dans  le  programme  la  théorie  des  sub- 
stitutions, et  ce  qu'on  demande  cette  année  sera  une  étude  prépa- 
ratoire pour  cela. 

Je  crois  que  l'on  pourrait  demander  aux  candidats,  après  les  élé- 
ments, les  propriétés  générales  des  congruences,  etc.,  la  théorie 
des  résidus  des  puissances,  racines  primitives,  etc.  et  la  théorie  des 
résidus  quadratiques. 

La  notion  de  groupe  peut  s'introduire  aussi  en  parlant  des  rési- 
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dus  des  puissances;  il  est  vrai  que  Ton  considère  seulement  le  cas 
particulier  où  AB  =  B.V  toujours,  mais  ce  cas  particulier  est  inté- 
ressant et  se  présente  aussi  dans  la  composition  des  formes  qua- 
dratiques. 11  y  a  un  Mémoire  posthume  de  Gauss  sur  ce  sujet,  qui 
a  été  repris  depuis  peu  [)ar  d'autres.  Je  pense,  d'après  mon  esti- 
mation de  la  force  moyenne  des  candidats,  que  ce  serait  trop  que 
de  leur  demander  les  formes  quadratiques.  Mais  j'espère  bien  que 
vous  ne  me  refuserez  pas  vos  conseils  dont  je  tâcherai  de  profiter 
le  j)lus  possible. 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  très  dévoue. 


265.   —  HERMITE  yl  STIELTJES. 

Paris,  3i  août  1890. 
Mon  cher   Ami, 

J'arrive  de  Barèges  d'où  j'ai  été  chassé  par  le  mauvais  temps; 
presque  continuellement  de  la  pluie,  des  orages,  puis  de  la  neige 
pl  du  froid,  aussi  n'ai-je  guère  profité  des  eaux  si  ce  n'est  pour  me 
reposer  et  l'êver  à  loisir  sur  quelques  questions.  Encore  une  fois, 
je  suis  revenu  sur  cette  généralisation  de  la  théorie  des  fractions 
continues  algébriques,  théorie  que  vous  n'aimez  pas  moins  que 
moi,  qui  consiste  à  déterminer  trois  polynômes  de  degré  /?, 
A,  A',  A"  tels  qu'en  représentant  par  S,  S',  S"  des  séries  de  la 
forme  a  +  y.'x  -+-  a!' x--\-  . .  .,  on  satisfasse  à  la  relation 

(1)  S\  +  S'A'-f-S"A"=  S,a7^'î+2, 

S,  étant  encore  une  suite  telle  que  a,  +  a\  x  -{-  a.'\  x --{-... . 

J'ai  voulu  approfondir  davantage  la  question  des  relations  de 
récuiTence,  qui  m'avait  déjà  occupé,  si  vous  ^ous  en  souvenez.  En 
changeant  successivement  /i  en  /i  +  i ,  «  +  2,  /i  -h  3,  et  posant  les 
relations  semblables  à(i),  à  savoir 

(2)  SB  +  S'B'-+-S"B"=  S,:r3"+5, 

(3)  SG  +  S'G'-t-S"G"=  S3:r3"+8, 

(4)  SD  +  S'D'-4-S"D"=  Si.r3"+»', 

je  me  suis  proposé  la  recherche  des  quantités  a,  j3,  y,  qui  donnent 


les  égalités 
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D  =  Aa  -+-Bp  -t-Gy, 
D'  =  A'a  -f-B'p  4- C'y, 
D"=  A"aH-B"p  +  G"Y. 
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Si  l'on  résout  ces  trois  équations  jjar  rapport  à  a,  p,  y  on  Uoiive 
d'abord  en  posant,  afin  d'abréger, 


{.ryz)  = 


les  expressions  suivantes 

(BCD) 


y   y    y 


(CAD) 
(ABC)' 


(ABD) 

(ABC) 


Cela  étant,  j'ai  remarqué  que  les  relations  (i)  à  (4)  conduisent, 
comme  vous  allez  voir,  à  des  expressions  des  quatre  déterininanls 
qui  figurent  aux  numérateurs  et  au  dénominateur. 

Je  considère,  en  effet,  les  quatre  systèmes  de  trois  équations 
en  S,  S',  S"  que  l'on  obtient  en  faisant  successivement  abstraction 
des  équations  (i),  (2),  (3)  et  (4). 

Du  premier,  par  exemple,  on  tire,  si  l'on  écrit,  pour  un  moincnt, 
(jry')  =  xy'  —  ya/^  ces  valeurs 

(BGD)S  =(G'D")S2a^3«+5+(D'B")S3^3«+84_(B'G")Sva73''+'S 
(BCD)S'  =  (G"D)S2^3«+5  +(D"B)S3:p3«+8  ^  (B"C)Si.r3"+ii, 
(BGD)S"=  (CD')S2:rî"+s   +  (OB') 83373"+»  -i-  (BG')Si;r3«+ii. 

On  a  ensuite,  en  se  bornant  à  une  seule  égalité,  celle  qui  donne  S, 

(CAD)S  =  (C'D")S,^3«+2^_(D'A")S3^3«+8  4_(A'C")S4:F3«+n^ 
(ABD)S  =  (B'D")?i.r3"+2_<_(D'A")S2a;3«+5-+-(A'B")S4j;3"+>', 
(ABC)S  =  (B'C")S,a3'+2_,_(G'A")S,^-3«+5_^(A'B")S3J7î"+8^ 

et  voici  les  conséquences  immédiates  de  ces  formules. 

Nous  pouvons  admettre  que  les  séries  S,  S',  S"  ne  contiennent 
pas  à  la  fois  le  facteur  .r,  il  faut  donc  que  les  polynômes  en- 
fiers  (BCD),  (CAD),  (ABD)  et  (ABC)  satisfassent  à  ces  con- 
ditions 

{BCD)  =  ax^"+^,         (CAD)  =  6jr3«+2^ 

(ABDj  =  ca;3«+2,  (ABC)  =  dx^"+'-; 
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OÙ  a,  6,  c,  d  sont  également  entiers.  Or,  ils  sont  des  degrés  ^  n  -\-  6, 
3/«  +  5,  3/?  +  4.  3/1  +  3,  par  conséquent  a,  b,  c,  d  sont  respec- 
tivement des  degrés  i,  3,  3,  1  et  les  relations  de  récurrence  se 
Irouvent  de  la  forme  suivante  : 

Dd  =  \ox^  -,-  Bù  -hCc, 
D'd  =  Vax^  -+-  B'6  -r-C'c, 
D"d  =  \"a.r^-r-  B"  b  -h  Ce. 

Je  pense  qu'il  ne  peut  plus  exister  de  doute,  d'après  ce  résultai, 
et  qu'il  faut  absolument  renoncer  à  l'analogie  si  tentante  qu'elle 
puisse  paraître  avec  la  théorie  des  fractions  continues  ;  mais  qu'il 
serait  intéressant  d'étudier  ces  relations  de  nouvelle  forme  !  On  voit 
facilement  que  a  et  d  marchent  ensemble,  et  que  l'on  a 

r/  =  (P.'(;"—  B"C')^', 

en  n'emplojanl  que  les  deux  premiers  termes  du  développement 
du  second  membre,  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  va- 
liable,  etc.  Je  ne  puis  plus  me  rappeler  bien  exactement  de  quelle 
manière  erronée  et  en  me  trompant  grandement,  j'avais  diV  arriver 
à  une  conclusion  contraire:  si  ce  n'est  pas  abuser  de  votre  bonté, 
cl  <pie  vous  aA'ez  conservé  ce  que  je  vous  ai  écrit  là-dessus,  je  vous 
serai  bien  reconnaissant  de  me  donner  ou  ma  lettre  ou  une  copie 
de  mes  calculs,  afin  que  j  aie  la  satisfaction  de  retrouver  ce  qui  a 
été  la  cause  de  mon  aberration. 

J'avais  espéré  recevoir  de  Prague  les  épreuves  de  mon  article 
sur  les  racines  de  la  fonction  Q"(:r),  on  ne  me  les  envoie  point; 
j  ai  quelque  lieu  de  croire  que  le  retard  tient  à  ce  motif  qu'on  a  pré- 
féré le  faire  par.u'trc  dans  les  Hfénioires  de  la  Société  des  Sciences, 
au  lieu  de  le  j)ublier  comme  je  l'avais  demandé  dans  le  Bulletin 
mensuel;  en  tout  cas  je  compte  sur  rhosj)italité  des  Annales  de 
Toulouse. 


En  vous  renouselanl,  mou  cher  auii,  mes  sentiments  de  l'alVec- 
tion  la  plus  dévouée. 
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266.  —  STIELTJES  A   IIERMITE. 

Toulouse,  2  septembre  1890. 
CiiEu  Monsieur, 

Mille  remerciements  pour  votre  bonne  lettre;  vous  trouverez 
ci-joint  une  copie  des  passages  essentiels  de  vos  lettres  du  2- 
cl  28  mars  dernier.  Au  lieu  de  chercher,  comme  vous  le  faites 
maintenant,  les  relations  récurrentes  entre  les  A,  B,  C,  D,  vous 
cherchiez  alors  directement  une  relation  entre  les  séries  S,,  S^, 
^3)  Si  (S,  S',  S",  S'"  dans  l'ancienne  notation).  lndéj)endammenl 
de  vos  propres  objections  contre  votre  calcul,  ce  procédé  me  semble 
défectueux  ou  au  moins  incomplet,  car  rien  ne  prou\e  qu'en  déter- 
minant^, /,  //',  A"  dans  votre  équation 

a;-3S"'=  ^S"h-  /Si-f-  /<"S'+  /»"S, 
on  ol)ticnt  le  même  S'"  qui  figure  dan^ 

UA„+3-+-VB„+J^-WC„+3-^■■^"+"S■". 

Quoi  qu'il  en  soit,  et  d'après  votre  i-echerche  plus  approfondie 
a  tuclle,  la  question  semble  bien  tranchée  maintenant. 

Je  me  suis  fatigué  beaucoup  en  voulant  travailler  furieusement 
ail  commencement  du  mois  d'août,  l'époque  des  grandes  chaleurs 
Ici.  Pour  me  remettre  un  peu,  j'ai  accepté  l'invitation  de  M.  Ball- 
laud  de  l'accompagner  dans  son  voyage  d'inspection  annuelle  au 
Pic  du  Midi.  Cette  petite  excursion  de  trois  ou  quatre  jours  m'a 
fait  beaucoup  de  Jiien;  c'est  mercredi  dernier  2^  août  que  nous 
souunes  descendus  du  Pic,  le  matin,  arrivant  à  Barèges  vers  9''  où 
j'ai  pris  la  diligence  pour  Pierrefitte.  Je  ne  me  doutais  pas  que  vous 
étiez  si  près. 

M.  Baillaud  m'a  dit  que  M.  Molk  fera  un  article  dans  le  BuUeliii 
de  Darboux  où  il  exposera  la  démonstralion  de  M.  Weierslrass  de 
la  transcendance  de  71  et  de  e.  Tout  en  admirant  beaucoup  cette 
démonstration,  je  regrette  que  ce  qui  a  été  votre  point  de  départ, 
l'approximation  de  plusieurs  quantités  par  des  fractions  de  même 
dénominateur,  s'y  trouve  j)resque  effacé,  et  il  me  semble  qu'il  y 
aurait  grand  intérêt  à  meltre  bien  en  vue  ce  point,  cai-  enfin,  sans 


8o 
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cette  idée  mère,  on  ne  serait  jamais  arrivé  au  but,  je  ci'ois.  La 
Commission  de  l'agrégation  n'a  pas  voulu  mordre  à  l'Arillunélique 
cette  année,  je  ferai  cependant  mon  article  bibliographique,  ce  qui 
pourra  toujours  aider  à  le  faire  mettre  sur  le  programme  une  autre 
année.  Nous  n'avons  ici  ni  les  Mémoire!;  ni  le  Bulletin  mensuel 
de  Prague  et,  sans  aucun  doute,  nous  sommes  dans  le  même  cas 
(jue  beaucoup  d'autres.  Gela  me  rappelle  que  j'ai  toujours  regretté 
que  M.  Poincai'é  ait  publié  quelques-uns  de  ses  premiers  travaux 
dans  une  publication  de  Finlande  {\es  Acta  de  Helsingfors?)  où 
ils  sont  restés  inaccessibles  pour  moi  et  pour  bien  d'autres  sans 
doute. 

Veuillez  bien  accepter,  cher  Monsieur,  la  nouvelle  assurance  de 
mon  dévouement  bien  sincère. 


267.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 


M 


Vaiiiios  (  .MoiliiliMii  ),   iS  seplciiilirc  iSjjO. 


OJV    CHI  R 


lMI, 


Je  vous  envoie  pour  les  Annales  de  Toulouse  une  épreuve  d<' 
mon  article  sur  Q"(-^)  que  j'ai  demandée  à  Prague  et  qui  vient  tie 
marrivcr.  Permettez-moi  de  vous  prier  de  me  lire  afin  de  profiter 
de  NOS  remarques:  en  attendant,  j'en  ferai  une  qui  n'est  pas  à  mon 


avantage  et  (pii  vous  montrera  que  j'ai  seulement  effleuré  la  ques- 
tion. J'ai  cherché,  comme  vous  vouliez,  je  crois,  le  faire,  la  distri- 
bution sur  le  plan  des  jr,  des  racines  de  Q"(j:j  =  o,  qui  correspond 
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à  la  (lisliil)iilioii  sur  le  plan  des  z,  de  la  transfox^mée  oblenue  par 
ma  subsliliilioii 


—  =  g' 


Soit  pour  cela  z~  la-h  t,  en  désignant  par  a  une  constante 
réelle,  on  aura,  si  l'on  remplace  x  par  x  -\-  iy,  les  deux  relations 

=  gia+t  -L —  Q-ia+t 

X  -+-  iy  —  i  X  —  iy  —  \ 

En  éliminant  ^,  il  vient  donc 

(.r -f- 1 V -M)(a:  —  ly  —  \)  .   . 

{x  —  iy-\-\)l^x-^iy  —  \) 

c'est-à-dire 

^2  -I-  ^2  _|_  <)y  cot  a  =  I . 

Prenez  sur  l'axe  des  ordonnées  un  point  M,  tel  que  0M  =  —  cota 
puis  sur  l'axe  des  abscisses  OA=OA'=i,  on  obtient  ainsi  des 
circonférences  dont  le  centre  est  en  M  et  qui  passent  par  les  points  A 
et  A'. 

Le  malheur  veut  qu'en  faisant  varier  a  de  zéro  à  ir,  ces  circon- 
férences couvrent  le  plan  tout  entier;  on  reproduit  donc  une  infi- 
nité de  fois  tout  le  plan  en  considérant  la  série  des  intervalles 
compris  entre  deux  multiples  consécutifs  de  tt,  et  j'ai  dû  recon- 
naître avec  beaucoup  de  tristesse  que  ma  méthode  était  absolument 
insuffisante  pour  conduire  à  une  distribution,  sur  le  plan  des  x^ 
des  racines  de  l'équation  considérée;  sic  périt  labor  irritas  anni. 

Je  m'occupe  de  revoir  mon  cours  lithographie  pour  une  nouvelle 
édition,  et  j'ai  voulu  traiter  avec  un  peu  plus  de  soin  de  la  trans- 
formation, en  me  mettant  à  ce  point  de  vue  de  déterminer  sn  ( -^  ,  /) 
par  sn(x.  A),  en  se  donnant  les  conditions 

VT  =  «L  -(-  ibh',  -zrr-  =  cL  -}-  idL'. 

M  M  ' 

«,  6,  c,  d  étant  des  entiers  tels  que  ad  —  bc=^  n,  où  n  est  supposé 
impair. 

11  m'a  d'abord  paru  plus  commode  pour  le  calcul  d'envisager 
II.  6 
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l'inverse  ^ r-  dont  les  pôles  sont  donnés  en  posant 


sn(^.  / 


^  =  .(aL4-.-?L'), 


où  a  et  p  sont  des  entiers  arbitraires.  11  vient  ensuite,  en  introdui- 
sant R  et  K', 

cxd  —  3c)K-f-  t(a3  —  boL)K' 

X  =  i — ' 

n 

puis,  sous  une  forme  simplifiée, 

X  =  T. > 

n 

où  ^  et  i'  remplaçant  a  et  |^  sont  des  entiers  arbitraires,  p  e\.  q  sont 
tels  que/j^  =  /ietron  peut  supposer /'<  7.  Cela  posé,  je  remarque 
que,  dans  le  cas  de  /)  =:  i ,  on  a 

.  q  =  n; 
les  pôles  sont  donc  représentés  par  la  formule 

X  =  ■}.i 

n 

«;t,  pareillement,  pour  g  =z  1,  p  =  n,  on  obtient,  à  cause  de  /■  =  o, 

X  =  21*  —  • 
n 

Ce  sont  les  formes  qui  figurent  dans  les  Fundamenta;  elles  se 
trouvent  comme  il  suit  dans  tous  les  cas  où  p  e{  q  n'ont  pas  de 
facteur  commun. 

Soit,  en  effet,  l  =  t-^qt',  l'=  at -\- {bp  —  r)t',  a  et  b  étant 
des  entiers  déterminés  par  la  condition 

r  -^  aq  —  bp  =  \ 

(jui  est  possible,  p  Q\-  q  étant  supposés  premiers.  Le  déterminant 
relatif  aux  deux  équations  en  /  et  /  est  bp  —  /•  —  aq^  c'est-à-dire 
Tunité,  de  sorte  que  les  nouvelles  indéterminées  sont  des  nombres 
entiers  comme  les  premières  Ç  et  ^'.  Cela  étant,  on  trouve 

r\-^  q\' =  {aq -^  r)t -.- nbt' 
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el,  par  conséquent, 

pjK-h  i{rl  -1-  y  ;'  ;  K'  _     /?K  +  i{aq  -+-  /•;  K' 

—  t y 

n  n 

sauf  les  multiples  des  périodes. 

Quel  dommage,  mon  cher  ami,  que  nous  n'ayons  pas  pu  nous 
voir  el  causer  à  Barèges!  En  attendant  une  autre  occasion,  je  vous 
prie  de  me  croire  toujours  voli'e  bien  airectueusement  dévoué. 

268.  -  STIELTJES  A  HERMITE. 


Cher  Monsieur, 


Toulouse,  21  septembre  1890. 


J'ai  lu  avec  attention  l'épreuve  que  vous  avez  eu  la  honte  de 
m'envojer,  mais  je  n'ai  point  de  remarques  à  faire.  (11  y  a  peut- 
être,  page  ^,  ligne  12  en  descendant,  une  légère  incorrection  de 
langage  :  la  droite  z -=:■  iii -\- t  au  lieu  de  la  droite  ;;  =  tt,  mais 


Plan  des  x. 


Plan  des 


cela  n'a  aucune  importance.)  Lorsque  vous  m'avez  écrit  la  pre- 
mière fois  sur  celte  question  j'avais  comme  un  pressenlimenl 
que,  pour  savoir  quelque  chose  sur  la  distribution  des  racines  de 
Q«(^)  1=  o  dans  le  plan  des  x,  il  faudrait  considérer  sur  le  plan 
des  z  des  portions  plus  petites  que  les  bandes  de  z^  kTii-{-  t 
■d  z  =  (A*  +  i)TCf  +  /,  mais  je  n'y  voyais  pas  bien  clair  et  c'était 
dans  les  examens  du  baccalauréat.  ,    . 


84  CORRESPONDANCE    D  HERJJITE    ET    DE    STIELTJES. 

sidère  la  partie  du  plan  des  x  comprise  entre  deux  cercles  autour 
de  l'origine  comme  centre  avec  les  rayons  R  (très  grand)  et  i  +  s 
(s  positif  très  petit),  il  est  clair  cpie  le  premier  cercle  correspond 
dans  le  plan  des  z  à  un  cercle  de  rayon  très  petit  ^  autour  de  l'ori- 

«ine  et  décrit  en  sens  inverse.  Quant  au  second  cercle  (  '  ),  décrit  en 
sens  inverse  (de  manière  à  avoir  toujours  à  gauche  l'aire  A  comme 
le  fait  M.  Neumann),  je  trouve  qu'il  correspond  à  la  courbe  e'f  g' 
comprise  entre  les  parallèles  z  =  -i  -\-  t^  z  =  —  -  i-h  t. 


'^'     c 

+? 

e' 

.r 

0 

~i 

y 

A  la  limite,  lorscjue  £  est  infiniment  petit,  celte  courbe  e'f  g'  se 
confond  avec  l'ensemble  de  deux  droites  parallèles  à  l'axe  des  x 
de  part  et  d'autre  à  la  distance  -• 

En  effet,  la  partie  imaginaire  de 

z  =  log 

:r  —  I 

est  donnée  par  la  différence  des  angles  (^  + 1 X)  —  (x  —  iX)  =  y.  —  ^3 


(ou  mieux  avec  le  signe  ^  —  a),  c'est-à-dire  par  l'angle  y  (avec  le 


(')  Foj>  la  figure  p.  83. 
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signe  — ).  Lorsque  x  est  en  A,   z  esl  réel  très  grand;  mais,   dès 
que  X  se  meut  sur  le  cercle  vers  x,  la  partie  imaginaire  de  z  croît 

rapidement  vers  -  pour  rester  ensuite  sensiblement  constante  et 

ne  décroître  brusquement  vers  o,  que  lorsque  x  s'approche  de  B 

où  :;  est  très  grand  négatif;  à  l'arc  ACB  correspond  ainsi  A'G'B'. 

Il  résulte  de  cela  qu'il  faudrait  a\oir  les  racines  de  votre  fonc- 

\\ç»n  fi^z)  dans  l'espace  compris  entre  les  deux  droites  s  =  -«'+/, 


z^  —  ^  i  -\-  l,  en  excluant  l'origine  par  un  petit  contour 


B' 


Je  vous  envoie  en  même  temps  deux  feuilles  d'Halphen;  j'ai 
été  assez  contrarié  dans  la  confection,  parce  que  le  Volume  de 
Liouville  où  se  trouve  le  Mémoire  sur  la  multiplication  par  \J —  2.3 
est  en  ce  moment  chez  le  relieur.  Mais  j'ai  fait  ce  que  j'ai  pu.  Je 
réfléchirai  sur  ce  que  vous  m'écrivez  sur  la  transformation;  je  me 
suis  embarqué  dans  une  grosse  afi'aire  avec  mon  article  sur  la 
Théorie  des  nombres,  et  à  cet  égard  permettez-moi  quelques 
remarques  d'un  caractère  très  élémentaire  et  qui  ont  besoin  de 
toute  votre  indulgence. 

Pour  montrer  qu'il  j  a  une  infinité  de  nombres  premiers,  il  faut 
faire  voir  que  l'expression 


(0 


2«.3l3.5y.../^>-         (a,  !3,Y,  ...,X  =  0,  I,  2,  ...,3o) 


ne  peut  pas  représenter  tous  les  nombres  entiers.  Or,  cela  résulte 
de  ce  que  la  somme 


'-2^-3 
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a  une  \a\eur  Ji nie  tandis  qu'on  sait  que  la  somme 


I        I 

â  "^  3 


a  une  valeur  infinie.  On  ne  peut  se  refuser  d'admettre  après  celte 
remarque,  quà  la  longue  les  nombres  qui  sont  compris  dans  la 
forme  (i)  deviennent  injininient  rares  dans  la  suite  i,  2,  3,  ...,00. 
En  principe  je  vous  accorde  qu'il  n'y  a  rien  de  nouveau  dans  ce 
genre  de  démonstration,  mais  je  crois  que  c'est  là  la  forme  la  plus 
simple  qu'on  peut  donner  à  ce  genre  de  démonstration.  Et  voici 
surtout  un  fait  qui  a  peut-être  son  importance  :  \  étant  un  nombre 
donné,  il  est  facile  de  déterminer  n  par  cette  condition  cpie 


h.  .  .H >  A. 

■;•.  n 


Si  je  prends  alors  pour  A  le  nombre -■<  on  sera 


•V        V        P/ 

sûr  c{ue  tous  les  nombres  i,  2,  ...,/?  ne  sont  pas  de  la  forme  (i) 
et  qu'il  existe  ainsi  certainement  un  nombre  premier  plus  grand 
que/?  ci  plus  petit  que  n.  On  a  donné  ainsi  une  forme  à  peu  près 
|)urement  aritbmélique  à  la  démonstration  en  la  complétant  aussi 
par  l'indication  de  cette  limite  précise  n.  Le  raisonnement  classique 
d'Euclide  donne  de  même  une  limitation  précise,  il  y  a  au  moins 
un  nombre  premier  entre  p  et  2.3.5 />  +  i  (incl.). 

J'avoue  que  cela  me  donne  l'espoir  qu'un  jour  (que  je  ne  verrai 
pas)  on  mettra  la  démonstration  de  Diricidet  sur  l'infinité  des 
nombres  premiers  dans  la  forme  a  k  +  b  sous  une  forme  arithmé- 
tique avec  l'indication  précise  qu'on  aura  au  moins  un  nombre 
])remier  pour  lequel  k  est  inférieur  à  un  certain  nombre. 

La   méthode   de  démonstration  d'Euclide  n'est  pas  tout  à  fait 

stérile  pour  les  nombres  premiers  compris   dans  certaines  séries 

arithmétiques.  Soient 

'5,     7,     II,     ....    /> 

les  nombres  premiers  de  forme  ^n  —  i  qui  ne  surpassent  pas  />, 
A  le  produit  d'un  nombre  impair  d'entre  eux,  B  le  produit  des 
autres,  alors  A -f- 4  B  est  de  la  forme  ^n  —  i  et  admet  ainsi  au 
moins  un  facteur  premier  de  cette  forme  qui  évidemment  doit  être 
plus  grand  que  p.  De  même  pour  la  forme  6/?  —  1 . 


LETTRE   269.  87 

Soient  encore 

5,    ri,    17,    ...,    p 

les  nombres  premiers  de  forme  /|/j  +  i  qui  ne  surpassent  pas  /?, 
A  le  produit  d'un  nombre  quelconque  d'entre  eux,  B  le  produit 
des  autres,   alors  les  facteurs  premiers  de  A'^+^B^  sont  tous  de 
forme  4  /'  +  '  ?  et  évidemment  plus  grands  que  p. 
De  même  pour  6/i  +  i  : 

7,     i3,     Kj,    :5i,     /), 

les  diviseurs  premiers  de  A^  4-  laB'^  sont  tous  de  la  forme  Cn  +  i, 
et  plus  grands  que  p. 

Mais  en  voilà  bien  assez  sur  ces  choses  élémentaires.  J'envoie 
cette  lettre  et  les  épreuves  directement  à  Vannes  en  ayant  soin 
de  les  recommander  pour  être  sur  qu'elles  ne  s'égarent  pas. 

Veuillez  bien  me  croire,  cher  Monsieur,  votre  très  dévoué. 


269.   -  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  22  septembre  1890. 
Monsieur, 

A  la  suite  de  ma  lettre  d'hier,  j'ai  réfléchi  encore  sur  la  fonction 

(I)  Q(^)=  ix„log  J^  -R„(^), 

ou  la  transformée  en  ;;.  Si  Ton  voulait  considérer  cette  fonc- 
tion seulement  pour  mod  jc  >>  i  et  chercher  avec  cette  restriction 
les  racines  qu'elle  peut  avoir,  il  faudrait  (qu'on  emploie  la  transfor- 
mation en  z  ou  non)  toujours  avoir  une  certaine  connaissance  de 
la  succession  des  valeurs  que  prend  Q(-^)  sur  le  cercle  modj:  =  i . 
En  effet,  le  théorème  de  Cauchj,  que  vous  avez  appliqué,  est 
identique,  au  fond,  avec  le  suivant  :  Si  une  fonction  f{x)  sans 
pôles  et  uniforme  admet  k  racines  à  V intérieur  d'un  con- 
tour C,  V argument  de  f{oc)  croit  de  ihiz  si  x  décrit  le  con- 
tour C  et  réciproquement.  Il  faut  donc  avoir  une  certaine 
connaissance  des  valeurs  que  prend  f{x)  sur  le  contour  et  en 
savoir  assez  pour  voir  combien  de  fois  le  point  qui  représente 
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f{oc)  lourne  auloiir  de  l'origine.  Or,  le  théorème  de  Cauchy 
peut-être  considéré  comme  indiquant  précisément  le  minimum  de 
ce  qu'on  doit  savoir  sur  la  marelic  de  f{x)  pour  en  pouvoir  con- 
clure le  nombre  A'  des  révolutions  autour  de  l'origine.  Malheureu- 
sement je  ne  vois  pas  de  formule  qui  puisse  donner  quelque 
indication  sur  la  marche  de  Q(^)  sur  le  cercle  modj;  =  i  ;  le  seul 
moyen  serait  de  supposer  Ji  très  grand  et  d'appliquer  alors  la  for- 
mule asymptotique  de  Q„(j?),  mais  j'ai  vu  qu'on  serait  conduit  de 
cette  façon  à  une  discussion  longue  et  fastidieuse  et  j'y  ai  renoncé 
d'autant  plus  que  les  résultats  resteraient  toujours  un  ])eu  problé- 
matiques. Trou\ant  barre  ce  chemin,  j'ai  cherché  un  autre  moyen 
et  je  crois  avoir  réussi  à  peu  près  de  la  manière  sui\ante. 

La  fonction  Q(^)  est  définie  d'abord  pour  modx  >■  i  par  (i)  ou 
bien  jiar  la  série 


c  =  . 


i.'5.5...(2rt-i-i) 


mais  elle  peut  être  continuée  aussi  pour  mod.y<;i.  Seulement, 
pour  avoir  une  fonction  uniforme,  j'applique  une  coupure  recti- 
ligne  de  —  i  à  +  i ,  le  logarithme  a  alors  un  sens  parfaitement 
défini  et,  comme  je  lai  remarqué  hier,  le  coefficient  de  i  dans 

log — ^^  est  simplement  égal  à  l'angle  y,  cet  angle  étant  pris  avec 

le  signe  —  lorsque  A' est  au-dessous  de  l'axe  réel  et  avec  le  signe  + 


^ 


•Y^' 


r>- 


lorsque  x  est  au-dessous  de  l'axe  réel.  Il  résulte  de  là  que,  lorsque  x 
est  réel  compris  entre  ±  i ,  on  a 

(3)  Q(a7)=:  ix„Iogi^-R„rp^iX„, 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  lorsqu'on  considère  x  comme  situé 
à  une  dislance  infiniment  petite  au-dessus  de  l'axe  réel;  la  fonc- 
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llOll 


I    V      1  I 

-\„log  — 


-R,,=  S(^) 


est  réelle;  on  ne  la  considère  que  tant  que  x  est  sur  la  coupure.  La 
fonction  Q(^)  ainsi  définie  est  uniforme,  continue,  elle  n'a  point 
de  pôles.  En  appliquant  donc  le  théorème  rappelé  plus  haut,  on 
voit  que  le  nombre  des  racines  de  Q(;r)  =  o  dans  l'espace  com- 
pris entre  les  contours  C  et  C  est  égal  à 

—  [var.  arg.  de  Q(a:)  sur  C  -)-  var.  arg.  de  Q(a:)  sur  C'J, 
les  contours  C  et  C  étant  parcourus  dans  le  sens  indiqué  par  les 


flèches.  C'est  cette  formule  que  je  vais  appliquer  en  supposant  que 

le  contour  C  s'éloigne  indéfiniment  et  que  le  contour  C  se  resserre 

indéfiniment  autour  de  la  coupure. 

Le  contour  C  ne  donne  aucune  difficulté,   car,  puisqu'on  a  sur 

ce  contour 

c 


Q(^) 


(1+0, 


où  mods  reste  aussi  petit  qu'on  voudra,  et  que  la  variation  de 
l'argument  d'un  produit  est  égale  à  la  somme  des  variations  des 
arguments  des  facteurs,  il  vient 


(4) 


var.  arg.  Q(:r)  =  —  •2Tr(/i-t-  i), 
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car 
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var.  arg.  (i  -f-  s)  =  o 


évidemment. 

Reste  à  considérer  le  contour  C  pour  lequel  j'adopte  à  la  limite 


-e=^ 


e—    -^^^ — ^ 


br:sc 


§0 


le  clieniin  abcb' a' cla  entourant  les  points  dz  i  j)ar  des  petits  cercles 
de  rayons  infiniment  petits. 

Je  dis  d'al)ord  (pie  sur  ces  petits  cercles  la  \aiialion  de  l'argu- 
ment de  Q(^)  est  infiniment  petite  et  négligeable.  En  efiet, 
pour  j"  =  I  4-  £e'\  on  a 

Q(:r)  =  -  X„  log  ''    ■    ; ^     -  R(:r) 

=  ix„  log(2  -+-  ee'Oj  -  R(r)  -H  ^X„  logf^)  -  (-^  \,Ai. 

Ici  X«  est  voisin  de  i ,  ri(^)  voisin  d'une  certaine  valeur  finie;  on 
voit  donc  que  la  partie  réelle  de  Qf^r)  est  constamment  infiniment 

grande  et  positive  à  cause  de  -  X«  log  ( -  )• 

Le  coefficient  de  i,  au  contraire,  est  très  petit  par  rapport  à  la 
partie  réelle,  donc  l'argument  est  constamment  voisin  de  zéro.  De 
même  pour  le  cercle  autour  de  —  i;  là,  la  partie  réelle  de  x  est 
très    grande    par  rapport  à  la   partie    imaginaire    et   a    le    signe 

Reste  à  considérer  le  double  chemin  de  a  vers  b  et  de  b'  vers  a' . 

Mais  je  dis  que 

vai'.  arg.  sur  ab  =  var.  arg.  sur  b' a' . 

En  effet,  lorsque  n  est  impair,  Q(^)  est  pair  et  l'on  retrouve  sur 
le  chemin  b' a'  \es  mêmes  valeurs  et  dans  le  même  ordre  que  sur  «6. 
Si/i  est  pair,  Q(^)  est  impair  et  la  chose  est  encore  évidente,  car 
la  variation  de  l'argument  d'un  point  jv  est  la  même  que  la  varia- 
tion de  l'argument  du  point  correspondant  — y\  caria  différence 
des  argumenls  est  constante  =  t:. 
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Il  .suffira  donc  de  considérer  le  clieinin  b' a'  où  Ton  a 

Q(rr)  =  S(^;  +  -  jX„=  -  X„  log  (  ^-^^)  -  U-i-  "^  /X„; 

il   faut  choisir,  en  effet,  dans  la  formule  (3)  le  sif^ne  inférieur, 
puisque  le  point  est  censé  être  à  une  distance   infiniment  petite 
au-dessous  de  la  coupure. 
On  a  donc 

P.R.Q(a'.)  -  S(:r)  =  ^X„log  ({^)  -  H, 

P.I.Q(^)  =  -aX„. 

2 

Soient  ^0  !>.Ti  !>.T'a>  •  •  ■  >JK«  les  racines  réelles  de  S(:c)=o, 
.r,  >■  j^a  >  •  •  •  >  -^w  les  racines  de  X„  =  o. 

Alors  en  6'  infiniment  voisin  de  +  i ,  S(:r)  est  positif  très  grand, 

landis  que  la  partie  imaginaire  de  Q(^)  est  à  peu  près  —  i.  L'argu- 
ment est  donc  infiniment  petit  positif  =  s.  l^orsque  x  va  versyoî  ^'<^ 


^2 


Vi    Vo  v 


partie  réelle   et  la  partie  imaginaire  décroissent   simultanément, 

en  j'o,    S(a:)  =  o,    X«(a:)^o,    donc    là,    l'argument   est   = -• 

Lorsque  x  va  de  Jq  versjKn  1^  partie  réelle  part  de  o,  prend  des 
valeurs  négatives  et  revient  à  zéro,  tandis  que  le  coefficient  de  i 
s'annule  une  seule  fois;  l'argument  croît  donc  de  t:. 

Il  est  facile  de  continuer  ce  raisonnement;  la  figure  montred'une 


manière  sommaire    la    courbe    décrite    par    le    point    qui   repré- 
sente Q(a7). 
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On  rcconuaîl  ([iie  rargumeiit  de  Q^{.x)  suhil 

Entre  b'       et    )-o   im  accrobscmcnl  =  - 

»       yo       et    )-|  »  =  7i 

»  J'i  et   J-2  »  =    - 


»         J'n-i  Cl  J-a  »  =  - 

,  TI 

»       >',i      et  a  »  =  - 

•2 

L'accroissement  total  de  l'argument  est  donc  r=  (/?-{- 1)- 
siir  6'a',  donc  sur  la  courbe  C  cet  accroissement  est 

(5^  -4- 2  7r(/i -H  r). 

Or,  sur  la  courbe  C  nous  avons  trouvé 

(form.  4)  — ■?.-::(  n -h  i). 

Donc  la  fonction  Q(-c)  telle  que  nous  l'avons  définie  n'a  point 
de  zéros. 

[Remarque.  —  Dans  le  calcul  de  la  variation  de  l'argument 
sur  G'  j'ai  négligé  certaines  quantités  très  petites  mais  le  ré- 
sultat 27î(/i  +  i)  doit  être  rigoureusement  exact,  car  on  sait 
d'avance  que  la  variation  doit  être  un  multiple  exact  de  a::,  à  cause 
de  l'uniformité  de  la  fonction.] 

Il  me  semble  que  le  raisonnement  précédent  est  bien  exact, 
mais  je  \ous  avoue  que  je  ne  vois  pas  clairement  comment  ce 
résultat  peut  s'accorder  au  vôtre  (qne  je  tiens  aussi  pour  hors  de 


doute).  Comme  je  l'ai  dit,  l'extérieur  du  cercle  mod.2'  :=  i  corres- 

|)ond  sur  le  plan  des  z  avec  la  bande  comprise  entre  zh  ^  i  -{-  t  en 

exceptant  l'origine  par  un  petit  cercle.  Si  l'on  pénètre  maintenant 
dans  le  cercle  mod^r  =i   sans  franchir  la  coupure,  le  domaine  z 
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dél)ortlc  aussi  sur  les  droites  ±  ^  i-h  t;  mais  sans  jamais  atteindre 
les  droites  ±  Tzi -{-  t,  car  le  coefficient  de  /  dans 


loa )        X  —  ~ 


reste  inférieur  à  r.  La  partie  réelle  de  z  qui  est  le  logarithme  du 
rapport  PA  :  PB  peut  avoir  une  valeur  (piclcourpie. 

Le  domaine  de  x  que  j\d  considéré  correspond  donc  sur  le 
plan  des  z  avec  la  bande  comprise  entre  ±71/+^  excepté 
V origine.  Or,  dans  cette  bande,  vous  avez  2/1-h  i  racines;  il  est 
vrai  que    vous   avez  multiplié  par  (e^ —  i)".   Quoique  j'aie   bien 


regardé,  je  dois  avouer  à  ma  honte  que  je  n'ai  pas  réussi  à  dé- 
brouiller cette  affaire,  j'y  réfléchirai  encore,  mais  peut-être  vous 
serez  plus  heureux  que  moi  à  découvrir  l'explication. 

Veuillez  bien  accepter,  cher  Monsieur,  la  nouvelle  assurance 
de  mon  dévouement  sincère. 


270.  —  STIELTJES  A  IJERMITE. 

Toulouse,  22  septembre  1890. 
Cher  Monsieur, 

Permettez-moi  d'ajouter  encore  quelques  mots  à  ma  dernière 
lettre,  car  je  viens  de  reconnaître  que  nos  résultats,  loin  d'être 
contradictoires,  sont  concordants  et  qu'il  est  facile  de  passer  de 
votre  résultat  au  mien  et  réciproquement. 

Q(:r)  =  iF(:r)log^-R(:r)  =  G(^-H...), 
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Je  remarque  d'abord  que 


donc   l'équation   Q 


=  o    admet    /i  +  i   racines  nulles    et 


y(;;)  =  G  admet  donc  2/i  -\-  i  racines  nulles. 

Or,   vous   démontrez  que  l'équation /"(c)  :=  o    admet    exacte- 
ment 2/i  +  I  racines  dans  la  bande  comprise  entre  les  droites 

5=dzz<'-i-f  (  t  de  —  tcà-j-  x). 

Donc   dans  cette   bande   /[z)  =z  o   na  pas  d'aufres   racines 
(lue  z  :=  o. 

Or,  c'est  là  au  fond  mon  résultat,   car  mon  domaine   V  corres- 


pond exactement  à  votre  bande,  excepté  un  petit  contour  envelop- 
pant l'origine  et  qui  se  rétrécit  indéfiniment  lorsque  le  contour  C 
s'éloigne  à  l'infini.  Il  va  sans  dire  que  lorsque  j'ai  dit  que  Q(a*)  =  o 
n'a  point  de  racine,  j'ai  considéré  uniquement  les  valeurs  finies; 
on  peut  considérer  /i  =  do  comme  une  i-acine  multiple  d'ordre  n-\- 1 . 
Au  fond,  ma  méthode  ne  doit  pas  différer  beaucoup  de  la  votre, 
mais  je  suis  extrêmement  heureux  de  reconnaître  la  concordance 
de  nos  résultats. 

A^otre  bien  dévoué. 
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271.    -  Il  ERMITE  A  STIELTJES. 

Vannes  (Morbihan),  25  septembre  i8<jo. 
Mon   cher   Ami, 

L'appllcalioii  (|ue  vous  \eiiez  de  me  communiquer  du  ihéurèmc 
de  Gauclij  (|ui  donne  le  nombre  des  racines  Aq  f[z)  =  o  dans  un 
contour  fermé  au  moyen  de  la  variation  de  l'argument  de /(^z), 
lorsque  z  décrit  ce  contour  en  entier  dans  le  sens  direct,  est 
entièrement  nouvelle  et  extrêmement  intéressante.  Votre  analyse 
ouvre  une  voie,  vos  méthodes  pourront  être  employées  dans 
d'autres  cas,  et  il  me  semble  bien  désirable  que  vous  publiiez  ce 
que  vous  m'avez  écrit. 

Bien  (jue  sous  des  formes  différentes  nous  ayons  fait  la  même 
chose,  le  théorème  de  Cauchy  est  si  important  et,  d'autre  part,  il 
a  été  si  peu  employé,  qu'il  ne  serait  pas  inutile  de  le  rappeler  au 
souvenir  et  de  le  mettre  en  lumière.  On  se  contente  de  l'admirer 
et  on  le  néglige;  probitas  laudaLur  et  alget;  nos  deux  articles, 
si  vous  voulez  répondre  à  mon  désir  et  nous  associer,  pourraient 
engager  les  amis  des  fonctions  sphériques  à  joindre  leurs  eflorts 
aux  nôtres  et  il  se  trouverait  peut-être  que  la  question  cpii  est 
entamée  fut  poussée  plus  avant.  Jamais,  je  dois  vous  le  dire,  je 
n'aurais  la  hardiesse  de  m'engager  dans  la  voie  difficile  dont  vous 
avez  surmonté  les  obstacles,  mais  je  voudrais  ne  pas  être  seul  à 
avoir  apprécié  votre  habileté  et  je  ne  doute  pas  que,  dans  d'autres 
circonstances,  on  puisse  imiter  et  employer  vos  procédés  pour 
d'autres  équations  transcendantes,  comme  il  s'en  offre  tant  dans  la 
Physique  mathématique. 

Permettez-moi  maintenant  une  remarque  au  sujet  delà  substi- 
tution x^  >  dans  la  théorie  des  fonctions   sphériques,  ou 

plutôt  .r  =  -cotî^,  en  posant  2:^2  iJ^.  L'équation 
devient  d'abord 
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raites  ensuile  y  =  -. — -i  el  vous  aurez  ce  résultai 


L'intégrale  complète  est  devenue  uniforme  el  holomorphe, 
l'équation  n"a  donc  que  des  points  singuliers  apparenls  donnés 
par  l'équation  sin^  =  o.  Les  solutions  peuvent  s'exprimer  sous 
cette  forme 

j  =  Ao  cos/2^  -H  Al  cos(«  —  9. )!:  +  Ao  cos(/i  —  4)!^-i--  •  -, 


j'i  =  ^Aocos«^  -+-  Al  cos(«  —  a)^^-...]  -H  Bo  sin/i^-H  Bi  siii(rt  —  '2)^-1-... 
et  l'on  a  pour  la  première 

y  =  Ao[cos/i^  -I-  n\  cos(«  —  2)^  -H. .  .-i-  nj,  cos(«  —  2/))^  H-. . .  ], 

n      n( Il  — ^  I )  T        1   •        •  I         \   >   r> 

/?,,   /«o,    ...    étant  —}   — 5    ••••   Je  n  ai  point  recherche  lio, 

'        -'  I  1.2  1 

B),  ...,  mais  la  seconde  solution  appelle  rattention  parce  cjue,  si 
l'on  développe  suivant  les  puissances  de  Sj  toutes  les  puissances 
avant  î^2rt+i  disparaissent.  Enfin  je  ne  puis  me  rendre  compte  de 
(juelle  manière  il  se  fait  que  l'on  ait 

i\n'i"ldl 

ri  -  "  ■ 


-/ 


y 


Quittant  l'Algèbre  pour  l'Arithmétique,  je  ne  suis  pas  plus 
habile  à  voir  pourquoi  dans  les  quantités  A-t-4B  et  A*4-4B- 
se  trouve  un  diviseur  premier  ^ — 1  ou  ^imod4  plus  grand 
que  p]  pourquoi  plus  grand? 

Mais  je  suis  trop  occupé  avec  la  transformation,  pour  réfléchir 
suffisamment  sur  ce  point. 

J'ai  envoyé  à  M.  Gauthier-Villars  les  épreuves  d'Halpiicn;  nous 
touchons,  je  pense,  à  la  fin  de  ce  travail  qui  vous  a  demandé  tant 
de  peine. 

En  vous  renouvelant,  mon  cher  ami,  l'assurance  de  toute  mon 
alTection. 


LETTRE    272.  g- 

272.  -  STIELTJES  A  II ERMITE. 

Toulouse,  27  septembre  1890. 
CnKii  Monsieur, 

J'ai  reconnu  depuis  qucKjUCS  jours  que  votre  travail  sur  réqua- 
lion  Q(.27)=i:o  donne  la  solution  complète  el  ma  méthode  est  ati 
fond  absolument  identique  à  la  vôtre  et  n'en  dillèrc  que  par  la 
forme. 

Vous  avez  remarqué  qu'en  posant 

,       a^  -I-  I 
log- — -  =  5, 


la  variable  x  repasse  une  infinité  de  fois  par  les  mêmes  valeurs 
lorsque  z  prend  toutes  les  valeurs  possibles,  mais  cette  circons- 
tance, loin  d'être  un  obstacle,  est  tout  à  fait  dans  la  nature  des 
choses  et  tient  à  la  non  uniformité  de  la  fonction 


^P«(:r)logY 


I  —  H", 


en  sorte  que  vous  avez  résolu  la  question  non  seulement  pour 
Téquation  Q(ji)  =  o  telle  que  je  l'ai  considérée  [Q(:r)  étant 
devenue  uniforme  à  l'aide  d'une  coupure],  mais  en  même  tenqis 
pour  toutes  les  branches  de  la  fonction  qui  sont  de  la  forme 

k  étant  un  entier.  Ce  sont  précisément  les  racines  que  vous  lrou\(z 
dans  les  bandes  entre  kizi-'r  t  et  (A  +  1)71^"+  t  qui  répondent  à 
ces  autres  branches  de  la  fonction. 

Je  m'étais  donc  trompé  complètement  sur  le  véritable  sens  de 
vos  résultats  et  j'en  fais  amende  honorable.  (N'ayant  plus  votre 
démonstration  sous  les  jeux,  seulement  l'énoncé  du  résultat  dans 

vos  lettres,  je  ne  suis  pas  bien  sûr  si  dans  la  bande  entre  ±71/-+- / 

vous  avez  compté  la  racine  o  avec  le  degré  de  multiplicité  mû 
convient;  cependant,  dans  vos  lettres,  je  trouve  l'énoncé  du  résultai 
exact,  in  -\-  \  racines  dans  cette  bande,  mais  ces  racines  sont  toutes 

NULLES.) 

Je  vais  énoncer  maintenant  ce  qu'enseigne  votre  résultat  sur  la 


CjH  CORRESPONDANCE    d'hERMITE    ET    DE    STIELTJES. 

(liàtribulion  des  racines  dans  le  plan  c/fs  x.  Je  désigne  d'abord 


|)arQ(^)  la  valeur  bien  (lfl«'i  iiiiuée  de  mes  lellres  précédenlcs.  Si 
bon  traverse  la  coupure  de  bas  en  baiil  une  scidc  fois,  on  obtient 
une  seconde  bande  i)(ûc)  -\-  -iV(ic),  car  la  fonction  Q(^)  elle- 
même,    telle   que  je    bai    définie,    présente   un    saut    brusque   de 

S(a:)-f-  -7:iP(x)  (bord  inférieur  de  la  coupure)  à  S(.r) —  --/P(.r) 

(bord  supérieur  de  la  cou[)ure).  tandis  que  les  valeurs  de  h  fonc- 
tion analytique  Q(a7)  présentent  une  svihe^^continue  de  valeurs, 
lùî  général,  lorsque,  partant  dune  valeur  x  avec  Q(a:),  on  francbit 
k  fois  la  coupure  de  bas  en  haut,  /  fois  en  sens  contraire,  on  arrive 

à  une  branche 

Q(>)  -+-  (/.—  h-iP(.r) 

et.  tant  (ju'on  ne  franchit  pas  de  nouveau  la  coupure,  on  a  une 
branche  artificiellemenl  uniforme  comme  Q(^t).  L'équatiou 

Q  (  .r  j  —  (/.•  —  l  )-iF  (.r  )  =  o 
a  maintenant,  tant  rpie /.  — /  nest  pas  nul.  loujoiiis  /i  racines,  et 


racine  x"^ 


ces  racine-^  sont  situées  au-dessous  de  l'axe  réel  lorsque  /•  —  /  est 
positif,  au'dessus  lors(|uc  /."  —  /  est  négatif.    Vin>i.  eu  parlant  de 
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()(j7)  pour  iitleiiKlic  une  racine  de  i){.r)  -^  ru  l*(.r)  =  *>,  on  doii 
d'abord  franchir  la  coupure  de  bas  en  haut  pour  arriver  à  la  branche 
Q(x)  +  TziPÇx)  et  ensuite  aboutir  [sans  franchir  de  nouveau  la 
coupure,  ce  qui  ramènerait  à  Q(^)]  à  un  ({uelconque  des  n  points 
situés  au-dessous  de  l'axe  réel. 

Lorsque  k — l  =  o,  Q(:r)  =  o  n'a  point  de  racine,  comme  y. 
l'ai  dit  déjà.  Dans  le  cas  k —  /=  i,  /i  =  i ,  2,  j'ai  calculé  cficcti- 
vement  ces  racines. 

Tout  cela  se  déduit  immédiatement  de  vos  résultats  par  une 
étude  attentive  de  la  substitution 

,      37  -H  r                             <?=-+-! 
log =5,  X  =  — , 


mais,  comme  ces  considérations  peuvent  paraître  un  peu  délicates, 
j'ai  confirmé  cela  encore  par  ma  méthode,  mais  qui  est  au  fond 
identique  à  la  vôtre;  pour  en  indiquer  la  raison  en  deux  mots, 
loi'sque  je  considère  la  fonction  Q^(x)  sur  le  bord  de  la  coupure 
pour  déterminer  la  variation  de  l'argument,  cela  revient  absolu- 
ment, par  l'effet  du  changement  de  la  variable,  à  considérer,  sur  le 
plan  des  z,  la  fonction  sur  les  droites 

±Tzi  -^  f         (/tic  —  X  à  -h  x) 

et  de  même,  si  vous  considérez,  sur  le  plan  des  5,  la  bande  entre 
les  deux  droites 

kni-tl         el  (  k -\- 2)-:zi -h  t         (^  impair), 

cela  revient  encore  à  considérer  sur  le  plan  des  ^,  non  plus  la 
fonction  Q(-p),  mais  une  autre  branche  Q(.^)  -+-  nnziP"(x)  sur  \c 
bord  de  la  coupure.  On  peut  traiter  de  la  même  façon  l'équation 

Q_(x)-\-  niT:iP"{x)  =  o, 

dans  laquelle  m  est  une  constante  réelle  quelconque  (non  plus  un 
entier). 

Je  ferai  très  volontiers,  pour  nos  Annales  (*),  un  article  où  je 


(•)  N'ofe  des  éditeurs.  —  Cette  Note  a  paru  dans  les  Annales  de  la  Faculté 
(les  Sciences  de  Toulouse  (t.  IV,  p.  J.i,  1890)  sous  le  titre  :  Sur  les  racines  de 
ta  fonction  sphérique  de  seconde  espèce. 
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(léJuiral  iVaborcl,  par  réludc  de  la  substilulion 

^  X  —  1 

de  \os  résultats  ce  que  j'ai  exposé  plus  haut  sur  la  distribution  des 
racines  dans  le  plan  des  x,  et  je  pourrai  ensuite  exposer  aussi 
comment  on  peut  arri\er  au  même  résultat  sans  cette  substitution 
et  à  l'aide  du  tbéorème  de  Caucby  sur  la  variation  de  l'argument. 

Je  vous  demanderai  alors  seulement  une  épreuve  de  \otre  Mé- 
moire parce  que  j'en  aurai  à  parler  et  à  y  renvoyer  le  lecteur. 

Deux  mots  seulement  sur  1' Viitlunéliquc. 

3,     7,     . . . ,    p 

élaiil  des  nombres  premiers  de  la  forme  \n  —  i,  Aie  produit  d'un 
noudjre  impair  d'entre  eux.  B  le  produit  des  autres, 

X-h  il] 

est  évidemment  aussi  de  fox-me  ^n  —  i  et  admet,  par  conséquent, 
au  moins  un  facteur  premier  de  celte  forme,  parce  ([u'un  produit 
[d'un  nombre  impair]  de  nombres  de  la  forme  ^n  —  i  est  tou- 
jours de  la  forme  ^n  —  i.  Or,  j)armi  les  facteurs  premiers  de 
foinie  /\n  —  i  de  AH-4B  ne  peut  figurer  aucun  des  nombres  3, 

- p^  car  3  divisera,  par  exemple,  A  (ou  B),  mais  non  B  (ou  A) 

et  de  même  pour  tous  les  autres.  On  peut  prendre,  par  exemple, 
A  =  3  et  B  =  7  X  1 1. .  ./>. 

Dans  le  cas  de  A24-4B-.  je  dois  invocpier  ce  résultat  que,  x 
t'V  y  étant  premiers  entre  eux,  tout  di\iseurde  x- -\- y-  est  de  la 
forme  \n  ~t  i  •  Ici  et  dans  le  cas  des  nond)res  premiers  de  la  forme 
Ç^fi  _)_  1^  le  raisonnement  est  un  peu  moins  élémentaire,  puisqu  il 
faut  s'appuyer  sur  certains  résultats  de  la  théorie  des  formes  qua- 
dratiques. 

Je    nai    point    encore    étudié    suflisainment    \olre    substitution 

./•  L^  '" — ■  dans  l'équation  difierentielle  de  X«.  mais  je  vous  juie 

de  vouloir  bien  accepter  avec  bienveillance  l'épreuve  de  mon  article 
sur  les  Xrt  dans  nos  Annales  où,  ^ous  le  \errez,  j'ai  eu  recours  à 
MU<'  de  \os  méthodes. 

Veuillez  bien  me  croire  \olre  très  dévoué. 
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273.  —  STIELTJES  A  H  ERMITE. 

Toulouse,  37  sppicmbre  1890. 
Cher  Monsieur, 

Je  ne  peux  m'cmpèchcr  d'ajouler  quelques  mois  à  ma  Icllre,  car 
je  viens  de  faire  une  petite  remarque  qui  vous  fera  plaisir,  je  crois. 
Elle  consiste  en  ceci  :  la  proposition  que 

Q(x)=  ip"(.r)log/'^^'\  — R«(:r) 

n'admet  pas  de  zéros  peut  se  démontrer  directement  et  sans  aucun 

'- j  a  une  infinité  de  valeurs  dilTéranl 

par  des  multiples  de  27t/,  mais  je  suppose  qu'on  prenne  la  détermi- 
nation dont  la  partie  imaginaire  est  comprise  entre  ±-/.  C'est 
ainsi  qu'on  obtient  la  branche  déterminée  que  j'ai  désignée, 
toujours  par  Q(.r);  pour  une  autre  détermination  du  logarithme 
votre  théorème  a  lieu  et  il  y  a  exactement  n  zéros.  Voici  mainte- 
nant ma  démonstration, 

J.ia  branche  déterminée  que  je  considère  peut  être  représentée 
par  une  intégrale  définie 


du. 


L'intégrale  n'a  pas  de  sens  lorsque  x  est  sur  la  coupure,  mais, 
pour  tout  autre  point,  elle  a  un  sens  et  représente  2  Q"(:r).  Main- 
tenant, si  l'on  avait 


r 


P"(u) 


(i)  / du  =  o, 

.r  n'étant  pas  sur  la  coupure,  je  dis  qu'on  aurait  aussi 

(2)  / ^^-^^du  =  o. 

J  ^        x  —  u 

En  effet, 

•^•[P«(«)12  .  .^+1  p«(„)_p«(;r) 


r-^-  p«(j 


du 

X  —  U 


"^*P"(m) 


du. 
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Or,  dans  le  second  membre,  la  première  intégrale  s'annule  en 
>erlu  des  propriétés  de  P"(u)  et  la  seconde  en  vertu  de  Thypo- 
ihèse  (i).  Mais  je  dis  que  l'équation  (9.)  est  impossible.  Supposons, 
en  effet,  x  z=  a--{-  bi,  on  devrait  avoir 

/       7-^ \,      ,„  [ia—  u)  —  bi]  du  =  o. 

Or,  la  partie  imaginaire  ici  ne  peut  pas  s'annuler  à  moins  qu'on 
ait  6  =  0,  mais  x  =  a  serait  réel  et,  puisque  x  n'est  pas  sur  la 
coupure,  x —  u  ne  changerait  pas  de  signe  et  la  relation  (2)  est 
encore  impossible.  C'est  bien,  je  crois,  ce  qu'il  j  a  de  plus  simple. 

\  euillez  bien  toujours  me  croire  votre  très  dévoué. 


274.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Vannes  (Morbilian),  3o  septembre  1890. 
Cher  Ami, 

V  otre  Mémoire  sur  les  polynômes  de  Legendre  est  extrêmement 
beau,  je  ne  puis  assez  vous  dii-e  combien  j'ai  eu  de  plaisir  à  le  lire 
et  je  ne  crois  pas  qu'il  ait  jamais  été  publié  rien  de  plus  important 
sur  ce  sujet.  Je  suis  émerveillé  surtout  de  l'expression 

r>     /  û  *  r,   n     J        ('"'J  +  5*)'     r\l  —  u)"du 

P"(cos6)=  —  P.R.de^  -   ^     /     ^  ^      — 

-  /.2  si  II  6  J^^     \/ui\  —  ku) 

qui  donne  en  même  temps  S"(cos6);  c'est  un  résultat  capital, 
c(»uime  le  montrent  les  conséquences  que  vous  en  tirez,  parmi  les- 
(pielles  la  démonstration  de  la  proposition  de  M.  Bruns  et  la  for- 
mule si  simjile  qui  donne  avec  tant  d'approximation  les  racines  de 
P"(a:)z=o,  ne  sont  pas  les  moins  dignes  de  remarque.  Je  dois, 
après-demain,  partir  de  Vannes  pour  revenir  à  Paris  vendredi  soir, 
et  le  temps  me  fait  défaut  pour  suivre  les  idées  qui  mont  élé 
suggérées  en  vous  étudiant;  je  m'empresse  aussi  de  vous  renvoyer 
répreuve  que  vous  m'avez  adressée  en  pensant  qu'elle  vous  est 
peut-être  nécessaire.  L'idée  de  considérer  dans  la  recherche  des 
racines  de  Q(.r)  =  o  les  déterminations  midtiples  Q(.r)H- AfTi  P(.r) 


LETTRE    ilk.  I03 

lie  m'clail  jamais  semic,  elle  \ous  rexiciil  eomplèlcmcnl;  si  elle  se 
lallaelie  à  ma  mélhode  e'esl  par  un  heureux  hasard  dont  je  n'ai 
|»()iiît  le  mcM'ile  el  il  laul  pour  y  |)ar\enir  une  analyse  si  dclicale 
ipie  vous  rendrez  yrand  service  en  la  puhliant  dans  les  Annales. 
Je  regrelte  que  nous  n'ayez  pas  conservé  l'épreuve  de  mon  article, 
je  \ous  l'a\ais  envoyée  croyanl  que  vous  vouliez  la  réimprim<'r 
dans  ce  recueil,  mais,  si  c'est  encore  votre  intention,  j'en  deman- 
derai une  nouNelle  à  M.  Lercli,  et  vous  la  recevrez  aussitôt  (pTelIc 
me  sera  parvenue.  C'est  de  la  formule 


dx 


{x-^—\}[P"{x)\^ 


que  j  ai  lire  la  conclusion  que  l'équation 

•X  X  —  I 

n"a  aucune  racine  finie,  et  du  développement  suivant  les  puissances 
descendantes  de  la  variable,  qu'elle  est  satisfaite  pour  une  valeur 
infinie,  mais  je  n'ai  point  fait  la  remarque  bien  nécessaire  sur 
l'ordre  de  multiplicité  qui  est  /*  +  i .  Votre  méthode,  qui  prend 
pour  point  de  départ  l'expression  de  M.  Neumann 

^'  P«(m) 


'2  .  /     ,        X  —  U 


<'st  on  ne  peut  plus  jolie;  ne  pourriez-vous  point  lui  donner  place 
dans  \otre  article?  Je  tiens  particulièrement,  je  vous  le  redis,  à 
l'application  entièrement  nouvelle  que  vous  avez  faite  du  théorème 
de  Cauclij  sur  la  variation  de  l'argument,  théorème  capital  qui  n'a 
encore  été  employé,  si  je  ne  me  trompe,  qu'à  démontrer  que  toute 
équation  algébrique  de  degré  n  a  n  racines.  L'usage  que  je  fais  de 
la  relation 

ind  (  ^  1  +  ind  ' 


Q/  \F 

cpii  vous  est  inutile,  constitue,  ce  me  semble,  entre  les  deux 
méthodes,  une  différence  assez  sensible  pour  qu'il  soit  bon  de  les 
donner  l'une  et  l'autre. 

En  vous  renouvelant,  mon  cher  ami,   mes  bien  sincères,   mes 
plus  vives  félicitations  sur  l'heureux  succès  de  vos  efforts  et  votre 
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[joiiliour  analyliqiio,  ainsi  ([ue  lassiirance  dv  mes  scntimenlsdalTec- 
lion  bien  dé\oiit'e. 

P.   S.   —   Avez-vous  remarqué  que  la   formule  de   Rodrif^ues 

X«  = -^^ donne  immédiatemeni,  au  moyen  de  la  dérivée 

^ume  j'jjn  produit,  eelte  expression 

2"\n  =  ^n],{x  -\-  1)"-/>{T  —  i)i>         (p  =  o,  1,9,,  ....  n). 
J'ai  trouvé  qu'on  en  lire  facilement 

X,j  =  ■?."  -    I      cos"  cf.(.r  cos'^  -f-  /  sin  if)"  dv, 

résultat  déjà  donné  par  M.  Catalan. 

275.  —  STIELTJES  A  IIERMITE. 

Toulouse,  2  octobre  1890. 
Cher  MojfsiEUR, 

Je  suis  désolé  d'apprendre  qu'une  méprise  de  ma  part  va  vous 
causer  peut-être  quelques  ennuis.  Lorsque  j'ai  reçu  l'épreuve  de 
voire  article  dans  les  Mémoires  de  Bohême,  je  ne  savais  pas  que 
je  pouvais  la  garder  pour  la  faire  réimprimer  dans  nos  Annales; 
au  contraire,  j'ai  cru  que  celte  épreuve  vous  était  nécessaire,  pour 
la  renvoyer  à  Prague  avec  les  dernières  corrections  et  le  bon  à  tirer. 
Je  vous  l'ai  donc  rem'oyée  à  A  annes,  n'est-elle  pas  arrivée  à  desti- 
nation? En  tout  cas,  me  voilà  dans  la  nécessité  de  vous  demander, 
soit  cette  épreuve,  soit  votre  manuscrit,  si  on  vous  l'a  renvoyé  et 
que  vous  l'avez  gardé.  Je  le  remettrai  aussitôt  à  M.  Baillaud  qui 
doit  rentrer  aussi  ces  jours-ci;  en  attendant,  je  grifionnerai  aussi 
ce  que  vous  me  demandez. 

Pour  ne  pas  laisser  cette  lettre  sans  le  signe    /  ,  je  remarque 

que 

Q''(a7)=  -    /        — -du 
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donne,  <|^(^)  clanl  un  polynôme  du  degré  n  au  plus, 

(!)  <^{x)(l"{x)  =  -']^{x)J        -^^—r^^du, 

c',\v  la  différence  des  seconds  membres 


-   I        V"{u)  ^ — ^ — '  du  =  o, 

2  ,  /     .  X  —  Il 


De  là,  je  conclus  que  si  l'on  a 

(9.)  4'(«)P«(M)  =  rtoP"+«lP'4-     ..-H«ArP^-(«), 

les  rty,  . . .,  cik  élant  des  conslantes,  on  a  en  même  leuips 

(2')  <{/(a7)Q"(.r)  =  «„Qo+«,Qi-|....+  «/,  QA(a:). 

Il  suflit  de  multiplier   (2)   par et  d'intégrer  entre  les 

limites  rh  i . 

Voici  une  autre  remarque  :  le  polynôme 

Y=  ai  P'(a;)  -4-  «2  P2(:r)  +.  .  .^^  a^,,  P^'K^), 

où  rt, ,  rto)  ••••»  '"'2«  sont  des  constantes  quelconques,  mais  dont  la 
dernière  a-^n  Ji' est  pas  nulle,  ne  peut  jamais  être  divisible  par  P"(^). 
En  effet,  si  c'était  possible,  on  aurait 

Y=  ^(^)  P"(a-), 

'^{x)  étant  un  polynôme  du  degré  n  effectivement  et  qu'on  pourrait 
mettre  sous  la  forme 

<^{x)  =  cP"(x)  +  R„_i, 

c  étant  une  constante  différente  de  zéro  et  Rn_i  un  polynôme  du 
degré  n  —  i  au  plus. 

Or  on  aurait    /       Y  dx  =  o  d'après  la  définition  même  de  \  et, 

d'autre  part, 

Ydx  =  I       P"(x)[c  P«(a7)  -+-  R„_i]  dx  =c  P"(xy  dx, 

ce  qui  implique  contradiction. 
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Si  l'on  t'(  lit  (HIC  ^  siiniHilc  pour  1rs  lacincs  ,/•  :=  j",  =.  .  .=  j-„ 
(le  P"(j")  =  o,  ou  obtienl  /i  cqiuillous  liiu'aircs  lioniogènes  ciiIk' 
les  2/1  —  I  conslantcs 

«n        «2 «/i-1.        ««-+-1,        H,Mi,         •■•,        «2« 

Cl,  inal<;it''  I  ahomlaiicc  de  ces  conslaiilcs,  il  est,  d  aj)rès  ce  (|iii 
précède,  inipossilile  de  les  satisfaire  sans  poser  a-2/t=^'^>-  Alyéhri- 
(jueinent  on  en  conclnl  (|m  un  t;rand  nombre  de  dclernnnantsdolx  eut 
s'annuler. 

Connue  ces  déterniinanls  sont  f'oinu's  par  des  expressions  en  x,, 
./o,  ...,  x„,  il  sen)l)lcrail  an  ])renncr  ahord  qu'on  Iromcrail  de 
celte  façon  certaines  relations  entre  les  racines  de  ré(|uation  !*«=  o, 
(V  qui  seiail  exticnicnient  intéressant;  mais  cela  n'est  pas,  les 
racines  se  détruisent  uiuluellenient  et  l'on  n'a  (pic  de  pures  iden- 
tités, ce  qui  semblait  bien  probable,  a  priori,  du  reste.  A  celle 
occasion,  je  me  suis  demandé  :  n'est-il  pas  extrêmement  probable 
<pie  deux  équations 

*  V"'(x)  =  o,         P«(.r)=:o 

M  ont  jamais  une  racine  commune  (excepté  la  racine  oloi'S(|iic  m  cl 
//  sont  im|)airs)?  Et  peut-être  celte  proposition  n'est-elle  qu'un 
corollaire  de  ce  fait  (?)  que  l'équation  P"(;r)  =  o  ou,  lorsque  n  esl 

impau\  1  equatu:»n  — — -  =  o  est  irréductible.  Mais  je  ne  vois  pas  de 

moyen  d  aborder  cette  dernière  question  el  je  me  bornerai  à  penser 
d'abord  de  temps  en  temps  à  celle  propriété  probable  des  deux 
équations  1*'"=  o,  P"  z=  o. 

Veuillez  bien  me  pardonner,  cher  Monsieur,  l'ennui  qui  résulte 
|)Our  vous  de  ma  méprise  et  me  croire  toujours  votre  bien  dévoué. 


276.  —  1/ En. MI  TE  A  STIELTJES. 

Paris,  8  novembre  1890. 


Mois 


CHER  Ami, 


J'essaie,  après  avoir  été  bien  dérangé,  de  me  remettre  à  l'ouvrage 
et  je  viens  vous  formuler  un  peu  plus  clairement  mon  algorithme 
pour  l'approximation  par  des  fractions  (.le  même  dénominateur  de 
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deux  ionctioiis  (jiie  je  r('|)rc'St'nk'  sous  rorinc  de  scrios  ordoniK'cs 
siu\aiil  les  puissances  croissanles  de  la  \arial)le.  Soicnl  S  oi  T  ces 
deux  séries,  je  me  propose  d'ohlcnir  les  poljiioincs  A,  A',  V"  dos 
degrés  2/î,  2/1  —  i ,  à/i  —  1,  B,  B',  lî"des  degrés  2/i  —  i ,  2/j,  2 /î  —  i . 
cl  C,  C,  C"  des  degiés  ^n  —  i ,  :>./i  — ^  i ,  *.n,  de  manière  à  a\oir 

AS  — A'=iF3«U,  XT-  \"=zx^"l]', 

BS  --  B'  =  ^3"  V,  •        BT  —  B"  =  x^"  V, 
es  -  c  =  A-3«  W,         CT  -    C"  =  x''"  W, 

U,  V,  . .  .,  étant  de  même  des  séries  entières  en  x. 

Mon  but  est  d'j  parvenir  au  moyen  dune  relation  de  récurrence, 
en  liant,  comme  je  vais  vous  le  dire,  le  système  de  ces  neuf  poly- 
nômes à  neuf  autres  de  même  nature  où  l'on  a  changé  n  en  n  -+-  i 
cl  que  je  désigne  j)ar  Aj,  A',,  A";  B|,  B, ,  B'[;  C|,  C, ,  C", .  Nous 
aurons  par  conséquent  les  conditions 

A  i  S  —  A',  =  ^3« +3  u , ,  A 1 T  —  A",  =  a73«+3  u', , 

B,S  —  B',  =  x^"+3\u  BiT  —  B';  =  ^3''+3V'i, 

C,  S  —  C'i  =  j-3«+3W,,         G,T  —  c;  =  x^"+3\\\. 

Cela  posé,  je  dis  qu'on  a  en  premier  lieu 

(  Al  =  XA  -+-  uB  -  vG, 

(a)  A'i  =  À  A'—  [j-B'-i- vC, 

f  A",  =  XA"+  ,uB"-f-vC", 

\  étant  du  second  degré,  [x  et  v  du  pi-emier  degré  en  x.  C'est  ce 
qu'on  tire  des  expressions  de  ces  coefficients  par  les  formules 


X  = 


(A,BC) 


(ABC) 
On  a  en  effet 


(AA.G) 
(ABC) ' 


(ABA,) 

(ABG)  ' 


(ABG)  = 


A' 

A" 

B' 

B" 

= 

G' 

G" 

A  x^"\]  :r-'«L'' 
B  .r3"V  x^"\' 
G     x^"\\     x3"\\' 


le  déterminant  étant  du  degré  6/i,  on  en  conclut  (ABC)  =  gx^", 
g  étant  une  constante.  Nous  obtenons  pareillement 

Al     A'i     A",  A,     A-3'»+3Ui     a;3"+3U;   j 

(AiBG)=      B      B'      B"     =      B        x^"\         x^'^T       ; 
G      G'      G"  C        ar3«  W        x^'^  VV     | 


io8 
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mais  le  déterminant  est  du  degré  6/i  +  2,  il  contient  encore  x'^" 
comme  facteur,  A  est  donc  bien  du  second  degré  en  x.  Considérons 
rncore  (AA,C),  c'est-à-dire 


(AA,C) 


A 

A' 

A" 

A, 

A', 

A'[ 

G 

G' 

G" 

Al     a"3"+Hji     .r^«+3Li'j 
G        ^-'''W         .r3"W' 


\  ous  voyez  que  le  déterminant  est  du  degré  (i/j  +  i  cl  (|u"il  est 
encore  divisible  par  .r^"  ;  par  conséquent,  u  est  du  preuiier  degré 
et  de  même  v. 

Ce  point  établi,  je  dis  (pren  jiosant  en  second  lieu 


B,  =X'A  ^ 

'/B  —  v'G, 

B'i  =  ).'A'^ 

;x'B'       v'G', 

Bï^À'A"- 

;jt'B'H-v'G", 

a',  li.',  v'  seront  des  degrés   i,  2,  i;  on  le  verrait,  comme  tout  à 
riieure,  et  vous  reconnaîtrez  que  si  l'on  fait 


G, 

=  X"A 

^lï'B  -^' 

"G, 

c, 

=  X"A' 

-i-,a"B'-^> 

-G', 

g; 

=  );'A" 

-i-  .u"B"-+-- 

"G", 

a",  jj.",  v"  seront  des  degrés  r ,  1,2.  J'ajoute,  en  considérant  A,  [J.,  v, 
que  ces  quantités  se  déterminent  comme  conséquence  des  rela- 
tions (a)  par  la  condition  qu'on  ait 


lU'-^lxY'- 


Les  premiers  membres  doivent  donc  manquer  du  terme  constant, 
des  termes  en  x  et  en  x-,  d'où  six  conditions  auxquelles  il  est  en 
effet  possible  de  satisfaire,  puisque  X,  [jl,  v  donnent  sept  coeffi- 
cients arbitraires  sous  forme  homogène.  Et  de  même  avec 


X'U  —  [ji'V  —  v'W  =  .t3Vi, 
X'  L"  -^  </  y  -i-  v'  \V '  =  .r3  \\  , 


Dans  l'espérance  d'avoir  bientôt  de  vos  nouvelles,  crojez-moi 
toujours  votre  bien  affectueusement  dévoué. 
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277. 


STIELTJES  A  Ff ERMITE. 


Cher  Mojvsieuu, 


Toulouse,  II  novembre  1891 


Je  ne  peux  pas  attendre  plus  longtemps  pour  vous  donner  de 
mes  nouvelles,  mais  pour  dire  quelque  chose  de  rcfléclii  sur  vulr»- 
algorithme  je  dois  vous  prier  de  ni'accordcr  encore  une  huilainc 
de  jours.  Le  fait  est  <pi'en  ce  moment  je  suis  à  corriger  des  co|)ies 
du  baccalauréat  et  trois  ou  quatre  jours  me  seront  j)ris  encore  p;if 
la  fatigante  besogne  des  examens  oraux  de  \a  licence  et  du  bacca- 
lauréat, et  je  reprends  mon  cours. 

Heureusement  je  peux  vous  donner  les  meilleures  nouvelles  de 
ma  famille,  la  petite  Madeleine  se  porte  très  bien  et  amuse  beau- 
coup les  autres  enfants.  Je  suis  aussi  bien  disposé  pour  le  travail. 
Dans  mon  article  sur  la  théorie  des  nombres  dont  j'ai  donné  quelques 
Chapitres  à  M.  Baillaud,  j'ai  résumé  quelques-uns  de  vos  anciens 

/  «1         bl        Cy         ...        Il 

travaux  1   déterminer  les  déterminants     

\  <^„      b„      r,j      ...       /„ 

en  nombres  entiers,  etc.  j.  Ce  qui,  je  crois,  sera  le  plus  utile  dan> 

ces  premiers  Chapitres  de  mon  travail,  c'est  de  faire  connaître  le 
beau  travail  de  M.  Smith  sur  les  systèmes  linéaires  indéterminés 
et  sur  les  systèmes  de  congruenees  linéaires.  Il  a  traité  à  fond  cetl<' 
question.  Un  de  ses  principaux  résultats  c'est  que,  un  déterminant 


In 


-lAj 


('•tant  donné  en  nombres  entiers,  on  peut  déterminer  toujours  deux 
déterminants  |  0  |  =:  ±:  i  et  |  0'  |  =  db  i  de  manière  que 


lei  X  I  AI  X  le'i  = 


e\      o      o 


e,, 
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OÙ  ek  divise  ekj^\.  Ces  nonihres  é*,,  e<.  ....  e„  sont  do   \ôrit;il)les 
invarianis  arithmétiques. 

J'ai  vu  juslenienl  que  M.  kronecker,  dans  le  dernier  fascicule 
de  son  Journal  iiiic  j "ai  vu.  est  revenu  sur  cette  question.  Mais  il 
lattrihue  à  tort  à  M.  Frobenius  dont  le  Mémoire  date  de  1879: 
M.  Smith  a\ait  déjà  à  peu  pics  é|)uisé  cette  matière  dans  un  Mé- 
nioirr  public''  en  nSGi  dans  les  Plnlosoj)hical  Transactions.  En 
leiminant,  je  vous  renouvelle  ma  demande  de  m'accorder  un  sursis 
pour  examiner  à  tète  reposée  votre  algorithme.  Je  vous  en  par- 
lerai bientè)t.  C'est  avec  tristesse  que  j'ai  appris  vos  ennuis  et  désa- 
gréments dont  j'avais  eu  (pudques  soupçons,  par  ce  que  m'avait  dit 
Nf.  Baillaud. 

\  euillcz  me  croire  toujours,  cher  Monsieur,  votre  très  dévoué. 


278.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  t5  novembre  1890. 
Mox  cHEa  Ami, 

Je  viens  de  m'apercevoir  et  je  vais  vous  montrer  qu'il  n'y  a  pas 
il  vous  occuper,  comme  vous  me  l'avez  bienveillamment  oUVrt,  de 
mon  second  algorithme,  le  premier  qui  est  plus  simple,  comme 
n'employant  tjue  des  quantités  du  premier  degré,  dans  la  relation 
de  récurrence,  suffît  à  tout.  Considérez  les  relations 

AS-^  \'S'— A'S"=  x^"^n: 
BS-i-B'S'-{-  B"S"==.r3"S;,, 
CS-f-G'S'^-G"S'  =  :r-"'S;',, 

où  les  coefficients  sont  des  polynômes  dont  les  degrés  sont  indiqués 
comme  il  suit  : 


Kn  posant 


A     A      A"  j       //         n  —  1 

/l  —  I , 

J}      \y     W  i   //  -  I          n 

"  —  1 , 

c    iv    ( ;"  1  //  —  1    //  —  I 

/;. 

.\,  =  (B(;"k       .v.=  (B"C), 

.\."=(BG'), 

m,  =  (G'A';,         ill,'-r(G"A), 

\lb"=  (GA'), 

e  =(A'B"\         S'  -(  VB), 

8"=(AB'), 
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OU  eu  lire,  si  l'on  ('liiiiiuc  siiccessivcmcnl  S'  cl  S",  de  loules  les 
niiuîièrcs  possihlcs, 

eS"  —  3" s  =  .r-3«S,  3S'  —  3'S  =  .r?"  ^\ 

XS"—  -A/  S  =  .f-»'»  S, ,         A,S'  —  .1,'  S  =  x^"  V ', , 
ll!>S"—  itV'S  =  ,r^"  S.,,  IIIS'—  1(Î)'S  =  .r»"  S^. 

Soit  donc  S  =  i ,  on  aura  les  relations 

xs'  —  =;i>'  =  ^3" i:', ,       iii,s'  —  ww  =  ^3«  s'^ ,       GS'  -  G'  =  .r»"  s', 

,!US"  —  X"  =  x^"  s , ,  lil.S"—  1)1."  =  a?3«  v^^         es"  _  9"  ^  ^-i,,  V  . 

les  degrés  des  polynômes  qui  y  figurent  étant 

v%)     cl)'     ii\o"  I       ■2/1         Xll  —  I      ■>.//  —  I 
llî)     llî,'      1)1)"  I   ■>. /*— I  2«         in  —  i 

G      G'     G     1   1  /»  —  I     9. n  —  r         in  : 

on  a  bien  obtenu  l'ordre  d'approximation  niaxiniu/n  et  c'est  le 
même  calcul  qui  donne  à  la  fois  l'approximation  de  la  fonction 

linéaire  unique 

A  -+-  A' S' 4-  A"  S" 

ri  l'approximation  simultanée  de  S'  et  S"  par  des  fractions  ration- 
nelles de  même  dénominateui". 

Les  théorèmes  de  Smilli  sur  les  systèmes  linéaires  à  coefficients 
entiers  m'intéressent  beaucoup,  et  je  me  réjouis  de  lire  l'article 
(jue  vous  donnerez  aux  Annales  sur  ce  sujet.  A  ous  pourrez  voir 
dans  mon  ancien  Mémoire  sur  la  transformation  des  intégrales 
hyperelliptiques  de  première  classe  que  je  l'avais  donné  et  employé 
dans  un  cas  particulier. 

C'est  sans  doute  du  voyage  en  ballon  de  mon  pau\re  neveu  (jue 
NOUS  aura  parlé  M.  Baillaud. 

Vvec  l'espoir  que  voire  petite  Madeleine  va  toujours  bien  el  vous 
priant  de  me  croire  toujours  votre  alTeclueusement  dévoué. 
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279.  —  II ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  3  décembre  1890. 
MOA    CHER     \mI, 

Permettez-moi  d'appelei-  votre  attention  sur  une  proposition  que 
je  viens  vous  faire  et  que  je  désirerais  ^ivement  vous  convenir  el 
vous  voir  accepter.  Dc]3uis  plusieurs  années,  \ousavez  produit  un 
grand  nombre  d'excellents  travaux  qui  vous  ont  placé  à  un  rang 
élevé  dans  la  Science  et  mérité  la  plus  haute  estime  de  tous  les 
géomètres.  Le  moment  est  venu  où  cette  estime  doit  franchir  le 
petit  cercle  des  amis  de  l'Analyse  et  recevoir  une  consécration 
ofliciclle  qui  vous  place  à  un  rang  en  rapport  avec  votre  beau 
talent  cl  les  services  que  vous  avez  rendus  à  la  Science.  C  est  dans 
cette  intention  que  je  viens  vous  demander  de  concourir  pour  le 
grand  prix  des  Sciences  mathématif|ues  que  l'Académie  décerne 
chaque  année. 

Permettez-moi,  mon  cher  ami.  d'espérer  une  réponse  favorable 
en  vous  priant  de  me  faire  connaître  vos  intentions,  d'ici  lundi 
prochain,  la  Commission  chargée  de  proposer  les  questions  pour 
les  deux  prix  des  Sciences  mathématiques  étant  convoquée  pour 
hindi  à  2'',  et  veuillez  agréer  la  nouvelle  assurance  de  mes  senti- 
ments de  la  plus  sincère  affection. 

Un  de  mes  élèves  de  l'Ecole  Polytechnique,  M.  ^  allier,  capitaine 
d'Artillerie  attaché  à  la  Commission  d'expériences  de  Gàvres(|)rcs 
Lorient),  ma  communiqué,  en  me  demandant  de  la  vérifier,  une 
formule  d'approximation  pour  les  quadratures  semblable  à  celle 
(le  Gauss,  et  donnant  exactement  le  même  ordre  de  l'erreur  com- 
mise, mais  oh  Ion  emploie  les  %aleiirs  de  la  fonction  aux  limilcs 
de  l'intégrale.  \.v  résultat,  qui  est  parfaitement  exact,  est  celui-(  i  : 


/    Y{x)dx  =  —-^ — .y 

, /    .  '  n(n-i-\)  jLd 


F(a) 


/j(/i  -i-  1)  j^  P?,  i,«j 
la  somme  s'étendanl  à  toutes  les  racines  a,  de  l'équation 
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parmi  lesquelles  -f-  i  el  —  i,  comme  vous  voyez.  Vous  rendriez, 
je  crois,  grand  service  à  ceux  qui  emploieront  celte  formule,  poul- 
ies expériences  de  balisti(jue,  en  tirant  de  vos  méthodes  l'exi)res- 
sion  approchée  de  ces  racines,  qu'elles  doivent  donner  aisément, 
l'équation  revenant  à  (x- —  i)P], (a)  =  o,  puisque  l'on  a 


«  (  n  -f^  1  ) 


El,  si  je  ne  me  trompe,  vous  devez  aussi  pouvoir  de  la  même 
uianière  obtenir  l'expression  approchée  de  P„(a).  Je  vous  enverrai, 
au  cas  où  la  chose  pouri-ait  vous  intéresser,  la  communication  de 
M.  Vallicr.  Avez- vous  corrigé  les  épreuves  d'Halphen,  j)ages  177 
à  225,  qu'on  vient  de  m'envoyer? 

280.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  /(   décembre  1890. 

Cher  Monsieur, 

Nous  avons  été  pendant  cette  dernière  semaine  dans  une  vive 
inquiétude  à  cause  de  notre  fdle  aînée,  Edith;  heureusement,  elle 
est  remise  maintenant  à  peu  près.  C'est  ainsi  que  je  n'ai  guère  eu 
la  liberté  d'esprit  de  penser  à  autre  chose. 

Maintenant,  Monsieur,  votre  proposition  me  touche  vivement, 
mais  laissez-moi  vous  expliquer  pourquoi  il  m'est  à  peu  près  impos- 
sible de  répondre  à  votre  invitation.  ^  ous  savez  que  je  prépare  un 
article  bibliographique  sur  la  théorie  des  nombres,  et  je  me  suis 
engagé  formellement  à  en  donner  la  première  Partie  avant  les 
vacances  d'août  1891.  INE  Gauthier-Villars  veut  le  faire  paraître 
à  part,  cela  renfermera  pour  ainsi  dire  la  partie  élémentaire  de  la 
théorie  des  nombres;  pourtant,  comme  mon  plan  d'ensemlde  est 
])lus  vaste,  il  y  aura  des  Chapitres  qui  n'y  seront  mis  qu'en  vue  de 
ce  qui  doit  suivre.  Mais  la  rédaction  de  cela  est  très  laborieuse  et 
parfois  les  livres  me  manquent  ici,  en  sorte  que  je  compte  venir 
à  Paris  dans  les  vacances  de  Pâques  pour  fouiller  les  bibliothèques. 

Vous  voyez.  Monsieur,  que  je  suis  entièrement  pris  par  ce  tra- 
vail, qui,  je  l'espère,  aura  son  utilité.  Et  aussi,  dans  la  suite,  j'es- 
père bien  aborder  les  applications  des  fonctions  elliptiques 
à  l'Arithmétique,  la  fonction  X^  et  la  distribution  des  nombres 
II.  8 
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premiers,  A  vrai  dire  donc,  j'ai  déjà  commencé  le  grand  travail 
que  vous  voudriez  me  voir  entreprendre  et  je  crois  qu'il  ne  perdra 
rien  à  être  préparé  ainsi.  Mais  l'expérience  m'a  montré  que  je  dois 
me  défier  beaucoup  de  mes  forces  j)0ur  le  travail,  et  il  faut  y  mettre 
du  temps. 

Quant  à  la  question  de  .M.  \  allier,  je  me  rappelle  que  M.  Radau, 
dans  son  Mémoire  sur  les  quadratures  dans  le  Journal  de  Lion- 
ville  (vers  1880  à  1881,  je  crois)  a  traité  la  formule  qu'il  veut 
appliquer.  M.  Radau  a  donné  les  valeurs  numériques  des  racines 
de  {*\^(x^  =  o  et  des  coefficients  correspondants,  je  crois  que  le 
calculateur  ne  peut  rien  demander  de  ]ihis.  il  a  poussé  les  calculs 
jusqu'à  /j  1=  I  I ,  si  je  ne  me  trompe  })as.  Mais  je  vais  calculer  aussi 
les  valeurs  approchées.  Depuis  que  je  vous  ai  en^OJé  à  A  annes  des 
épreuves  d'Halphen,  je  nai  plus  rien  reçu. 

Veuillez  bien,  cher  Monsieur,  ne  pas  être  fâché  de  ce  que  je 
viens  d'écrire.  Véritablement  je  ne  me  fais  point  d'illusions  sur 
mes  forces,  et  si  j'espère  pouvoir  faire  de  temps  en  temps  quelque 
travail  utile,  je  ne  me  figure  pas  devoir  aspirer  à  la  haute  distinc- 
tion dont  vous  parlez.  Au  fond,  Monsieur,  ce  qu'il  y  a  de  plus 
utile  dans  cette  sorte  de  choses,  n'est-ce  pas  d'engager  les  tra- 
vailleurs à  attaquer  une  grande  et  difficile  question.  Or,  sur  ce 
point,  ce  que  je  me  propose  de  faire  sur  la  théorie  des  nombres 
est  de  cette  nature-là.  ^«aturellement,  dans  cette  première  Partie, 
rédigée  surtout  en  vue  des  boursiers  d'agrégation,  mon  travail  se 
borne  presque  à  un  travail  d'arrangement,  mais  la  suite  demandera 
beaucoup  de  recherches  personnelles. 

J'espère  donc.  Monsieur,  que  vous  voudrez  bien  accorder  qu'au 
fond  je  réponds  à  AOtre  in\italion  bien  que  sous  une  autre  forme. 

^  euillez  bien  me  croire  votre  très  dévoué. 


281.  —  STIELTJES  A  HEBMITE. 

Toulouse,  10  décembre  1890. 
Cher  ^Ioxsieur, 

Voici  ce  que  j  ai  trouvé  en  examinant,  au  point  de  vue  que  vous 
m'avez  indiqué,  la  formule  de  quadrature  dont  s'occupe  M.  \  allier. 
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Je  pose,  en  cliangeanl  Icgèreinenl  la  tioialiou  de  .M.  Ilcinc, 

1-/'      « 
(i  — 2aj7  +  a2)   2    =^  !'"(/>,  .r)a^', 


en  sorle  que  pour/v  =  2  on  retrouve  X,/,  el  pour  />  =  o  les  poly- 
nômes qui  interviennent  dans  la  quadrature  dont  se  sert  M.  Vallier, 
et  qui  admettent  les  raeines  dz  i  (/?  ^  y,).  Je  trouve  le  développement 


A)    P"(p,cosu)  =  C„ 


p  —  \ 


\/{  2  si  11  H)t>-i 
i—p.p  —  l 


cos    nu  -+- 


-i- 


2.2/4  4-/^  +  1  /(Jïhïu)l>+1 

or  ^0 

O  — p.  5  — p.p  —  I./?  +  I 


p-i-3 


•i. 4. 2rt  4-/? -M.  2  «-!-/)  4- 3  v/(2sin«)/'+3 

/  /J4-5 

o  -  .,      cos  {  nu +— 

3—p.j—p.y—p.p  —  \.p-h\.p-r-i  V  a 


2.4.G.2/14-/J+  I  .•>./«+/) -4- S.'î/t -+-/»-!- 5  y/(2siiwo/'^* 


ou 


2r(  n-\-  p  —  1  ) 


p  —  l 


r   n 


Ce  développement  est  convergent  tant  que  u  est  conipris  entre  ^ 

et  —r-;  en  dehors  de  cet  intervalle  (o  <[//•<"  toujouis)  on  a  une 

expression  asjmptotique  lorsque  n  est  très  grand.  Indépendamment 
du  cas  /)  =  2,  j'ai  encore  une  vérification  pour/;  =:  3,  alors 


P"(3,  cosu)  = 


sin  («  -I-  I  W< 


En  général,  lorsque/;  est  impair  j)Osilif,  la  formule  (  \)  se  réduit 
à  une  identité.  Posons  maintenant  /*  ^o,  pour  revenir  au  cas  qui 
doit  nous  occuper 

3  cos(/H.  +  j) 


P"(,o,  cosu)  =  C„  \/2èinu 


cos    nu  — 


■2{'in-h  i)  2sin  u 
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Le  lermc 

cos(m,-^)=cos[(,.-i)«+|] 

s'annule  pour 

T.  (A-  =  I,  2,  ...,«), 


4  /i  —  i. 

c'esl-à-dirc  n  fois  dans  liulervalle  (0,7:),  tandis  que  P"(o,  cos«) 
ne  s'annule  que  n  —  2  l'ois  dans  cet  intervalle.  Ce  sont  certai- 
nement les  racines  extrêmes,  répondant  à  A  =:  i ,  k  =  n  qui  doivent 
être  rejetées,  car  c'est  surtout  pour  les  valeurs  extrêmes  de  u  que 
l'erreur  de  l'expression  approchée  est  sensible.  Je  prends  donc 
pour  expression  ap|)rociiée  des  racines 

I  >  X,  >  a"2  >  .  .  .  >  Xn-i  >  —  I 

de  P"(o,  .r)  =  o  la  valeur 

4  /.-  -M 
4  /i  —  2 

et  puis,  plus  exactement, 

x/,  =  H z j     cos  (  ^^-^— —  -  )  (/.■  =  1 ,  2.  .  . . ,  «  —  2). 

En  calculant  avec  des  logarithmes  à  6  décimales,  je  tron\e  ainsi 

pour  n  ■=  10, 

Valeur 
*  approchée.  Corrections. 

Xi 0,919410  ^"  o ,  000  I  2  i 

Xz 0,738782  — 0,000008 

X3 Oj^Jr  9'^*>  —  0,000  001 

X:, 0,163278  +0,000  00 r 

Pour  ^3,  .r.i  les  corrections  sont  insensibles,  leur  signe  reste 
même,  douteux  car  il  peut  j  avoir  une  erreur  de  i  ou  2  unités  dans 
les  valeurs  approchées.  C'est  une  question  difficile  de  savoir  si  l'on 
ne  pouirail  |)as  liouver  des  séries  représentant  exactement  les 
racines.  Ouchpies  tentatives  que  j'ai  faites  dans  le  cas  de  l'équa- 
tion \,iz=^u  ne  m'ont  pas  appris  beaucoup.  L'expression  v=P"(/?,  x) 

satisfait  à 

,    dh'  dy 

qui  ne  change  pas  en  remplaçant  /i  par  —-  /i  — />  +  i .  C'est  j)our 
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3 


cela  que  j'ai  introduit  dans  la  valeur  de  xu  le  terme  i  +  ■ 

'      "'  2(2/1  — i;î 

qui  ne  change  pas  en  remplaçant  n  ])ar  —  /?  4-  1 .  On  obtient  ainsi 
une  approximation  bien  plus  grande  que  si   l'on  avait  pris,  par 

3  .  . 

exemple,  i  +  - — ^-  J'ai  tout  lieu  de  croire  que  l'approximation  est 

maintenant  de  l'ordre  ; y  Je  n'ai  pas  encore  examiné  le  terme 

(2/1  —  I)*  -      * 

complémentaire  de  (A),   cela  doit  devenir  un   pou  moins  simple 
que  dans  le  cas  de  X„. 

Je  reviens  maintenant  à  la  formule  de  quadrature 


/ 


¥ (x)  dx  =  — — > 

^     '  ni  n  —  i)  ^ 


F(a) 
nia  —  I)  ^  Pfi-i^") 


J'ai  restitué  le  facteur  2  et  changé  n  en  n  —  1  pour  avoir  n  ra- 
cines de  P"  —  P«-2  :^  o,  cjui  sont  .r,  >>  ^2  >  •  •  •  >  -^«-2  el  ^0  =  •  ? 

Tout  calcul  fait,  j'obtiens  approximativement 

2  I  (2/?  — 1)71    .     (4A-  +  0Tr  ,,  , 

Aa=   — 7    -H TT 77  =  ^ Sin-- : —  (/i=I,2 ,«  —  2). 

Pour  /.  =  o,  k  =■  n  — ■  i  les  facteurs  sont  naturellement 


n{n  —  I  ) 
Dans  le  cas  /i  =  lo,  j'ai 

Valeur 
approchée.  Corrections. 

A| o,i332i  H- 0,00010 

A2 0,22459  -i-o,ooo3o 

Ai 0,29164  -i- 0,00040 

Al 0,32709  -f-  0,00045 

Mais  j'ai  introduit  dans  l'expression  approchée  de  A/;  le  nombre-, 
peut-être  vaut-il  mieux  laisser  les  factorielles.  C'est  aussi  la  raison 
pour  laquelle  les  corrections  sont  plus  grandes  pour  Aj  que  pour  A, . 

Si  l'on  multipliait  par  i  H ->  l'erreur  devient  insensible 

pour  A3,  A^.  Du  reste  c'est  bien  là  l'ordre  d'approximation  de  ma 
formule,  la  vraie  valeur  doit  être 

•i.n{ji  —  i)  \n—i  {111  —  1)^ 

Le  calcul  exact  de  X  serait  bien  compliqué;  a  priori,  ).  pourrait 
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renfermer 

rot 


4  «  —  jt 

mais.  J'aprcs  le  calcul  ininii'ii(|iic  que  j  "ai  fait,  cela  ne  m'étonnerail 

•  1.  ...  ^  I 

lias  SI  1  on  avait  simplemeiil  A  =  H — • 

J'ai  reçu  les  feuilles  de  Halphen,  pages  177  à  220;  après  correction 
je  les  ai  retournées  à  Gaulliier-A  illars  puisque  vous  les  aviez  vues 
déjà.  Il  va  sans  dire  que  ^ous  pouvez  communiquer  à  M.  \allier 
tout  ce  que  vous  croirez  pou\()ir  l'intéresser. 

Veuillez  bien  me  croire,  cher  Monsieur,  votre  très  respectueux 
et  dévoué. 


282.  —  IIERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  18  décembre  iSyo. 

MoK   CHER  Ami, 

Je  ne  regrette  point  de  vous  avoir  parlé  delà  formule  d'a])proxi- 
malion  pour  les  quadratures  de  M.  le  capitaine  \  allier,  bien  quelle 
ait  été  déjà  obtenue  et  publiée  par  M.  Radau,  puisque  je  vous  ai 
fourni  l'occasion  de  découvrir  les  résultats  extrêmement  intéres- 
sants que  vous  m'avez  communiqués.  Vous  donnerez  dans  les 
Annales  de  Toulouse  la  démonstration  de  l'équation  (A)  qui  est 
une  généralisation  de  votre  premier  théorème  pour  y?  =  0,  et  je 
trouverais  même  bien  désirable  que  vous  v  ajoutiez,  comme  com- 
plément au  Mémoire  de  M.  Radau,  sans  parler  de  M.  ^  allier,  venu 
longtemps  après  sur  la  même  question,  vos  expressions  approchées, 
([ui  sont  si  remarquables,  des  racines  de  X',:=o  ou  X,,^.)  —  X„_,  =  o 

ainsi  que  des  coefficients  A= -=— • 

^  /«(  « -T- i)P;^_,(a) 

J'espère  que  la  santé  de  l'aînée  de  vos  filles  ne  vous  empêche 
plus  maintenant  de  vous  livrer  au  travail,  et  je  me  fais  un  plaisir 
de  mettre  à  profil  pour  mon  instruction  arithmétique,  aussitôt  que 
vous  le  publierez,  l'exposé  des  beaux  résultats  de  M.  Smith.  J'y 
attache  un  grand  prix,  ils  me  semblent  absolument  fondamentaux, 
et  trouveront  des  applications  dans  le  domaine  elliptique. 

J'ai  repris  dans  la  nouvelle  édition  de  mon  Cours  la  théorie  de 
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la  transforma  lion,  mais  ce  u\'sl  qu'après  coti|)  cl  Irop  lard  pour 
en  profiler,  (pic  j'ai  renconlrc  j)lusieurs  choses  que  j'ai  du  ainsi 
sacrifier.  Voici  l'une  d'elles. 

Soient  rt,  b,  c,  d  des  entiers  quelconques,  et  n=^ad — bc 
supposé  posilif,  je  pose  le  problème  dans  les  termes  suivants  : 

Délerminer  le  module  transjornié  l  et  le  multiplicateur  M, 
par  les  conditions 

K  .        .,  , ,  i'K'  .      , 

^  =  aL  -h  lOL  ,  -^  =  c  L  -f-  ta  I. , 

OÙ  L  et  U  se  rapportent  à  l  et  V . 

Je  trouve,  en  eflel,  préférable  de  se  donner  a  priori  a,  b,  c,  d 
plutôt  que  de  les  conclure  ou  de  tenter  bien  difficilement  de  le 
faire,  des  formules  analytiques  de  la  transformation,  comme  l'in- 
dique Jacobi,  dans  les  Fundamenta,  §  32.  Cela  posé,  soit 

je  puis  faire 

X    ,\       W{x)  fx     \       Uxix)  ,    fx     \       <^i{x) 


sn{^>/)  =  :=— — -y  cn(— ,/)  =  —— ,  dn 


(  ""    l\  -  *• 


les  fonctions  <1>,  <I>i,  II,  II,   étant  holomorplies.  Elles  donnent  les 
formules  de  transformation  très  facilement  comme  vous  allez  voir. 
Ayant,  en  effet, 


je  puis  écrire 
en  faisant 


<I>(.r)  =  V(— i)"îe'^?(^. '"', 


bx"^  mx        im^L' 


Cela  étant,  je  remarque  que  l'on  a 

b      l         2  /?«  K 


m  -  a 


b       [  2  /n  K  \  2       /??  - 


C'est  ce  qu'on  obtient  en  remplaçant  ^  par         .  —  ^  et  de  là 
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on  conchil  sans  calcul  : 

c|;(\r  -4-  2K,  m)  —  ç.(  .r,  m  -i~  b)  =  j  {(m  -+-  b)- —  m^], 

(1  OÙ 

(^{x  -h  9.K,  m)  =  o( T,  m  -~-  b )  -h  a{2in  -r-  b) 

el  par  suite 

*(ar-i-2K;  =  (—  I  )«*+'!' *(ar). 

En  second  lieu  el  senil)lablcinent,  j'emploie  l'idcnlilé 

_  (d.r  -^  9.iniK' )^        m'^c  nx- 

'î^''^"')=  ~~fJdVJÏM  'd'~JTKK'' 

Elle  me  donne  la  relation 

,                         ,         n(x  -^  iVJ) 
tp (a*  H-  2 / K  ,  /?? ;  =  'f  (-^j  '«  +  «)-+-  c(  2 m  -i-  a) p 


^ro- -4-  2fK')  =  (— l)"''+f''À''«ï>(3'),  \—e      K    "^""' ' 


La  périodicité  de  sn/vr»/)  el  des  autres  conduit  immédiate- 
ment aux  équations  semblables  j^our  <!>,(>»),  n(:r),  n,(^),    el  il 

f..     ,  1  .•     ,    *0)     n(a")    ^^{x)    n,(>) 

SLiiiit  de  remaixiuer  (iiie  les  quotients  --— — >  -— - — ->  -— - — ,  - — ; — { 

i  1  ^  0«(.r)     0"(a.-)     e«(.r)     0'Ma;) 

sont,  à  l'égard  de  aK  et  2iK',  des  fonctions  doublement  pério- 
diques de  première  ou  seconde  espèce,  avec  le  seul  pôle  x  =  iK', 
pour  atteindre  au  bnl. 

Veuillez  me  dire  si  cette  théorie,  convenaldement  développée, 
nt'  pourrait  pas  être  reproduite  dans  les  Annales  et  crojez-moi 
toujours  votre  bien  afl'ectueusement  dévoué. 


283.  ^  SriELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  19  décembre  iSqq, 
Cher  Monsieur, 

J'ai  sous  les  jeux  les  Comptes  rendus  du  8  décembre  dernier 
où  se  trouve  la  Communication  de  M.  Sjlvester  sur  le  nombre  7:, 
Je  dois  vous  avouer  que  je  ne  comprends  pas  et  je  veux  vous  sou- 
niettre  ma  difficulté. 
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M.  Sjlveslcr  se  propose  de  dénionlrer  (iiic,  (-)  élanl  une  racine  de 
0''H-  B0"-i-+-.  ..-t-  L  =  o, 

il  est  impossible  que  0  langO  =  T(B)  soit  une  expression  ration- 
nelle en  0.  Pour  cela,  il  prend  (p.  ^(ig)  un  nombre  entier  k  tel 
que  kx(Q)  soit  une  fonction  linéaire  de  0,  0^,  . . .,  0«-i.  Jusqu'ici 
je  n'ai  point  de  difficulté.  Mais  dans  l'analyse  qui  suit  (p.  SCxj)  il 
me  semble  que  M.  Sjlvester  suppose  ceci  : 

Soit  0  une  racine  déterminée  de  0"  +  B0"~'  +. .  .-H  L  =  o  et 
pour  cette  valeur  déterminée  de  0 

/,t(0)  =  /)-+-  g-e-t-z-e^-}-...-!-  tQ''-\ 
alors  on  a  aussi  pour  toute  autre  racine  0/  de 

e"-4-  B0«-i-r-..  .-4-  L  =  o, 
At  (0/  )  =  /)  +  gr  0,■-^  /•0?  +  .  .  .  -4-  <  0;.'-I . 

Or  c'est  là,  à  ce  qu'il  me  semble,  une  supposition  enlièremcnl 
gratuite,  et  je  ne  vois  pas  comment  tourner  cotte  difficulté. 

Il  est,  à  vrai  dire,  encore  prématuré  de  discuter  sur  ce  sujet, 
puisque  M.  Sylvester  promet  (p.  869,  ligne  4)  de  longs  développe- 
ments. Mais  je  vous  avoue  que  j'ai  quelques  doutes  sur  la  validité 
de  cette  démonstration,  puisque  les  développements  que  nous 
promet  M.  Sjlvester  semblent  porter  sur  un  autre  point.  Ayant 
autrefois  longuement  réfléchi  sur  cette  question,  j'avais  dû  recon- 
naître la  difficulté  que  j'ai  indiquée.  Dans  la  démonsiration  de 
MM.  Lindemann  et  Weierstrass  elle  est  surmontée,  mais  je  ne  vois 
pas  encore  comment  on  peut  l'éviter  en  suivant  la  marche  indiquée 
par  M.  Syh  ester.  Il  est  probable  que  je  me  trompe,  et  dans  le  cas 
où  il  en  est  ainsi  vous  me  feriez  un  grand  plaisir  en  me  tirant  de 
mon  erreur  et  en  m'ouvrant  les  yeux. 


284.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  19  décembre  1890. 
Cher  Monsieur, 

Je  suis  heureux  de  pouvoir  vous  dire  que  notre  Edith  est  tout  à 
fait  rétablie  maintenant,  quoique  encore  un  peu  aflaiblie  par  les 
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folios  fit'vres  dont  elle  a  soiin"crL  \  ous  ne  pourrez  g^uère  nous  faire 
un  pi  us  grand  j)laisir  rpie  de  rédiger  votre  nouvelle  manière  d'exposer 
la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  elliplicjues  dont  nous 
ornerons  nos  Annales.  La  [)ul)liealion  en  est  un  peu  en  relard  en 
ce  moment,  j'ai  donné  90  pages  de  mon  article  bibliographique, 
(jui  doil  commencer,  je  crois,  dans  le  3^  fascicule  (t.  1\  ),  mais  on 
n'a  pas  encore  reçu  des  épreuves  des  Mémoires  qui  doivent  former 
le  2^  fascicule. 

Quant  à  la  question  des  fonctions  sphériques,  il  est  un  peu  plus 
simple  de  poser 

.    [i  — 2aa? -i- a']--^  ='VP"(/-,  ar)a", 
0 

alors  la  formule  (A)  peut  s'obtenir  à  l'aide  de 

P"(A-,  cose)  =  P.  R.  -  smiAt: .    ^  ,     / rrdu, 

'    '  '  T.  i,is\n%f  J^      [un  —  tu)\'^-        ' 

e'«  ^        - 

t  =  — ^-,        a  =  e 

2  SI  n  8  2 

C'est    là    la    généralisation    de   la    formule    (6')    de    mon    Mé- 
moire (A'  =  -1j  mais  vous  \oyez  qu  il  faut  supposer  /."  <^  i ,  sans 

cela  l'intégrale  n'aurait  pas  de  sens.  Cependant  le  développement 
en  série  (xA.)  n'est  pas  assujetti  à  cette  restriction.  C'est  pour  cela 
que  j'ai  déduit  cette  formule  d'une  façon  toute  différente,  mais 
qu'il  serait  trop  long  à  expliquer.  On  rencontre  souvent  de  pareils 
faits  et  je  ne  sais  pas  encore  si  l'on  ne  pourrait  pas  remédier  à 
cette  difficulté  inhérente  à  l'emploi  d'intégrales  définies. 

Quant  à  celte  question  difficile  des  racines  de  P''(A',  x)  =■  o  qui 
sont  à  peu  près 

f  A-  (  I  —  A- 1  "1        (  2  /•  —  n-  A  ) 

.r,.=     I — -—    cos — -  (/•  =  I,  2,  . ...  «  ), 

L         2(«-f-A)2J  ■i.n-r-'i.k 

sur  laquelle  j'ai  réfléchi  depuis  bien  des  années  déjà,  le  seul 
iiioven  que  je  dois  essayer  encore  est  le  suivant.  Ces  racines  sont 
des  fonctions  algébriques  de  /.",  et  satisfont  par  conséquent  à  une 
éipialion  différentielle  linéaire  (jue  M.  Tannery  nous  a  appris  à 
former  dans  sa  Thèse.  Peut-être  pourra-t-on  tirer  quelque  chose 
de  cette  équation  différentielle  qu'il  faudra  obtenir  d'abord.  Mais 
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i)Our  le  moment  je  no  travaille  qu'Arithmétique  et  je  dois  porter 
là  tous  mes  efforts. 

C'est  ce  matin,  a|)r«''s  mon  Cours,  que  j'ai  vu  à  la  Faculté 
l'article  de  M.  Sylvestcr  sur  le  nombre  tt.  Maintenant  que  j'y  ai 
réfléchi  encore  et  que  les  choses  me  reviennent,  je  dois  vous  avouer 
que  je  suis  de  plus  en  plus  convaincu  que  M.  Sjlvester  n'a  point 
vu  la  véritable  difficulté  du  pi'oblcme. 

J'ai  été  engagé  dans  la  même  voir. 

il  est  parfaitement  dans  son  droit  de  remplacer  pour  une  seule 

racine  B 

/it:(0)         par        /) -H  7  0 -1-.  .  .  +  /0"-', 

mais,  pour  les  autres  racines,  aon,  car  si  Ion  voulait  admcllic 
cela,  on  poui-rait  démontrer  la  proposition  en  trois  lignes  et  sans 
avoir  besoin  de  la  fraction  continue. 

A  cet  égard,  je  me  rappelle  avoir  lu  dans  les  Acta  mathematica 
un  article  intéressant  d'un  géomètre  allemand,  dont  j'ai  oublié  le 
nom.  Permettez-moi  de  vous  en  dire  deux  mots. 

Soit 

(l)  «j-«+ è^"-'-!-.  .  .-4-  /  =  o 

une  équation  (à  coefficients  entiers)  irréductible.  On  sait  alors 
que  si  une  racine  X\  de  cette  équation  satisfait  à 

(  •>.  )  a  .T"' H-  b' x"'-'^  -f- . . .  -t-  /'  =  o, 

les  autres  racines  .Ta,  ..-■,  Xn  satisfont  aussi  à  (2).  L'auteur  se  deman- 
dait alors  si  cette  propriété  a  lieu  encore,  si  l'on  remplace  (2)  par 
une  équation  transcendante  telle  que 

(3i  p -\- qx -{- rx--^  sx^ -\-.  .  .=^  o, 

le  premier  membre  étant  une  fonction  holomorphe,  y>,  q,  r,  5,  . . . 
des  nombres  commensurables.  Par  un  exemple,  l'auteur  montre 
qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  et  il  ajoute  avec  raison  que  dans  le  cas 
contraire  on  aurait  pu  en  conclure  immédiatement  que  -  est 
transcendant.  Car  sup|iosons  tz  racine  de  (i)  et  de 

(4)  ^ 


1.2.3       1.2.3.4.5 
toutes  les  racines  de  (i)  seraient  des  racines  de  (4),  mais  (4)  n'a 
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pas  d'autres  racines  que  Atî,  (i)  ne  pourrait  donc  avoir  que  des 
racines  de  la  forme  A-.  Or,  cela  est  impossible,  car  il  s'ensuivrait 
par  les  formules  de  Newton,  par  exemple,  que  t.-  est  commensu- 
ralile. 

J'ajoute  qu'il  me  semble  bien  que  IM.  Sjlvester  remplace  A  •7((-)) 
aussi  pour  les  autres  racines  (■)/  par  /?  + ^/©/-f-.  .•+/<")'/  '•  ^^^'j 
seulement  de  cette  manière,  il  peut  obtenir  les  nombres  entiers 
réels  dont  il  j>arle  et  qui  seraient  en  nombre  infini  et  décroissants, 
ce  qui  est  impossible.  Mais  pour  moi,  et  jusqu'à  ce  que  l'on  m'ait 
tiré  de  mon  erreur,  je  ne  vois  pas  ces  nombres  entiers;  ils 
n'existent  pas. 

J'incline  à  croire  qu'on  ne  peut  pas  arriver  ainsi  au  but;  c'est 
votre  idée  de  considérer  les  fractions  au  même  dénominateur  qui 
donnent  par  approximation  plusieurs  (pianlilés  en  même  temps, 
(jui  me  semblent  toujours  être  le  germe  de  tout  ce  qu'on  a  pu  faire 
sur  ce  sujet.  Mais  voilà  une  lettre  bien  longue,  je  n'espère  rien  de 
mieux  que  d'avoir   tort    sur  cette  cpiestion  du  nombre  tt. 

Vous  voudrez  bien  me  croire  toujours,  cher  Monsieur,  votre 
bien  dévoué. 

285.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  22  décembre  1890. 
Mon  cher  Ami, 

C'est  en  i835  que  M.  Sjlvester  s'est  fait  connaître   au  monde 

malliématique  par  sa  belle  découverte  de  l'expression  des  fonc- 

1       c.               Vi       v^       I         \\       v'        (rt  — Ci- 
tions   de    bturm    :  —  =  >  ■ -,  -i  =  > -,  .  •  •;  on 

V         ^4  X  —  a      \  ^i  {x  —  a){x  —  0  ' 

doit  donc  supposer  qu'il  a  près  ou  plus  de  80  ans,  et  accueillir 
avec  quelque  indulgence  ce  qu'il  produit  encore  à  un  âge  si 
avancé.  Vos  objections  sur  la  démonstration  de  la  transcendance 
de  7:  me  semblent  extrêmement  fondées,  et  je  dois  vous  avouer 
qu'il  m'a  été  impossible  de  me  décider  à  lire  attentivement  son 
article  et  que  je  n'ai  pu  que  le  parcourir  des  jeux.  J'ai  en  ce 
moment  d'autres  soucis  et  il  ne  faut  rien  moins  pour  m'en  dis- 
traire que  vos  beaux  résultats  sur  les  fonctions  P"(  A:,  cos8).  Vous 
pensez  que  je  suis  aussi  préoccupé  que  vous  de  la  supposition  A<;  i 
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qui  s'impose  clans  voire  foriniilc 

P"(A-,  COSO)=  r.  R.- :— fT-T    /      ^; — -, — —, — rrdu, 

et  j'ai  songé  au  moyen  suivanl  de  lever  la  reslriclion.  Il  consiste  à 
remarquer  que  l'on  a 


/' 


du  =  — - — j- F { I  —  A-,  A-,  I  4-  rt  H-  A-,  t), 


[u{i—tu)y^-  r(n-rt-i-A:) 

de  sorte  qu'on  peut  écrire,  G  étant  un  facteur  constant, 

P«(/mC0s6)  =  GP.R.i^'*'   (i_/)"2F(i  — /.-,  /c,  i  +  «H-/,-,  t). 

Cette  relation  me  semble  pouvoir  se  démontrer  au  moyen  de 
l'équation  différentielle  du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  la 
fonction    de    quatre  éléments,    en   prouvant   que    la    substitution 

t  =  conduitàl'équation  semblable  concernant  P"(/i-,cos9). 

La   condition  de  prendre  la  partie  réelle   s'introduit    facilement, 
parce  que  l'équation  différentielle  en  t  a  ses  coefficients  réels. 
Votre  foi-mule  pour  l'expression  approcliée  des  racines 

P"(k,x)  —  o, 

r  k(i  —  k)'\         (2/- —  I -+- A)Tr 

x,.—  \i p-     cos j (r  =  I,  2,  .  .  .,  «) 

L         ■.>(«  +  A)-J  zn-hik  ' 

est  extrêmement  remarquable,  mais  comment  former  Téquation 
différentielle  linéaire  de  M.  Tannery?  Peut-être  vaut-il  mieux 
renoncer  à  creuser  plus  avant  la  question  de  l'apj^roximation  à 
cause  des  difficultés  énoi^mes  qu'elle  présente. 

Au  moment  où  je  vous  écris,  je  crois  voir  que  de  l'équation  (i5) 
de  Tarlicle  7  du  premier  Mémoire  de  Gauss  Sur  la  série  de  quatre 
éléments,  donnant  une  relation  linéaire  entre  les  quantités 
F(i  —  /i".  A',  \  -\-  11  -\-  k-i  t)  qui  correspondent  à  //  —  i ,  /?,//  +  i ,  ou 
doit  pouvoir  en  conclure  une  équation  correspondante  entre 
P«-'  (A-,  cos9),  P«(A-,  cosO)  et  P«+'  (A-,  cos8),  de  sorte  qu'il  suffirait 
de  vérifier  qu'elle  coïncide  avec  la  relation  connue  entre  ces  trois 
fonctions. 

Je  reviens  aux  fonctions  elliptiques,  je  prends  la  liberté  de  vous 
envoyer  les  dernières  pages  de  mon  Cours  où  est  traitée  la  théorie 
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de  la  transfornialion;  vous  médirez,  en  louLe  sincérité,  si  vous 
jugez  qu'elles  vaillent  la  peine  d'être  reproduites  dans  les  ^/i/ia/e* 
avec  les  corrections  et  additions  nécessaires.  Je  songe  à  tirer  parti 
du  théoix-me  de  M.  Sinilli,  j)our  ramener  au  moyen  de  la  trans- 
formation du  premier  ordre  applicjiiée  au  module  proposé  k,  puis 
au  mudule  translormé  /,  le  cas  le  plus  général  aux  cas  particuliers 
simples  où  Ion  a 

K  -  K'  -, 

^=£iL,         ~  =  Z.2L  avec         1^12=  n. 

J'ajouterai  aussi  la  remarque  que  voici.  Soit 

les  fonctions  complètes  de  seconde  esj)èce,  qui  correspondent  à  J 
et  à  J'  de  M.  Weierstrass,  on  aura,  en  désignant  par  a-  la  dérivée 
seconde  de  S  (a:),  pour  .r  =  o 

-^  =  —  c  }  -r-  iai' -\ (—  cK  —  iciK'), 

il  =      d5  —  ibi'^-(     clK  —  il?K). 
M  n 

Dans  ces  relations  t  est  une  fonction  algébi-ique  du  module  k. 
Tous  mes  vœux  pour  la  santé  de  M"^  Edith  et  de  vos  autres 
enfants,  en  vous  renouvelant,  mon  cher  ami,  l'assurance  de  toute 
mou  allection. 

286.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  no  décembre  1890. 
Cher   MojNSiel'h, 

Après  avoir  kl  les  dernières  pages  de  votre  Cuurs,  que  vous  avez 
eu  la  bonté  de  menvojer,  je  peux  déclarer  en  toute  sincérité  que 
nous  les  accueillerons  très  volontiers  dans  les  Annales  avec  les 
additions  ([ue  vous  voudrez  bien  ajouter.  D'après  le  théorème  de 
M.  Smith,  dans  la  substitution 

M  ^ ''    '  AÏ  "^ ''^  (avecEi£2=«) 
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on  peut  supposer  que  Ei  divise  £25  uiais  je  ne  crois  pas  que  celle 
circonstance  joue  un  rôle  dans  la  queslion  de  la  transformation,  à 
votre  point  de  vue. 

Pour  revenir  un  moment  sur  les  polynômes  P"(/i-,  ^),  je  dois 
vous  dire  que  le  problème  de  trouver  l'équation  différentielle  des 
racines  x  de  P"(/k-,  ^)  =  o  en  fonction  de  k  ne  me  send)le  pas 
inabordable  du  tout.  Cela  pourra  êti'e  un  calcul  plus  ou  moins  lon{.;j 
mais  j'estime  qu'avec  un  peu  de  persévérance  on  arrivera  cerlai- 
aement  au  but,  et,  connaissant  le  discriminant  de  l'ccpuition,  on 
peut  même  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  l'équation.  Mais  je 
serai  beaucoup  moins  affirmatif  quant  à  la  question  de  savoir  ce 
(pi'on  pourra  tirer  de  cette  équation  difierenlielle. 

Je  lire  de  l'équation  de  définition 

flO 

(l  —  ix'x  -t-a2)-'^-  =Vp«(A-,ir)a", 

0 
ou  plutôt 

(,  _  .a;a-|-  «2)-/.=  -L  +  -±i^  -^  .  .  .+  P"(/-,  ..-)a-"-H-^  .  .  . , 

d'abord 

P«  (  A-,  X  )  =  — ^.    /    a"+2/'-i  (  I  —  207 a  +  a2  )-/'  d% 

7.711  Je 

et  de  là  je  tire,  à  peu  près  comme  dans  mon  Mémoire  imprimé, 
P''(Â:,  cose)= P.  R.- — T-T-T    /     V— 7 : — rrr^^"- 

Or  je  ne  me  console  pas  encore  de  ce  fait  que  celle  dédurlion, 
qui  me  paraît  la  plus  directe  (bien  entendu,  en  partant  de  ma  dé- 
linilion  du  polynôme)  impose  la  restriction  A  ■<  1 . 

Je  ne  sais  pas,  mais  il  me  semble  presque  qu'en  s'appuyant  sur 
la  définition  par  l'équation  dillerentielle  la  détermination  des 
constantes  causera  encore  quelques  difficultés. 

Un  de  mes  élèves,  M.  liourgel,  qui  est  actuellement  en  Alle- 
magne, a  fait  un  pelil  travail  sur  une  généralisation  de  la  qua- 
drature de  Gauss  étendue  à  rintégrale 


// 


F(x,y)dxdf 
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t'iendue  sur  l'aire  x--\-y-^\.  11  rencontre  vos  polynômes,  qui 
sont  les  dérivées  partielles  de  (x- +  y- —  i)'".  Cependant,  je  dois 
rengager  à  approfondir  encore  quelques  points,  mais  je  crois  que 
cela  fera  un  joli  travail.  Cette  question  ])eut  être  envisagée,  du 
reste,  sous  bien  des  points  de  vue  did'érents. 

Je  prépare  toujours  ma  théorie  des  nombres;  voici  une  j)ropo- 
sition  assez  curieuse  que  j'ai  rencontrée  en  étudiant  les  démonstra- 


tions de  la  loi  de  réciprocité  (les  diverses  modifications  qu'on  a 
proposées  pour  la  troisième  démonstration  de  Gauss).  Soient  OX, 
OY  deux  axes  rectangulaires  ;  je  note  les  points  dont  les  coor- 
données   sont   entières    et    qui    forment   un    réseau.    Cela    étant, 

soient  OA  =  —>  OB  =  -  les  côtés  d'un  rectangle  OACB,  p  cl  q 

étant  des  entiers  impairs,  premiers  entre  eux.  Traçons  les  diago- 
nales AB,  OC  se  coupant  en  D;  alors  il  y  a  toujours  autant  de 
points  du  réseau  à  l'intérieur  du  triangle  BDC  qu'à  l'intérieur  du 
triangle  ADC. 

Je  crois  que  la  démonstration  est  plus  cachée  qu'on  ne  pourrait 
le  croire  d'après  la  simplicité  de  l'énoncé. 

J'ai  vu  dernièrement  qu'on  a  présenté  à  l'Académie  des  Sciences 
le  Tume  XIII  (ou  du  moins  les  premiers  fascicules  de  ce  ^  olume) 
des  Acta  matltejiialica,  et  je  crois  me  raj)peler  (ju'on  avait  annoncé 
que  ce  \  olumc-là  renfermerait  les  Mémoires  couronnés  à  l'occasion 
de  l'anniversaire  du  roi  de  Suède.  Xous  allons  donc  avoir  enfin  ces 
Mémoires. 


A'euillez  bien  accepter,  cher  ^lonsieur,  mes  meilleurs  vœux  pour 
votre  bonheur  à  l'occasion  de  la  nouvelle  année  cjui  va  commencer 
et  me  croire  \olre  très  dévoué. 
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287.  -  II ERMITE  A  STIELTJES. 

(Entre  le  i"  et  le  i5  janvier  1S91)  ('  ). 
Mon  cher  Ami, 

Je  vous  remercie  de  vos  soiiliaits  de  bonne  année  el  je  vous  offre 
alï'eclueusement  mes  vœux  pour  vous,  pour  M'"^  Slielljes  et  vos 
cliers  petits  enfants,  l^uissiez-vous  celte  année,  comme  les  précé- 
dentes, réussir  dans  vos  recherches  et  continuer  de  produire  les 
beaux  travaux  qui  vous  ont  placé  au  pins  haut  rang  dans  l'estime 
de  tous  les  géomètres.  C'est  avec  grand  plaisir  que  je  vois  un  de 
vos  élèves,  M.  Bourget,  s'engager,  sous  votre  impulsion,  dans  la 
question  extrêmement  intéressante  de  l'évaluation  approchée  de 
l'intégrale  /    /  F(.r,  r)  dx  dy^  relative  à  l'aire  intérieure  du  cercle 

.r-H-  )  -=  I.  Le  même  sujet  a  été  traité  par  M.  Appcll  dans  un 
article  intitulé  :  «  Sur  une  classe  de  polynômes  à  deux  variables 
elle  calcul  approché  des  intégrales  doubles  »,  que  j'ai  seulement 
parcouru  des  yeux  sans  l'étudier  à  fond,  mais  les  ymites  sont  sup- 
posées constantes,  ce  qid  change  extrêmement  le  point  de  vue;  je 
le  tiens  à  votre  disposition,  si  vous  n'en  avez  pas  déjà  connaissance. 
J'ai  bien  peu  travaillé  depuis  le  jour  de  l'an  ;  je  me  suis  senti  connue 
engourdi  par  le  froid,  moralement  et  physiquement. 

Je  reviens  à  l'Analyse,  je  ne  vous  parlerai  point  du  théorème 
d'Arithmétique  sur  le  nombre  des  points  contenus  dans  vos  deux 
triangles,  bien  que  j'y  porte  grand  intérêt;  je  reviendrai  encore  à 
la  transformation  en  prenant  pour  point  de  départ  les  relations 


Soit 


puis 


—  =  aL -H  J<^L',  -^  =  c\^ -^  id\J  {ad  —  bc  —  n). 


'      k^in^xdx,  ii' =    1  k-  sn^x  dx, 

0  «^V 


(')  Note  des  édileurs.   —  Cette  lettre  n'est   pas   datée,   mais  il  semble    bien 
qu'elle  vienne  se  placer  entre  le  i"  el  le  i5  janvier. 

II.  Q 
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En  désignant  par  s  la  valeur,  pour  x  =  o,  de  la  dérivée  seconde 
de  la  fonction  que  j'ai  désignée  par  S(^),  on  aura  à  l'égard  des 
intégrales  complètes  de  seconde  espèce  les  relations  suivantes  : 

i\     ^-di      —iby—-idK      -ibK'), 

— -r-  =  —  cJ-+-iay~. (  —  cK  -\-  iaK'), 

IM  n 

où  S  est  une  fonction  algébrique  du  module  /\.  ^  oici  un  autre 
résultat  : 

Soit  pour  fi  impair  y  =z  —  la  formule  de  transformation,   qui 

y-/-!/  doc 

donne  r  = ,     j'envisage    la 

y/d   ~y''-){\--l-y-)         M/u  — ar2)(i  — A2ar2j 

relation  suivante  : 

Ao.T''+i-+- A,ar"-i-f-  A237"-3^-.  .  .-f-  A„  +  i 


Biar«-2-i-  B2a7«-*-^.  . .—  B„_i  W(i  —  x- )iy\  —  k'^x"-)  =  o, 


/BiX'i---^  BiX"-^-^.  . .—  B„_i  \ 


où  entrent  n  -h  i  coefficients  arbitraires  sous  forme  bomogène.  On 
pourra    donc    en   disposer   de    juanière    que   l'équation   proposée 

admette  les  n  racines  de  l'équation  v  =  y',  cela  étant,  j'observe 


,  — :rr-- 7":; — rr  /(  '  —  Y^  )  <  '  —  ^"  y-  )  dx    ,  p., 

qu  ayant  ^  ( i  —  x-){\  —  k-  x-)  =  -— ^ ~ — tt. ~ j- .  les  coelti- 

cients  Aq,  A|,  Ao,  ...  et 

Bi/(i— X')('  — ^'J')>     B2v/(i-7-)(>  — ^-r')>     •■• 

seront  des  fonctions  rationnelles  de  la  variable  y.  Il  en  résulte 
qu'on  peut  former  une  relation  de  cette  forme 


?(^.r)Ai— J^)"  —  l-y'^)-^'^ix,y)\/{^i  -x'-){i  —  k-^x^)  =  o, 

où  z>  et  d»  sont  rationnelles  en  x  et  j>',  qui  soit  vérifiée  pour  toutes 
les  racines  x  iAej-=  ^• 

Mais  on  a  sous  forme  rationnelle 

o-Hx,y){i—y^){\—  i-y-)  —  'l''-{x,  y){i  — x^-)(i  — k'^x'^)  =  o, 
cpii  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  x^  [dont  le  premier 
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membre]  admettra  pour  diviseur  U- — V^yS;  cette  équation  du 
degré  2/iH-2  aura  en  outre  une  solution  x-=\^(^y'j^  où  vous 
verrez  facilement  que  ^^(j')  est  rationnelle  en  y.   Cette  fonction 

rationnelle  donne  la  substitution  complémentaire  dejK=^>  de 

sorte  ([u'en  écrivant_/=  O(^),  l'expression  0[)v(j:;)]  est  la  formule 
pour  la  multiplication  de  l'argument  elliptique  par  n. 

Croyez-moi  toujours  votre  bien  sincèrement  dévoue. 
P. -S.  —  M.  Sylvester  a  reconnu  et  avoué  son  eri'eur. 


288.  —  SriELTJËS  A  HERMITE. 

Toulouse,  ij  janvier  iSijr. 
Cher  Moissieuh, 

\  euillez  bien  accepter  nos  meilleurs  remercîments  pour  vos  bons 
soubaits.  J'ai  vu  avec  regret  <pie  vous  supportez  mal  ces  grands 
froids,  mais  je  ne  peux  pas  me  vanter  de  les  supporter  mieux. 
J'éprouve  une  grande  difficulté  à  respirer  et  je  me  sens  trop  fatigué 
pour  travailler  sérieusement.  Espérons  donc  cjue  cela  ne  durera 
pas.  La  Garonne  est  prise,  ce  qui  ne  s'est  pas  vu  depuis  l'biver 
1870-1871 . 

M.  Klein,  de  GiUtingue,  a  obtenu  tout  récemment  un  résultat  qui 
m'intéresse  beaucoup  (il  avait  publié  son  résultat  seulement  déjà 
dans  les  Nachrichte  de  Gottingue,  août  1890). 

Soient  «il- (.2;)  le  nombre  enûer plus  petit  (\\iex\^C{x)  =  o  lorsque 
x  =  i  ou  .r  •<  i],  ensuite  \a\  la  valeur  absolue  de  a;  alors  il  dé- 
montre que  le  nombre  des  racines  de  l'équation  transcendante 

"^'  "  i.Y  i.a.Y(Y  +  i) 

qui  sont  comprises  entre  ^  =  o  et  .«  =  i  (excl.)  est 

lorsque  i  —  y  est  négatif  ou  nul. 
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Dans  le  cas  où  i  —  y  est  positif,  ce  nombre  est  encore  exprimé 
par  (1)  lorsque  F  (a,  fj,  v,  x)  s'annule  pour  x'  =^  i ,  dans  le  cas  con- 
traire ce  nombre  sera  C(. . .)  ou  C(. . .)  -h  i  et,  pour  décider  entre 
ces  deux  valeurs,  il  suffit  de  constater  le  signe  de  F(a,  |B,y,  ^) 
pour  x  =  I  (ce  qui  est  facile  d'après  les  formules  connues)  car, 
lorsque  ce  signe  est  +,  le  nombre  des  racines  est  nécessairement 
pair,  et  impair  dans  le  cas  contraire.* 

La  démonstration  de  M.  Ivlein  est  extrêmement  intéressante, 
elle  repose  entièrement  sur  la  concej)tion  des  feuilles  nudtiples  de 
Riemann  et  des  considérations  géométriques.  Cela  prouve  bien 
liilllilé  de  ce  mode  de  représentation,  mais  je  vous  (brai  (jue  \a 
Géométrie  j  intervient  trop,  à  mon  goût,  et  il  me  semble  qu'il  serait 
désirable  d'avoir  une  démonstration  plus  purement  analytique.  Dès 
que  j'ai  vu  l'énoncé  du  tbéorème  je  n'ai  pu  m'empêcber  de  penser 
(|u"(»n  pourrait  y  arriver  par  la  métliode  de  Sturm  en  s'appuyant 
sur  les  relations  entre  les  fonctions  F  contiguës,  etc.  Mais  il  y  a 
encore  autre  cliose  et,  en  partant  du  résultat  de  M.  Klein,  il  me 
semble  qu'on  pourrait  arri\ci"  peut-être  à  déterminer  aussi  le 
nombre  exact  des  racines  imaginaires  d'une  branche  quelconque 
de  la  Ibnction  non  uniforme  F(a,  [î,  ^',  x),  à  peu  près  comme  \ous 
avez  lait  cela  dans  le  cas  particulier  de  la  fonction  sphérique  de 
seconde  espèce. 

En  tous  cas,  ce  serait  une  tentative  à  faire  et  je  regrette.beaucoup 
cpie  je  n'aie  pas  ici  quelque  élève  à  qui  je  pourrais  indicjuer  cette 
recherche.  ^  oilà  notre  malheur  en  province,  ceux  qui  se  préparent 
pour  la  licence  sont  trop  peu  avancés,  et  les  candidats  à  ragrégation 
se  bornent  nécessairement  à  travailler  puur  le  concours. 

Voilà  M.  Bourget  qui  est  agrégé  maintenant  et  débarrassé  ainsi 
de  tout  souci  d'examen.  On  l'a  envoyé  en  Allemagne  et  il  m'écrit 
(pi'il  profite  beaucoup  à  Gottingue. 

Moi,  je  dois  absolument  me  borner  à  la  théorie  des  nombres, 
d'autant  plus  que  j'ai  vu  dans  les  Comptes  lendus  le  sujet  du 
grand  prix  pour  1892,  qui  me  donnera  beaucoup  à  faire. 

Je  crois  que  vous  n'avez  pas  vu  farticle  que  j'ai  rédigé  à  la  suite 
de  votre  article  sur  la  fonction  sphérique  de  seconde  espèce.  J'en 
ai  envoyé  l'épreuve  corrigée  à  l'imprimerie  il  y  a  trois  semaines,  à 
peu  près,  et  je  prends  la  liberté  de  vous  adresser  le  second  exem- 


LETTRE  289.  i33 

plaire  que  j'ai  reçu  alors,  vous  voyez  ([uc  je  n'en  ai  plus  besoin; 
cependant,  il  est  peut-être  prudent  de  ne  pas  le  détruire.  Je  nie 
rappelle  avoir  eu  à  regretter  un  jour  de  n'avoir  pas  conservé  le 
second  exemplaire,  parce  qu'on  n'avait  pas  reçu  à  l'imprimerie 
l'épreuve  corrigée,  qui  n'était  pas  arrivée  à  destination. 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  très  dévoué. 

P. -S.  —  Si  je  ne  parle  pas  de  la  transformation,  c'est  que  j'ai 
voulu  profiter  d'un  instant  de  loisir.  Je  suis  pris  pour  quelques 
jours  encolle  par  des  visites  à  faire,  etc. 


289.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  17  janvier  1891. 


INloN 


CHER 


J'apprends  avec  grand  plaisir  que  vous  avez  fait  un  article  dans 
les  Annales  de  Toulouse  à  la  suite  de  ma  Note  sur  l'équation 
()"(^)  =1  o  et  je  viens  vous  prier  de  vouloir  bien  me  réserver  des 
exemplaires  du  tirage  à  part,  3o  si  c'est  possible,  afin  de  pouvoir 
les  donner  en  les  joignant  aux  miens.  Le  froid  redouble,  le  vent 
s'y  joint;  ce  matin,  il  n'y  avait  pas  moins  de  8",  et  en  sortant  je  me 
suis  senti  les  oreilles  et  les  doigts  gelés.  Mais  la  communication 
extrêmement  intéressante  que  vous  m'avez  faite  du  beau  théorème 
de  M.  Klein  sur  le  nombre  des  racines  réelles  <  i  de  l'équation 
F(a,  j3,  y,  ^)  =  o  m'arrache  à  la  torpeur  qui  m'a  envahi  depuis 
plusieurs  jours.  Je  vous  chicanerai  au  sujet  de  votre  prétention  de 
le  démontrer  par  la  méthode  de  Sturm,  en  recourant  aux  relations 
que  Gauss  a  données  entre  les  fonctions  qu'il  nomme  contiguës. 
Il  me  semble  que  cette  méthode  n'a  jamais  été  appliquée  et  n'est 
applicable  qu'aux  équations  dont  le  premier  membre  est  un  poly- 
nôme entier,  ou  du  moins  faudrait-il,  si  l'on  suppose  \(  une  fonc- 
tion transcendante,  que  dans  la  suite 

V  =ViQ,-V2, 
V,  =V,Q,-V3, 
) 

V,_,=  V,Q,-V,+i 


l34  CORRESPONDANCE   d'hERMITE   ET    DE    STIELTJES. 

il  se  rencontre  une  fonction  V,-^)  ne  changeant  jamais  de  signe 
entre  les  limites  où  l'on  cherche  les  racines.  Je  n'ai  aucune  idée  des 
considérations  géométriques  employées  par  M.  Klein,  et  mon  igno- 
rance de  l'allemand  ne  me  permettra  jamais  de  les  connaître;  aussi 
les  vorrais-je  avec  grand  plaisir,  et  d'autres  que  moi  certainement, 
si  vous  vouliez  bien  en  donner  la  substance,  lorsque  vous  puljlierez 
un  article  sur  la  question  des  racines  imaginaires.  La  grande  diffi- 
culté du  sujet  me  fait  croire  cpie  vous  devrez  vous-même  y  mettre 
la  main,  et  ce  serait  sans  doute  en  étudiant  la  variation  de  l'argu- 
ment, plutôt  qu'en  recourant,  comme  je  l'ai  fait,  aux  indices  de 
Cauchy,  qu'on  pourra  réussir. 

Vous  regrettez  de  n'avoir  pas  d'élèves  à  cjui  confier  une  cjuestion 
à  traiter;  hélas!  il  n'en  est  pas  autrement  à  la  Sorbonne  qu'à  Tou- 
louse et  dans  toute  Faculté  des  Sciences  de  France.  Un  élève  de 
Clebsch,  qui  a  sui\i  mes  leçons,  INI.  Pasqnier,  astronome,  pro- 
fesseur cà  Louvain,  m'a  appris  que  Féminent  géomètre  qui  a  pro- 
duit tant  de  beaux  Mémoires  travaillait  très  peu.  Les  idées  lui 
venaient  heureuses  et  abondantes,  il  les  livrait  à  déjeunes  ouvriers, 
enchantés  de  travailler  sous  ses  yeux,  avec  sa  direction,  qui  lui 
supprimaient,  en  faisant  les  calculs  avec  grand  soin,  tout  travail 
matériel,  et  c'était  au  grand  profit  de  la  Science  comme  de  ses 
auxiliaires. 


En  vous  conviant,  mon  cher  ami,  à  faire  une  part  dans  vos  mé- 
ditations et  votre  travail  à  la  fonction  K{s),  puisque  c'est  moi  qui 
ai  proposé  la  question  comme  sujet  de  prix,  et  en  espérant  avoir 
bientôt  des  nouvelles  favorables  de  votre  santé,  croyez  toujours  à 
mon  affection  sincère  et  bien  dévouée. 


290.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  19  janvier  1891. 
Cher  Monsieur, 

J'ai  demandé  à  M.  Gauthier- Villars  de  vous  faire  parvenir,  dès 
qu'ils  seront  prêts,  3o  tirages  à  part  de  mon  petit  Mémoire,  qui 
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fait  suite  au  vôtre  sur  les  racines  de  Q"(^)  =  o.  J'espère  que  vous 
aurez  reçu  maintenant  l'épreuve  de  cet  article,  que  je  vous  avais 
envoyée  en  même  temps  que  ma  dernière  lettre. 

Maintenant,  permettez-moi  de  défendre  mon  idée  de  démontrer 
le  théorème  de  M.  Klein  à  l'aide  de  la  méthode  de  Sturm.  Soit 


y-- 

=  F(a, 

P, 

1  Tj  ^): 

y=.^^F(a-|-i,[i  +  . 

■'Y 

+  i,:r);  jecc 

simplement 

'équation  dilierentielle 

y  = 

Y  —  fa  +  3  H-i)a7     , 

'■ 77^ — — y-+-^ 

(i- 

-$■ 

de 

même 

y 

=  ■ 

-x) 

y 

= 

Y  +  9.- 

-X) 

y' 

(a  +  2)(P-f-2) 

en  posant 

y  -V., 

y  =-o(!3v.„ 

f    =:_(a+l)r|3  +  l)V3, 

y^=  +  a(a  +  2)|3(P  +  2)V4, 

^(5)=.  +  (a  +  i)(a-+-3)(i3  +  i)(P  +  3)V3, 

^6)  =  _  a(a  +  2)(a  +  4  )  !3(  ^  -H  2  )  I  ;3  +  4  )  Ve, 

jk(^'  =  — (a  +  i)(a  +  3)(a  +  j  )(  ^ -h  i  )(  [i  +  3)(  ^  +  5)  V7, 


J  ai 

V  =QiV,-a7(i-:r)V2, 

V2=  Q3  ¥3-07(1- a;)  V4, 
V3=  QiVi-^Ci-^jVs, 
) 

ces  fonctions  V,,  Vo,  V3,  .  .  .  peuvent  donc  servir  à  déterminer  le 
nombre  des  racines  dans  l'intervalle  (o,  i).  On  a,  en  écrivant  F(A-) 
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au  lieu  de  F  (a  -{-  A',  ^  -{-  A",  y  +  k,  x), 
V  =  F(o), 

V,^_<^+;)(fi  +  ')F(.), 


V,  — 

-t- 

(a-(-i)(a-h 

-3)(P  +  i)(^ 

-3) 

F(4), 

^\  — 

ocl'a  --  2") (a 

..(Y--3) 

'  :T-  ^ 

V,  - 

'•..(7  +  4) 

'  l-J  A 

11  faul  é\itlemmeiil  pousser  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  fonc- 
tion F(A)  lelle  que  a4-A%  [ii-hA",  y  +  A"  soient  positifs;  il  est  clair 
alors  que  ^  a=  o  n"a  plus  de  racines  dans  lintervalle  (o,  1). 

Pour  ^  =  o  on  a  immédiatemenl  les  valeurs  de  \,  ^  1 ,  \  o,  •  •  •  • 
Considérons  la  valeur  ;r  =  i .  Le  coefficient  de  x"  dans  F  (a,  |ii,  v,  x) 

est 

a(7.  -^  i).  .  .(a  -^  «  —  i).^([î  -1-  1).  .  .(  ^-i-  /«  —  1) 
1  .■i...n.'[i'(  -+-1). .  .(y  -h  n  —  \) 
_  V(oL-hJi)T(p-^  n)        r  (  I  )  r  (  Y  > 

"  r(,-i-n)r(Y^«)  ^  r(a)r([i)' 

c'est-à-dire  à  cause  de  Fi  a  4- /?)  = /?*  r(n)(i -{- s)  (s  très  pclil 

pour  n  grand) 

_  r(i)r(Y)      n'-^+?-y    _ 
r(a)r(^)''      «     ^'  '  '^• 

Il  est  clair  par  là  que  pour 

a  4-  .&  —  Y  l  o 

la  série  est  divergente  pour  x  =^  \,  F  devient  infinie  mais  avec  le 

siG>E  (le „ , ,    •  Ur  a  cause  de 

I  (  a,)r(^) 

F(a,  !i,  Y,  3-)  =  (I  -  x)y-'^-?  F(x\  <fi',  y',  ^) 
[a'^Y-^',  ^'=Y-!î.         ï'=Y,         a-4-?-Y  =  -(a'+.&'-Y')], 

on    peut   se    borner  à  considérer  le   cas    a  +  |3  —  "'^o,    puisque 
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t 

F  (a,  [5,  y,  x)  =  o,  F  (a',  [i',  y',  x)  =:  o  ont  les  mêmes  racines  com- 
prises entre  o  et  i .  On  aura  alors  aussi  (a  4-  A")  -h  (^  -|-  A)  —  (y  +  /r)^o 
et,  pour  ^  =  I ,  on  a  à  compter  les  variations  de  signes  dans  la  suite 

r(a)r(^)' 
g-!^        r(Y  +  i)        _      r(T) 

Y(Y-+-ij      r(a-i-'^)r(^-^  2)         r(7.-f-i)r(!i-+-rj' 

_  a(a-4-2)  P([^  +  2)  r(Y  +  3)  ^ gi^r(Y)  ^ 

Y^r  +  OCï  +  '-i)    r(aH-3)r([i  +  3)         r(a-)-2)r([i  + a)' 

(a  +  0(a  +  3)rp+i)(P  +  3)  r(Y-4-4)  ,    (g  +  i)(  (3 -m)  r(Y) 


Y... (Y -H  3)  r(a  +  4)r(^  +  4)  r(a  +  3)l^(fi  +  3, 

a(a+2)(a-f-4)^(P  +  2)(p  +  4)        r(Y  +  5)         ^       a(a  +  a)  |3(^  +  2)  Hy) 

"^  Y---(ï-+-4>  i\a  +  5)r([i+5)     "^   r(a+4)r(li-f-4.) 

ou,  si  l'on  divise  par  ,,,    ,  L   r,   '  la  suite 

a(a  +  2)  {^(^  +  2) 

"^  a(a  +  i)(a-4-?.)(a  +  3)  j3(  p  +  i){  [3 -H  2)(  ji  +  3)    ■ 

et,  puisqu'il  ne  s'ayit  c[ue  des  signes,  j'ai  enfin  la  suite 

I,      I,     -^[i,     _(a  +  i)([i  +  i),     +a(a-)-2)p(^  +  2), 
-f-(a  +  i)(a+3j([i+i)(îi  +  3),     -  a(a  +  2)(:c  4- 4  )  (^(P  + -'-)(  P  ^- 4),      •••, 

tandis  que,  pour  x  =  o,  on  a  la  suile 

o^        _  ( 7.  -I-  1  )((;:,  -n  )        _  a(a  +  2)  fi(p  +  2) 
''     T'      "^        Y(Y  +  ')       '  T(T-t-')(T  +  2) 

^  (a  +  i)(a  +  3)(^  +  i)(P  +  3)  ^      _^ 
T(T  +  i)(Y  +  '-*Ky  +  3) 

Il  reste  une  discussion  à  faire,  plusieurs  cas  sont  à  distinguer. 
Je  ne  l'ai  pas  complètement  faite,  mais,  dans  les  cas  que  j'ai 
examinés,  j'ai  trouvé  des  résultats  conformes  à  la  règle  de  M.  Klein. 

Je  reviendrai  plus  tard  sur  la  question  des  racines  imaginaires. 
En  ce  moment  je  ne  peux  guère  que  réfléchir  vaguement  et  faire 
des  projets,  mais  je  dois  renoncer  à  serrer  les  difficultés  de  près. 
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Mon  plus  grand  souci  est  toujours  cl'a\oir  terminé  vers  juin  ou 
juillet  les  sept  premiers  Chapitres  de  ma  théorie  des  nombres, 
embrassant  la  partie  élémentaire.  Je  pourrai  respirer  alors  plus 
librement  et  m'abîmer  dans  létudo  de  la  fonction  ^  et  des  noiubres 
premiers. 

Pendant    la  journée   dhier  le   thermomètre    a   marqué  jusquà 
—  i3",  cette  nuit  il  est  allé  ja6([u"à  —  i()". 

En  faisant  les  meilleurs  vœu.v  pour  votre  santé,  j(^  \ous  prie  de 
vouloir  bien  me  croire  votre  tout  dévoué. 


291.  —  IIEBMITi:  A   STIELTJES. 

Paris,  27  janvier  1891. 


]M0N    CHER    A 


MI, 


Les  épreuves  de  la  vie  n'épargnent  point  les  algébrisles  et  je  suis 
encore  sous  Timpression  dune  mort  survenue  dans  uia  famille  la 
semaine  dernière,  mais  je  ne  dois  pas  tarder  plus  longtemps  à  vous 
dire  que  votre  démonstration  du  beau  résultat  de  M.  Klein  est 
extrêmement  remarquable  et  vous  fera  grand  honneur.  Une  partie 
de  votre  analyse,  l'emploi  des  dérivées  successives  de  Féquation 
différentielle  du  second  ordre  de  la  série  de  Gauss,  s'était  présentée 
à  mon  esprit,  en  me  rappelant  un  passage  de  V Algèbre  de  Serret, 
où  est  établie  la  réalité  des  racines  de  X„=  o  au  moyen  de 

mais  je  n'ai  fait  qu'entrevoir,  sans  le  suivre,  le  chemin  qui  vous  a 

si  bien  conduit  au  but.  Quant  aux  racines  imaginaires  je  n'aperçois 

rien,  je  suppose  seulement  que  vous  ferez  usage  de  l'expression 

,1 
par  une   intégrale   définie    /    ^""'(1  —  ^)~='~T~'(i — zx)'^  dz    qui 

vous  donnera,  comme  on  dit,  du  fil  à  retordre. 

Je  vous  fais  également  mon  compliment  sur  votre  article  des 
y4/î/?rt/e5  dont  l'épreuve  m'a  été  envoyée  et  qui  concerne  Q"(^)  =  o. 
Vous  avez  jeté  une  vive  lumière  sur  la  nature  analytique  de  la  fonc- 
tion de  seconde  espèce,  et  tandis  que  j'ai  esquivé  les  difficultés, 
par  l'emploi   d'une   substitution,   vous  les  avez   abordées  et  sur- 
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inonl(5cs  en  ne  craignant  poinl  de  les  regarder  en  face.  Je  serai  très 
conlenl  de  joindre  votre  article  au  inien  en  l'envojant  à  mes  amis 
niathémaliques,  qui  le  liront  avec  le  plus  grand  intérêt. 
Peruiettcz-inoi  de  revenir  sur  l'cMiualion 

où  je  pose 

cj,{x,  y)  =  Aoa7«+'-i-  A,  37"-'+  A2^"-3-|-.  .  .-I- A„-t-i, 
'\i(x,y)  —  Bia;"-2+  B^x'^-'*  4-  B-iX'^-^ -\- .  .  .-h  B„  _  1  .r, 

en  déterminant  les  coefficients  par  la  condition  qu'elle  admette  les 

îi  racines  de  la  formule  de  transformation  y  t=  —  >  Ces  coefficients 

V 

seront  donc  des  fonctions  rationnelles  dey,  et  l'équation 

ne  contenant  que  des  puissances  paires  de  x,  contiendra  le  facteur 
y- —  rrp;-  On  peut  donc  écrire 

=  Ag(U•2-V•^J^'-)[,r2-0■^7)](I-J'^)(I-/•^J'^), 

en  admettant,  comme  on  le  peut,  (pie  le  coefficient  de  a:'^  dans  U 
soit  égal  à  l'unité. 

Soit  maintenant  x  =  o,  ce  qui  donne 

A|^(i-72)(i  _.  Z2^2)  =  (,  _j.2)(i  _  l^y^')AIYiy-OHy), 
2 

Vq  étant  la  valeur  de  U  pour  x  ^=  o,  on  voit  ainsi  que  ^(v)  est  une 
fonction  rationnelle  de  jkJ  c'est  cette  fonction  que  je  veux  obtenir. 

Je  pose  à  cet  effet  j/  =  sn( -rj?  /],  les  racines  x  deviennent  donc 

sn-M,    sn2(M-|-4w),   sn-[ii  -{-  ^{n  —  0^]   ^^^   ^   ^^^    ^^   quantité 

niK  -h  m' iK'  ,        ,    ,      ,  11*11  •   ■  1         1  •  <    t  ' 
>  et  le  tlieoreme  d  Abel,   qui  s  applique  a  1  équation 

considérée,  donne,  pour  l'argument  de  la  racine  cherchée,  la 
somme  w  -t-  if  +  4  w  H-  m  +  8(o  -f-  .  .  , ,  c'est-à-dire  nu,  abstraction 
faite  des  périodes.  11  est  donc  démontré  que  la  substitution  dont 
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j'ai    f;iil    usage   r  =  sn(iry,  /]    a    pour   conséquence    que    l'on   a 

X  =  snÇnu)  el  qu'en  faisant  j-  =  0,  (x)  la  formule  x  =  0(j^')  est  la 
substitution  complémentaire. 

Ce  point  établi,  soit  /,  le  module  relatif  à  la  substitution  com- 
plémentaire, en  changeant  /  en  /),  nous  aurons 

où  le  second  membre  est  le  même  que  dans  Téquation  précédente 
sauf  la  perniulation  de  x  cl  y.  On  parvient  ainsi  à  cette  singulière 
conclusion,  au  [)()int  de  vue  algébrique,  que  l'expression 

où  les  coefficients  ont  été  déterminés  par  la  condition  d'admctlrc 
les  racines  de  r  ^  y>  se  reproduit  en  changeant  /  en  /),  el  per- 
mutant X  et  y. 

Les  cahiers  des  Acta  comprenant  les  Mémoires  de  Poincaré  et 
d'Appell  ont  tous  les  deux  paru  ;  ce  sont,  à  mon  avis,  deux  chefs- 
d'œuvre  qui  jettent  le  plus  vif  éclat  sur  l'Analvse  française. 

Crojez-moi  toujours,  mon  cher  ami,  votre  bien  afl'ectueuscment 
dévoué. 

292.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  g  février  1891. 
Cher  MoivsiEtR, 

Veuillez  bien  accepter  mes  très  sincères  remercîments  pour  le 
beau  cadeau  que  vous  venez  de  me  faire  en  m'envovant  la  qua- 
trième édition  de  votre  Cours  à  la  Sorbonne.  Malheureusement, 
cjuoique  j'étudie  beaucoup,  je  n'ai  rien  d'achevé  sous  la  main  pour 
vous  témoigner  d'une  manière  plus  sérieuse  ma  vive  reconnaissance, 
et  à  ma  grande  honte  je  dois  l'avouer.  Dans  cette  pénurie,  per- 
mettez-moi de  dire  seulement  quelques  mots  sur  la  proposition  de 
M.  TchebjcheiT  concernant  les  minima  de  l'expression 

ce  —  ay  —  a. 
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11  s'agit  (le  satisfaire  aussi  exactement  que  possible  à  la  condition 
T  —  ay  —  01.  —  o. 

Remplaçons  a  i)ar  une  de  ses  fractions  convergentes  —  >  on  aura 
'      '  '  "  n 

nx  —  ni  y  —  ny.  —  o 


ou  Lien,  si  je  pose  comme  vous  /ly.  =  PM  -|-  ra  (  |  to  |  <^  -  ]  et  si  je 

néglige  encore  th, 

n.r  —  my  —  N, 

m  et  n  étant  premiers  entre  eux,  cette  é([uation  indéterminée  est 
toujours  possible  et  la  solution  générale  est 

cr  =  x^-i- /)if,         y -z^  y^-{- nt         (  ^  =  o,  ±  [,  ±  2,  ±  3,  .  .  .). 

En  disposant  de  f  on  obtient  donc  toujours  une  solution  x,  y 
telle  que 

Cela  étant,  il  vient,  si  l'on  pose 

n         11^ 

n  X  —  w  y  =  ni  —  ttt, 

ro        vX 

X  —  rtc  —  a  = —  • — -  j 

a         II''' 

d'où  l'on  conclut 


tandis  que 


X  —  a  Y  —  «  I  <  —  ! 


,  ,  n  T 


«      I  -V  I 

Remarque.  —  Si  la  différence  entre  a  et  le  nombre  entier  le 
plus  voisin  était  <<  — ^  >  N  serait  divisible  par  n  et  y  =  o.  Mais  cela 
n'arrivera  donc  jamais  si  l'on  prend  n  suffisamment  grand 

Au  fond,  il  n'y  a  pas  une  grande  différence  avec  votre  démon- 
stration; tandis  que  je  détermine  x  et  y  par  la  seule  relation 
nx  —  niy  =  N,  vous  les  déterminez  par 

nx  —  niy  =  N,         n'x  —  m'y  =  N'. 

Peut-être  ai-je  retrouvé  ainsi  la  méthode  de  M.  Tchebjcheff,  je 
ne  saurais  le  dire.  Quoi  qu'il  en  soit,  vous  voudrez  bien  considérer 
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ceci  comme  une  tentative,  faite  pour  me  rendre  compte  de  l'origine 
de  votre  analyse  et  pour  la  retrouver.  En  effet,  lorsque  je  n'avais 
pas  votre  texte  sous  la  main,  j'avais  constaté  une  difficulté  (clicz 
moi)  pour  retromer  vos  formules. 

M.  Hur\\ilz  a  remarqué  comme  moi  (et  avant  moi)  que  le  lliéo- 
rème  de  M.  Klein  sur  les  racines  de  ¥  (a,  b,  c,  x)  =  o  s'oblicuL 
aisémcnl  à  laide  de  la  méthode  de  Sturm.  Son  lra\ail  est  à  lim- 
pression,  et  j'attendrai  donc  pour  voir  s'il  s'est  occupé  aussi  des 
racines  imaginaires.  C'est  à  l'aide  de  la  méthode  de  M.  Klein  elle- 
même  que  je  crois  \oir  comment  il  faudra  préciser  cette  question 
des  racines  imaginaires.  Mais  je  suis  bien  convaincu  tpie  tout  ce 
qu'on  pourra  obtenir  sera  accessible  aussi  par  la  niétliode  qui 
consiste  à  calculer  le  nombre  des  racines  à  l'aide  de  la  variation  de 
1  argument,  il  laudra  recourir  aux  formules  qui  donnent  la  conti- 
nuation lie  la  fonction  dans  les  diverses  parties  du  plan.  Quant  à 
la  représentation  de  F(V/,  b,  c,  x)  par  l'intégrale  définie  dont  vous 
parlez  dans  votre  lettre,  elle  n'a  lieu  cjue  sous  certaines  restrictions 
[et  |)ar  exemple  dans  ce  cas  F(a,  b,  c,  x)  =  o  n'a  aucune  racine 
réelle  entre  o  et  i].  Cette  circonstance  me  fait  croire,  sauf  erreur, 
que  l'intégrale  définie  en  question  ne  pourra  pas  être  bien  utile 
dans  ce  cas.  J'ai  vu  avec  le  plus  grand  intérêt  le  beau  théorème 
d'Aritliméti([ue  de  M.  Minkowski  (')  dans  les  Comptes  rendus. 

A  euillez  bien  me  croire  votre  très  dévoué. 


293.  —  STIELTJES  A  II  ERMITE. 

Toulouse,  i3  février  iSg). 
Cher   ]\1oxsifau, 

Permettez-moi  de  faire  une  petite  remarque  sur  la  proposition 
de  M.  Tchebjchelf  concernant  le  signe  de  l'expression 

'      oix)<b{x)  dx  —  I      tf{x)dxx   I      <l){x)dx 

(votre  Cours,  p.  47 )• 

(')  Note  des  éditeurs.  —  Le  théorème  auquel  il  est  fait  allusion  est  le  théo- 
rème de  M.  .Minkowski  sur  les  facteurs  premiers  critiques  des  discriminants. 
(  Comptes  rendus,  t.  CXII,  p.  209.) 


A  cause  de 


/ 


LiîTini;  2dk.  1^3 

II' 

ff(x)  dx  —  (a'  —  a)  (f  (il ), 


c'est-à-dire 

(i)  /       [«p(3")  —  (f(  u}](/.r  =  o, 


on  a 


ou  encore 


-C.=  («' — <t)  1      4'(^)L't'(^)  —  ^(ii)]dx 


(2)  i^^{a'—a)j      [<^{x)  —  ^{u)][^(x)~-o{u)\dx, 

d'où  l'on  conclut  la  ])roposition  de  M.  Tchebjclicn.  On  peut  diie 
aussi  :  L'expression  41  i^c  change  pas  en  remplaçant  C2(:z^)  par 
cp(^)  -j-  G,  'i'(^')  par  ^(u?)  -f-  C.  Donc  on  peut  remplacer  '-p(x)  par 
o(./)  —  'f(")?  '^(^)  P*i'  'l'('^)  —  ^('0-  ^^  \o\\  prend  soin  de  dé- 
terminer Li  par  la  relaiion  (i)  on  obtient  ainsi  la  formule  (2). 

Veuillez  bien  me  croire  votre  bien  dévoué. 


294.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

F'ianvillc  par  Noiseville  (Lorraine),   iG  février  1891. 
Mon  cher  Aaii, 

J'ai  été  appelé  en  Lorraine  par  la  mort  d'une  de  mes  tantes,  la 
dernière  qui  me  restait  et  qui  emporte  avec  elle  les  plus  anciens 
souvenirs  de  ma  vie,  ceux  de  ma  première  enfance. 

En  revenant  du  service  mortuaire  pour  passer  quelques  jours  en 
famille  à  Flanville,  j'ai  reçu  la  nouvelle  désolante  de  la  mort  de 
JM""'  Rovalewski,  qui  a  été  enlevée  le  10  à  4''  du  malin,  par  une 
pleuro-pneumonie.  Il  y  a  à  peu  près  quinze  jours,  je  l'avais  vue  en 
pleine  santé  à  son  passage  à  J^aris,  lorsqu'elle  revenait  à  Stockholm, 
faire  son  Cours  à  l'Université,  après  avoir  passé  à  Cannes  les 
vacances  de  Noël.  Je  vous  ferai  connaître  ce  qu'on  ne  manquera 
pas  de  m'apprendre  sur  ses  derniers  moments,  et  ce  qu'on  fera 
sans  doute  pour  honorer  sa  mémoire.  Mais  cette  perte  déplorable 
pour  la  Science  ne  sera   pas  mallieureusement  la   seule;  je  suis 
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informé  f[ue  M.  A\  eierslrass,  depuis  lunglcnips  malade,  est  main- 
tenant dans  un  état  déplorable  et  qu'on  ne  conser\e  plus  d'espoir 
de  le  conserver.  Je  ressens  le  contre-coup  de  tant  d'atteintes  :  sunt 
lacrymœ  reviim  et  menteni  mortalia  tan  g  an  t. 

\otre  étude  bibliographique  sur  la  théorie  des  nombres  est 
excellente;  rien  de  plus  clair  et  de  plus  simple  que  votre  expo- 
sition. .1  éprouve,  en  vous  lisant,  \e  rare  plaisir  de  voir  apparaître, 
sous  un  jour  extrêmement  élémentaire,  des  notions  nouvelles  et 
importantes,  et  je  ne  serai  point  seul  à  vous  savoir  grand  gré  d'avoir 
tiré  des  travaux  de  M.  Smilli,  pour  la  mettre  au  jour  ainsi  qu'elle 
le  mérite,  la  notion  des  systèmes  réduits. 

Mais  j'ai  surtout  le  devoir  de  vous  remercier  de  lire  ma  nou- 
velle édition,  et  de  me  faire  part  des  remarques  que  vous  suggère 
cette  lecture.  Les  inadvertances  et  les  erreurs  n'v  manquent  point, 
parce  que  j'ai  été  paresseux  et  inattentif,  et  aussi  à  cause  de  l'im- 
possibilité de  faire  des  corrections  sur  des  épreuves  en  litho- 
graphie. Quand  je  ferai  le  second  \  olume  de  mon  Cours  j'espère 
réussir  à  faire  disparaître  ces  défauts,  en  même  temps  cpie  je  don- 
nerai place  aux  communications  excellentes  que  je  reçois  de  vous. 
Linlroduction  de  '-^{if)-,  dans  la  démonstration  de  Tchebycheir, 
est  tout  à  fait  neuve  et  inattendue,  j'en  profiterai  pour  mon  Cours 
de  cette  année. 

Avez-vous  lu  dans  les  Acta  les  beaux  Mémoires  de  Poincaré  et 
d'ADoell? 


I.n  \ous  priant,  mon  cher  ami,  de  croire  toujours  à  mon  allec- 
lion  bien  dévouée. 


295.  —  STIELTJES  A  II  ERMITE. 

Toulouse,  19  février  1891. 
CuEll    -MO-VSIELR, 

.lai  été  douloureusement  impressionné  par  votre  dernière  lettre 
m'annonçant  le  nouveau  deuil  qui  vous  a  frappé,  et  la  mort  si 
regrettable  de  M'"*^  de  Kovalewski.  Dans  un  journal  (pidu  mCn- 
voie  de  la  Hollande,  j'ai  trouvé  quelques  détails  sur  sa  vie,   elle 
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n'avait  que  38  ans  et,    ce  que  j'ignorais,    il  parait  (|u'clle  s'es 
occupée  aussi  de  travaux  littéraires.  Je  recueille  avec  piété  ttnit  ce 
qui  a   trait  à  elle,   qui  joignait  à  une  modestie  extrême   tant  de 
mérite. 

Le  Mémoire  de  Poincaré  sur  le  problème  des  trois  corps  est 
entre  mes  mains  depuis  un  mois  à  peu  près,  et  je  l'étudié.  Comme 
je  le  prévoyais,  c'est  en  grande  partie  à  l'aide  des  méthodes  ori- 
ginales qu'il  a  développées  dans  ses  beaux  Mémoires  sur  les  courbes 
définies  par  les  équations  différentielles  (dans  le  Journal  de  Jordan) 
qu'il  obtient  ses  principaux  résultais,  mais  il  y  a  beaucoup  de  choses 
nouvelles  et  j'ai  été  surtout  frappé  par  la  belle  manière  dont  il  établit 
maintenant  l'existence  des  solutions  périodiques.  Cela  est  bien  plus 
facile  et  clair  que  la  méthode  qu'il  avait  d'abord  suivie  dans  le 
Bulletin  de  Tisserand.  Mais  je  n'ai  pas  encore  approfondi  tout  le 
Mémoire,  j'avance  seulement  peu  à  peu.  J'allais  presque  dire  là, 
nous  avançons  peu  à  peu,  car  mon  excellent  ami  et  collègue, 
M.  Cosserat,  l'éludie  également  et  nous  discutons  souvent  sur  les 
points  difficiles  que  nous  rencontrons.  Vous  voyez,  Monsieur, 
que  je  suis  bien  loin  de  vouloir  critiquer  quelque  chose  dans  ce 
beau  Mémoire;  j'apprends  et  je  cherche  à  en  |)r()fil(M'  le  mieux 
qu'il  m'est  |)ossible 

Je  ne  dissimulerai  point  que  j'ai  été  très  content  lorsque  vous 
avez  trouvé  clair  mon  Chapitre  sur  la  divisibilité  des  nombres. 
C'est  en  elTet  la  seule  chose  que  je  puis  chercher  à  atteindre. 

Je  viens  justement  de  recevoir  votre  objection  contre  ma  démon- 
stration de  la  proposition  de  M.  Tchebycheir  (').  Vous  vous  serez 
aperçu  certainement  déjà  qu'elle  n'est  point  fondée,  après  avoir 
posé 

(f{x)dx  =  («'—  a)  (f(u)         (a  <u  <  a'). 


I 


Je  n'ai  nullement  besoin  de  la  quantité  analogue  à 

'^'{x)  dx  =  («'—  a)  '^{u'): 


f 


(')  Note  des  éditeurs.  —  Ce  passage  montre  qu'il  manque   sûrement  quclqut 
lettre  d'Hermite,  écrite  entre  le  16  et  le  19  février. 
It. 


l46  CORRESPONDANCE   d'hERMITE    ET    DE    STIELTJES. 

mais  je  considère  la  valeur  de  à{^)  pour  a:  =  u  (non  pourx  =  i/'). 
On  a  d'al)ord 

(i)  i  =  (a'—a)l      <\i{x)[(o{x)  —  o{u)]dx, 

^  a  • 

mais  puisque 

il  vient,  en  multij)liant  (2)  par  (a' —  a)  'l(u)  et  retranchant  de  (  i), 

J  =(a'—a)  f    [i>(^)  — 6(^^j][ç(r)-  ^(u)\dx. 

En  considérant  des  sommes  au  lieu  d'intégrales,  ma  démonstration 
prendrait  la  forme  suivante.  Soient 

«2),     «o,     ....     a,,-! 
bi,     0-2,     ...,     bu 

deux  séries  de  n  nombres,  dont  chacune  est  rangée  par  ordre  de 
grandeur  croissante  ou  décroissante, 


j=„(2«*.j-(i;«'-){2:'')- 

Aloi's  en  posant 


_    ^7]  -!-  <7.2-r- 


c'est-à-dire 

n 
2(«/.— a)  =  O, 

1 

on  a  aussi 

H  II  n 

1  I  1 

Supposons  maintenant  que  a  tombe  entre  cip  et  rt^+i  :  prenons 
alors  une  quantité  ,3  entre  bp  et  bp_^i  (lorsque  par  hasard  a  =  Op, 
on  prendrait  aussi  3=  bp).    Vlors  à  cause  de 

H  VI 


on  peut  écrire 
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n 


mais  ak —  ael  b/( —  j^  ont  toujours  même  signe  lorsque  les  séries 
des  ai  et  des  bi  sont  toutes  les  deux  croissantes  ou  décroissantes, 
et  «/f —  a.  et  b/f —  [^  ont  toujours  signes  contraires,  lorsque  l'une  des 
séries  est  croissante,  l'autre  décroissante.  Vous  voyez  que  l'inlro- 
duction  de  cette  quantité  ^  [ou  '\i{u)]  est  un  point  essentiel. 
L'identité  analogue  pour  la  démonstration  de  M.  Franklin,  (jui  se 
sert  d'intégrales  doubles,  serait 


1      1  1 

({,  A-  =  I,  2,  ..  .,  n). 


n  \ 

1'") 


Veuillez  bien  accepter,  cher  Monsieur,  la  nouvelle  assurance  de 
mes  sentiments  très  dévoués. 

P. -S.  —  Vous  trouverez  à  ]?aris  les  3o  tirages  à  part  sur  Q„(.r). 


296.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  23  février  1891. 
Cher  Ami, 

Je  vous  accuse  réception  des  tirages  à  pari  des  3o  exemplaires 
de  votre  article  sur  la  fonction  sphérique  de  seconde  espèce,  que 
je  me  ferai  un  plaisir  d'envoyer  avec  le  mien  aussitôt  que  j'aurai 
reçu  mon  tirage  à  part  qui  ne  m'a  pas  été  donné  jusqu'ici. 

Je  vous  ai  déjà  dit  combien  votre  méthode  et  vos  résultats  m'in- 
téressent; la  relation  à  laquelle  vous  parvenez  en  dernier  lieu. 


/: 


— ~ — —  =  '^(■^)Q''(--^-)i 


est  extrêmement  belle,  et  en  elle-même  et  parce  qu'elle  montre 
que  poiu-  une  valeur  imaginaire  :r  =  «  +  ib  le  coefficient  de  i 
dans  le  produit  F(x)  Q"(.r)  est  toujours  de  signe  contraire  à  b. 
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Cela  ressemble  à  la  propriëlc  d'une  iniporlance  capitale  de  -p-j  où 
le  coefficienl  de  /est  toujours  positUpour  R- =  a  -\-  ib. 

Ai-je  besoin  de  vous  déclarer  que  vous  avez  mille  fois  raison 
contre  moi,  et  que  mon  objection  à  votre  démonstration  est  sans 
aucun  fondemenl,  mais  ce  ne  sera  pas  un  motif  pour  (pie  je  vous 
écrive  sans  suffisamment  réfléchir.  Je  n'ai  pu  encore  me  remettre 
au  travail,  et  j'attends  que  le  goût  m'en  revienne  sans  savoir  s'il 

arrivera.  Il  me  faudrait  cependant  terminer 

une  nouvelle  rédaction  de  ma  Note  elliptique,  de  la  6"  édition  de 
l'Ouvrage  élémentaii'e  de  Lacroix,  que  j'ai  commencée  et  inter- 
rompue sans  l'avoir  achevée.  Je  ferai  tous  mes  efforts  pour  m'y 
mettre,  les  fonctions  elliptiques  étant  encore,  ce  qui  me  semble, 
en  ce  moment  le  plus  facile  à  aborder.  J'ai  été  pendant  longtemps 
le  collègue  de  Serret  comme  examinateur  d'admission  à  l'Ecole 
Polytechnique,  et  je  me  sens  tourmenté  comme  par  un  reproche 
de  ne  point  m'acquitter  de  ce  que  je  dois  à  son  souvenir.  Permettez- 
moi,  pour  me  mettre  en  train,  de  vous  demander  s'il  y  aurait  lieu 
de  suivre  cette  idée  qui  m'a  traversé  l'esprit  :  Je  considère  la  re- 
lation entre  les  modules  pour  la  transformation  du  second  ordre 


/=   ^^ 


Si  l'on  pose 
elle  devient 


i\\' 


k 


I  H-  çM,'o) 


Or,  il  m'a  semblé  voir  qu'une  telle  relation  ne  peut  être  satisfaite, 
si  l'on  suppose  que 'j(w)  soit  une  fonction  uniforme  dans  tout  le 
plan.  D'où  cette  conséquence  non  inutile  à  remarquer  que  la  pré- 
sence d'une  coupure  rend  ])0ssibles  des  relations  d'une  certaine 
forme,  d'une  nature  et  d'un  caractère  de  grande  importance. 

J'ai  su  aussi  que  M'"^  Kovalewski  s'était  occupée  de  travaux 
littéraires  et  avait  composé  un  Ouvrage  du  plus  grand  intérêt  dans 
lequel  elle  fait,  sous  un  pseudonyme,  le  récit  de  sa  propre  vie;  cet 
Ou\rage  devrait  être  traduit  en  français.  Je  vous  ferai  savoir, 
puisque  vous  l'avez  connue  et  appréciée  comme  elle  méritait  de 
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l'être,  ce  que  j'apprendrai  d'elle  par  M.  Millag-Lenier  (pii  a  été 
son  ami  le  plus  proelie. 

Avec  tous  mes  vœux  pour  votre  santé  et  celle  de  voli-e  famille, 
car  rinfluenza  semble  devoir  revenir,  et  a  luèmc  eflleuré,  sans 
gravité  heureusement,  Picard  et  ses  petits-enfants,  et  en  vous 
priant  de  me  croire  toujours  votre  bien  afiectueusement  dévoué. 

297.  —  STIELTJES  A  HE  RM  I  TE. 

Toulouse,  26  février  1891. 
Cher  Monsieur, 

M.  Poincaré  a,  le  premier,  appelé  l'attention  sur  le  fait  suivant  : 
si  l'on  a  une  série  trigonométrique  dont  on  a  démontré  la  conver- 
gence, il  ne  s'ensuit  nullement  que  la  fonction  qui  est  représentée 
par  la  série  ne  puisse  croître  au  delà  de  toute  limite.  Ainsi,  par 
exemple,  la  série 


est  évidemment  convergente  pour  toute  valeur  de  x,  mais  la  fonc- 
tion f{x)  peut  croître  au  delà  de  toute  limite,  elle  fait  des  oscil- 
lations qui  finissent  par  devenir  infiniment  grandes. 

C'est  tout  autre  chose  de  démontrer  la  convergence  d'une  série, 
que  d'étudier  la  marche  de  la  fonction  représentée  par  cette  série. 
Cette  dernière  question  est  ordinairement  beaucoup  plus  difficile. 

Permettez-moi  de  vous  signaler  comment  cette  même  difficulté 
se  présente  dans  une  autre  occasion.  Soit  F(^)  quelque  fonction 
numérique  croissant  indéfiniment  (par  exemple,  le  nombre  des 
nombres  premiers  inférieurs  à  x)  et  supposons  qu'à  l'aide  des 
méthodes  de  Riemann  on  ait  obtenu  un  développement 

1 

les  'fM(a')  étant  des  fonctions  oscillantes.  Supposons  qu'on  ait 
démontré    rigoureusement   la  com^ergence   de   la   série    et   ainsi 


lOO  CORRKSPONDAXCE    D  HERMITE    ET    DE    STIELTJES. 

Xexaclitude  de  cette  relation  (i).  Ce  sei-a  ceitainement  un 
résultat  fort  intéressant,  mais  on  ne  saurait  en  conclure  encore 
uiE^  5///'  la  MARCHE  dc  Itt  fonctïon  V{x),  pas  même  en  conclure 
(jue  li{x)  est  la  valeur  asymptotiriue  de  ^(.2::),  c^ est-à-dire 

En  eflel,  on  a  bien  démontré  la  convergence  de  la  série 

1 

mais  la  somme  de  cette  série  est  une  fonction  qui  finit  par  faire 
des  oscillations  dont  l'amplitude  croît  au  delà  de  toute  limite,  il 
faudrait  les  évaluer  à  peu  près,  ou  au  moins  démontrer  que 


^"inix) 


li{x) 


{œ  —  'jj] 


Mais    cette   recherche   me   paraît   hérissée  de   difficultés    inji- 
/liment  plus  grandes  que  la  démonstration  de  la  convergence 

de  la  série  ^ç;«(^);  je  crains  qu'elle  soit  à  peu  près  inabordable. 

1 
Je  crois  que  pour  trouver  vraiment  la  valeur  asymptoticjue  de  F(^) 
il  faut  abandonner  la  voie  suivie  par  Riemann  et  chercher  ailleurs. 
Riemann  s'est  proposé  le  problème  fort  difficile  d'obtenir  une 
expression  analytique  exacte  de  ^{x)  et  il  l'a  résolu  en  ellet. 
Mais  en  se  proposant  le  but  plus  modeste  d'obtenir  simplement 
l'expression  asjmptotique  de  F  (a:),  je  crois  qu'on  peut  obtenir  des 
résultats,  qui,  au  point  de  vue  de  la  marche  de  F(.2;),  vont  plus 
loin,  car  enfin,  rigoureusement  parlant,  je  ne  vois  pas  qu'on 
puisse  rien  conclure  de  l'expression  de  Riemann,  à  moins  de  la 
compléter  par  des  recherches  qui  me  paraissent  extrêmement  dif- 
ficiles. Naturellement  tout  ce  qui  précède  n'empêche  pas  qu'il  y  a 
grand  intérêt  à  démontrer  rigoureusement  la  formule  de  Riemann 
(quoiqu'on  n'en  puisse,  suivant  moi,  rien  conclure),  surtout  à  cause 
de  la  connaissance  plus  approfondie  de  la  fonction  "Ci^s)  quelle 
exigera. 


LETTRE   297.  iTji 

J'apprends  avec  plaisir  que  l'on  prépare  une  nouvelle  édilicjn  du 
Livre  de  Lacroix;  voire  Note  sur  les  fonctions  elliptiques  qui  la 
termine  me  scml)lc  tonjours  le  résumé  le  j)lus  clair  de  cette 
théorie  et  je  crois  que  je  finirai  à  |)cu  près  par  ra])|)rendrc  par 
cœur.  11  est  certain  que  certaines  relations  ne  sont  possibles  que 
[)Our  des  fonctions  admettant  des  couj)ures.  Pour  la  relation 


i-+-cp*(oj) 


je  vois  bien  d'abord  que  '-p(w)  ne  saurait  être  liolomorplie  dans 
tout  le  plan,    car  '■p(w)  ne  pourrait  prendre   aucune  des  quatre 

valeurs  ( —  i)'.   Ensuite,  si  tO(   est  un  pôle,  —  est  un   zéro,   par 

,  Wi       a)i       tOi  •      I  ,  ,  , 

conséquent  — >  —r>  -tt'    •••    sont   aussi   des   zéros,    donc    neces- 
1  2        4         8  ' 

sairement  to  =  o  est  un  point  singulier  essentiel.  Cependant,  en 

ce  moment,  je  ne  vois  pas  j)lus  loin,  et  je  ne  sais  pas  conclure  la 

nécessité  d'une  ligne  essentielle  seulement  de  la  relation  (i).  Mais 

n'y  faites  pas  attention,  car  je  n'ai  pas  rélléchi  suffisamment  sur  la 

question. 

Vous  donnez,  dans  votre  Cours,  la  relation  élégante  (p.  ii6) 


i  .3.5. .  .î/i  —  I  _     /       T 

2  .  4  ■  6  ...  '2  «  y     71  (  /«  H 

En  posant 


■2 


1.3.5. 


je  trouve  qu'on  a 

Cf(/i)   = 


2.4.6.  ..a/t  y/7t/l«p(7«)' 


1.3 

1  n  —  iH 


Sn-\- 


3.5 


8/i  + 


-'•7 


8  n  ■ 


7-9 


Sri 


^(n) 


r     r(n)      T 

Lr(n  +  |)J 


(aussi  lorsque  n  n'est  pas  entier). 

Pour /?,  =  !,  ^{i)  =  ±  =  1,27324..., 
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On  r 


R 

écluiles. 

•28 

571 

11 

T." 
27 

H9 
383 
3oi 

27 

334 

27 

319 

3.7 

a 

a  us 

si 

- 

£i 

X  -+- 

ir 

-   -2 

CorrccLions. 

-;-  0,27  3^4 

—  0,01  247 
-4-0,00  205 

—  0,00  059 

-+-0,00  023 

—  0,00  010 

—  0,00  oo5 

—  0,00  oo3 


Sx- 


r- 


8;r 


Sx 


Sx 


J'obliens  ces  formules  en  prenant  a  =  -  cl  a  =  o  dans  ces  for- 

^  2 

mules  plus  générales 


r(^+i^-4W(',r       "        ' 


I  —  a- 


l\X- 


4^- 


l\X- 


\X  -^ . 


u.-.",-.iy{.^'i^i 


4.r 


I  -  —  ^a- 


8.r4- 


3  -  —  4  '''  - 


8^7 


■)- —  .i«- 


8:r 


7^-4«- 
Sx-^. 


J'en  donnerai  la  déduction  dans  une  Note  que  je  vais  rédiger. 

Je  viens  de  rece\oir  les  dernières  feuilles  de  Halphen,  j'espère 
vous  les  renvoyer  ce  soir. 

En  faisant  mes  meilleurs  vœux  pour  le  prompt  rétablissement 
de  M.  Picard  et  de  sa  famille,  je  vous  renouvelle,  cher  Monsieur, 
l'assurance  de  mon  entier  dévouement. 
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298.  —  Il  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  3  mars  1891. 


Mon  cher  Ami, 


M.  Weierstrass  qui  s'élait  réservé  l'étude  du  Mémoire  de 

l'oincaré  et  avait  revendiqué  l'honneur  d'écrire  le  rapport  comme 
ayant  proposé  la  question,  est  malheureusement  liors  d'état  de 
s'occuper  de  mathématiques  et  je  ne  puis  rien  lui  demander. 
]M""'  Kovalewski  l'a  vu  en  passant  par  lîerliu  (piand  elle  est 
retournée  en  Suède,  et  a  fait  savoir  à  M.  Mittag-Lelllcr  qu'elle 
l'avait  trouvé  dans  un  état  pitoyable,  plus  malheureux  et  plus 
malade  que  jamais.  C'était  elle,  hélas,  qui  était  menacée  et  devait 
mourir  la  première.  Vous  verrez,  par  la  traduction  ci-jointe  d'un 
journal  suédois,  les  honneurs  cjui  lui  ont  été  justement  rendus; 
M.  Alitlag-Lefller  m'informe  aussi  qu'on  se  propose  de  publier 
une  édition  de  ses  œuvres  et  d'élever  un  monument  pour  per- 
pétuer sa  mémoire. 

Vos  réflexions  au  sujet  de  la  formule  obtenue  par  Riemann  pour 
représenter  F(j")  sont  extrêmement  justes  et  accablantes  malheu- 
reusement pour  ces  fonctions  oscillantes  d'un  si  continuel  usage. 
Je  vous  demanderai  toutefois  si  cette  formule  ne  serait  pas  sus- 
ceptible de  fournir  un  résultat  numérique  qu'il  serait  très  inté- 
ressant de  rapprocher  des  évaluations  du  nombre  des  nondjres 
premiers  faites  il  ja  peu  d'années  par  M.  Glaisher  et  je  crois  aussi 
par  M.  Meissel  (').  J'ai  le  souvenir  parfaitement  précis  que  Rie- 
mann, quand  je  l'ai  vu  à  Paris,  me  disait  que,  sans  un  travail 
excessif,  sa  formule  pouvait  être  mise  en  nombres;  là-dessus,  il 
n'y  a  point  meilleur  juge  que  vous. 

Je  suis  enchanté  de  vos  développements  en  fractions  continues 

d  OÙ  vous  tirez,  en  particulier,  le  calcul  de  -■>  bien  que  l'approxi- 
mation semble  marcher  bien  lentement,  d'après  les  valeurs  des 


(  '  )  Note  des  éditeurs.  —  Les  travaux  de  Meissel  sont  contenus  dans  les  Tome  II 
et  m  des  Math.  Annalen  et  ceux  de  Glaisher  dans  Tannée  1880  des  Cambridge 
Philos.  Societ.  Proceedings. 
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rédiiiles  (iiic  vous  me  donnez.  Mais  je  n'ai  aucune  idée  de  la  voie 
qui  mène  aux  résultats  dune  grande  élégance  que  vous  avez 
découverts;  lord  Brovincker  dit,  je  crois,  que  son  développement  en 
fraction  continue  n'est  qu'une  transformation  identique  de  la  for- 
mule de  Wallis;  feriez-vous  usage  des  produits  infinis? 

J'ai  bien  de  la  peine  à  me  rcmellre  à  l'ouvrage,  les  idées 
ne   me    \iennent    point,    j'abandonne    mon    projet    d'étudier  la 

relation   es'*  (  —  )  inr     "^   ,  ,      >    afin  de   m'occui^er  de  ma  Note  de 
'     V'î/  i  +  cf^w)  ' 

Lacroix,  mais  je  le  fais  avec  ennui  et  sans  goût. 

En  vous  remerciant  de  votre  bon  intérêt  pour  la  santé  des  petits 
Picard,  qui  ^c)nl  maintenant  on  ne  peut  mieux,  en  vous  envoyant 
mes  vœux  pour  les  vôtres,  dont  je  vous  demanderai  les  noms,  et 
avec  l'assurance  de  mon  aflection  la  j^lus  sincère  et  la  plus  dévouée. 

J'ai  reçu  dimanche  les  épreuves  d'Halphen. 


299.  —  STIELTJES  A  IIERMITE. 

Toulouse,  4  mars  1891. 
Chek  jMo^sieur, 

Mille  remercîments  pour  votre  lettre  et  la  traduction  du  Journal 
suédois,  que  je  retournerai  dans  quelques  jours.  Mais  je  dois  sur- 
tout vous  demander  de  considérer  comme  non  avenu  l'envoi  des 
feuilles  corrigées  d'Halphen.  M.  Jordan,  en  effet,  vient  de  m'en- 
vojerle  mannscritet  les  feuilles  précédentes.  La  semaine  dernière, 
je  n'avais  ni  l'un  ni  l'autre  et,  dans  ces  conditions,  une  coi'rection 
sérieuse  s'élendant  à  l'exactitude  de  toutes  les  formules  était  impos- 
sible. J'avais  complètement  oublié  la  signification  de  certains 
symboles,  et  ma  revision  ne  pouvait  porter  que  sur  la  forme 
plutôt  que  sur  le  fond.  Dans  quelques  jours,  je  vous  adresserai 
donc  de  nouveau  ces  feuilles;  cette  fois-ci  je  pourrai  garantir 
l'exactitude  du  texte. 

Je  dois  ajouter  quelques  mots  sur  la  formule  de  Riemann.  La 
comparaison  de  cette  formule  avec  les  tables  (en  négligeant  les 
termes  oscillants)  a  montré  le  plus  grand  accord;  ainsi,  toute 
personne  qui  a  fait  ces  calculs,  sera,  pour  ainsi  dire,  moralement 
com-aincue  que  li{x)  est  l'expression  asymptotique  de  F(.r)  ou 


LETTRE    299. 

mieux  de 


'JL  .) 


Mais,  si  vous  me  demandez  si  c'est  là  une  démonstration^  dans 
le  sens  rigoureux  du  mot,  la  réponse  ne  peut  être  que  non;  rien 
n'est  prouve  de  celle  manière.  El,  pour  modérer  aussi  un  peu  le 
degré  de  confiance  ([u'on  peut  accorder  à  de  tels  calculs,  j'ajouterai 
(pie  l'accord  observé  est  presque  Irop  grand;  car  on  peut  démon- 
trer rigoureusement  que  le  rapport 

OÙ  s  esl  un  nond)re  lîxe,  plus  petit  que  -  (mais  pou\ant  dillerer 
de    -    aussi   peu    que    l'on    voudra],    ne    peut  pas    rester    fini 

pour  a?  ==  00,  mais  doit  croître  nécessairement  au  delà  de  toute 
limite.  Or,  d'après  les  calculs  que  l'on  a  faits,  on  ne  s'en  douterait 
pas  et  l'on  pourrait  croire  que  ce  rapport  reste  très  petit  ou  même 
tendrait  vers  zéi'O.  Cependant,  cela  n'est  pas  vrai  et  ce  que  j'ai  dit 
plus  haut  est  absolument  certain. 

Les  ternies  oscillants  de  la  série  infniie  de  Riemann  sont  chacun 

séparément  de  l'ordre  x' .  Si  l'on  admet  que  la  somme  de  la  série, 
elle  aussi,  n'est  pas  d'un  ordre  supérieur,  il  s'ensuivrait  que  le  rap- 
port (A)  tendrait  vers  zéro  lorsque  s  esl  >>  -  •  Les  calculs  faits 

donnent  beaucoup  de  vraisemblance  à  cette  supposition;  en  efï'et, 
j'ai  dit  déjà  que  l'accord  est  tel  que  l'on  ne  se  douterait  pas  que 
le  rapport  doit  croître  au  delà  de  toute  limite,   dès   que  s  est  un 

peu  plus  petit  que  -•  Mais  il  n'est  pas  démontré  que 

I 


liiu(A)  =  o  lorsque  5> 


1 


En  i885,  je  n'ai  pu  aller  que  jusqu'à  voir  que  certainement 

lim(A)  =  o  lorsque  s  >  -• 

4 

J'ai  vainement  cherché  alors  à  abaisser  la  limite  -à-j  mais   ie 

4      •>.  J 

ne  doutais  pas  un  instant  alors  (sur  la  foi  des  calculs  numériques) 
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(jue  celle  réduction  ne  fût  possible  el  que,  cnectivement,  on  a 
lim(A)  =  o,  pour  .ç>-' 

En  ce  moment,  sans  avoir  repris  encore  mes  recherches,  il  me  pa- 
r.iîl  presque  que  ma  confiance  d'alors  était  peut-être  exagérée.  Enfin 

de  compte,  les  raisons  qui  jilaident  pour  la  limite  -  ne  sont  pas  très 

3 
sérieuses;   iadmets  volontiers  que  ma  limite  -  n'est  pas  la  vraie 

limile.  mais  cette  vraie  limite,  on  n'en  sait  rien,  elle  est  incom- 
mensurable peut-être?  c'est  là  un  grand  mystère.  J'esj^ère  (pie  dans 
un  an  j'en  saurai  un  peu  plus. 

J'obtiens  mes  fractions  continues  à  Taidc  d'intégrales  définies; 
je  les  ai  rencontrées  en  faisant  des  calculs  un  peu  au  hasard.  Ces 
résultats  ont  un  certain  intérêt  pour  moi,  car  je  rassemble  le  plus 
grand  nombre  possible  de  fractions  continues  de  loi  simple,  sur- 
tout pour  étudier  leur  convergence  dans  le  cas  des  valeurs  imagi- 
naires. Dans  quelques  cas  d'un  caractère  assez  général,  jai  réussi; 
binlérèl  des  exemples  nouveaux  est  que  ma  méthode  n'y  parait/?rt5 
applicable,  en  sorte  cju'il  faudra  chercher  une  méthode  nouvelle. 
11  me  semble  cependant  extrêmement  probable,  d'après  ce  que  j'ai 
vu  dans  d'autres  cas,  que  les  formules 

V(.r\ 


■r(-r-l) 


ïix 


%x 


ont  lieu  tant  que  la  partie  réelle  de  x  est  positive.  Vous  remai- 
querez  que,  pour  .r  =  i ,  la  convergence  est  bien  lente,  mais,  dès 
que  X  est  un  peu  grand,  la  convergence  devient  bien  rapide,  c'est 
comme  pour  la  série  de  Stirling,  mais  ici,  il  y  a  toujours  conver- 
gence tant  que  x  est  réel  el  >o.  Du  reste,  la  série  de  Stirling, 
elle-même,  devient  convergente  si  on  la  réduit  en  fraction  continue, 
mais  je  crois  bien  vous  l'avoir  dit  déjà. 

Il   est    assez    singulier    que    lord    Brouncker  rattache    sa  for- 
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a  la  formule  de  W  allls 

4  3.3.5.5.7.7 

T.    ~    2.4.4.6.6.8' 

car  la    transformation  semble  assez  cachée,  tandis  que  l'identité 
d'Euler 

1  II  (—  i)"-'  _  r 

«1        a-,        «3       '"  '         a,i  a'i 


ili—  «i-T- 


a-x  —  ai-—. 


a-i—a.,-x 


donne  immédiatement 


7:  _  I        I        I        I 
41357 


ce  qui  est  au  fond  la  formule  de  Brouncker,  mais  qui  paraît  résulter 
ainsi  plus  immédiatement  de  la  série  de  Leibnitz. 
Mes  formules  donnent  aussi 


tang^- 
4 


3'^  —  .T^ 


52  —  .r '-^ 

2  H ■ 


Pour  j;  =  o  on  a  la  formule  de  Brouncker,  et  je  constate  que, 
lorsque  x  est  entier  impair,  la  fraction  continue  reproduit  exacte- 
ment la  valeur  ±  i  qu'il  faut.  Je  ne  me  rends  pas  bien  compte  de 
la  nature  analytique  de  cette  formule,  peut-être  c[u'elle  repré- 
sente lang- -^  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  jr,  à  peu 
près  comme  la  décomposition  en  fractions  simples.  J'ajoute  que  la 
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formule  de  \olre  Cours  (p.  29.3) 

«t:  a-         a- (a- — .\) 

cos =  I : -—. .  . .,   ^ 

X  I .  '2  1.2.3.4 

ou 

/      /— \  oî  0.'*  'i^ 

cos(-i/a:  )  =  1 ^—x-^. —-  xix  —  \-) .,   ,  >   .  x{.r — ï-){x — ■>.-)—.... 

^    ^     '  \.i  1.2. 3-4  i.^-.j.^.^.b  ^  ^ 

ne  uiel  pas  en  évidence  les  zéros  de  la  fonction  comme  la  formule 
pour  le  sinus,  mais  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  est 
le  j)olvnomc  de  degré  u  —  i  qui  pour 

X  —  k-         prend  la  valeur  ( —  i)''         [k  =  0,  i,  2,  .  . .,  (n  — i)]. 

11  A   a  quelque  chose  d'analogue,  si  Ton  considère  les  réduites 

de  la  fraction   continue  pour  tang   ^-  \ous  voyez  qu'on   serait 

ainsi  conduit  à  considérer  la  question  de  déterminer  une  fonction 
entière,  non  par  ses  zéros,  comme  dans  la  formule  de  M.  ^^  eier- 
strass,  mais  en  se  donnant  les  valeurs  qu'elle  prend  pour  une  série 
infinie  de  valeurs  de  la  variable.  Je  vois  que  la  question  a  été 
traitée  déjà  par  un  géomèti'e  suédois  (Bendixson?)  dans  les  Acta. 
Mais  je  me  laisse  aller  à  un  bavardage  qui  doit  vous  fatiguer.  Heu- 
reusement je  peux  vous  donner  de  bonnes  nouvelles  de  ma 
f.uuille.  Antoine  et  lulith  se  raj^pellent  toujours  Paris,  et  certain 
cliat  (pii  jouait  du  violon  a  fait  une  profonde  impression  sur  leur 

es])rit. 

Votre  bien  dévoué. 


300.  —  IIERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  6  mars  1891. 
Cher  Ami, 

Il  nie  faut  a\ouer  n'avoir  en  moi  aucune  lumière  sur  la  question 
si  difficile  qui  vous  occupe  de  déterminer  ,9  de  manière  que  le 
rapport  (A)  soit  nul  pour  x  infini,  et  je  ne  puis  aucunement 
soupçonner  de  quelle  manière  vous  établissez  qu'il  croit  indéfini- 
ment   pour  5>>-'    Et   cest   un    autre   mystère  que   1  étonnante 

approximation  donnée  par /i(.r)  qui  est  je  crois    /         '^    ;  en  vous 
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suivant  avec  tant  de  plaisir  et  si  facilement  sur  d'antres  routes,  je 
vous  laisse  avec  regrets  suivre  tout  seul  voire  chemin  vers  une 
contrée  où  tout  m'est  inconnu,  mais  je  me  dédommage  avec  les 
fractions  continues.  Je  me  perm-its  de  vous  demander  si  vous  avez 
considéré,  dans  ces  heaux  développements 


T  UM  ^ 


et 


^ 

a 

r  ' 

\ 

1 

a 

■^x 

!■( 

( 

1 
a 

1/ 

\ 

/ 

a 

i) 

•  ( 

2 

-h 

4  y 

V\ 

\jr  — 

•i. 

-+- 

4) 

I  —  a'- 
'\T  — 


!\x 


\\x^ \--\v{x-\ \- -\        tsx+- ' 

le  cas  particulier  de  x  ^=  -qui  conduit  aux  expressions  , 

~i fr   iiivrjrses    l'une    de    l'autre    et  crui   se  ramènent  au  fond 

l(«-t-i)        /  * 

,,     r(«) 

Je  voi'.s  réclamerai  aussi  l'expression  sous  forme  de  fraction  con- 
tinue d.e  la  série  de  Stirling  que  nous  ne  m'avez  pas  communiquée; 
je  suivj  curieux  de  voir  si  en  conquérant  la  convergence  pour  toute 
vale\a>  de  la  vai'iahle,  une  impitoyable,  une  inéluctable  fatalité  ne 
vo'iis  l'a  point  livrée  inutile,  insuffisante  et  comme  mourante.  C'est 
d,ans  le  Cours  de  la  Sorbonne  de  Serret,  Calcul  différentiel  et  inté- 
^',ral,  que  sera  reproduite  mon  ancienne  Note  de  Lacroix,  où  elle 
■icra  mieux  à  sa  place.  J'ai  modilié  la  page  43,  an  sujet  de  l'expres- 

'•ion  du  module  en  fonction  de  (o  =  -p->  en  remarquant  que  si  l'on 
}))Ose  (  '  )  J  =   /       ,  et r  =  — i^j  on  obtient  des  séries  dont 

'les  coefficients  sont  comniensurables,  à  savoir 

i 

\  /,;  =  I_  i:-4_  Ï3_  lltô   .    ^£7_ 


(')  A'ote  de  Stieltjes.  —   La  valeur  de  J,  w  =  i—  n'est  pas  la  même   ici  que 
*  lans  les  formules  de  Jacobi. 
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puis  celle-ci 

qui  ofiVe  la  propriété  suivante.  Chingeons  to  en  — -— ,  ^  devient  t^ 
cuninie  on  \oit  aisément,  mais  en  même  temps  A- A"'-  se  change 
en    ,.,,,,,>  de  sorte  que 


iGAVt'^        4 


+i2^2r'-^4?«-^4a^ 


C'est  une  certaine  ressemblance  avec  la  série  exponenliclle.  mais 
ce  qui  m'intéresse  très  vivement,  ce  sont  les  coelficients  numé- 
ri(|ues  de  ces  développements,  que  je  suis  tenté  de  rapprocher  des 
nondires  de  BernouUi.  Je  les  obtiens  par  une  voie  extrêmement 
h'ute  et  pénible  en  parlant  des  Ibrmules  du  §  29  cl  es  Fiindanienla 

K      ,/.  ■     'i'  '"'''''       •        \        ~  /y    .    3^-g'^  ^     .\ 


32 

■9'^    , 

l. 

4.6-  ■ 

y- 

•q'    . 

où  ^  r=  I  —  2/1-  et  recourant  à  la  méthode  humilianle  du  '^clour 
des  suites.  Vous  voyez  qu'on  aurait  aussi  R  et  K'  au  mov.cn  de 
cette  même  variable  ç.  '1 

Vous  nous  avez  rendu  le  [)lus  grand  service  en  renvoyant  .es 
épreuves  d'Halphen,  mais  je  suis  extrêmement  content  que  voti  "e 
tra\ail  qui  vous  a  donné  tant  de  peine  ait  pris  fin,  et  que  vous - 
puissiez  vous  occuper  plus  librement  de  G(^)et  de  l'exposante. 

En  vous  renouvelant  l'assurance  de  ma  plus  sincère  alTeclion. 


301.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  9  mars  1891. 
Cher  ^Ioksieur, 

Votre  remarque  que  la  série 

,  /,2/,'2  _  ,  _  /J2     .     8^^-  -^  ^«--  -^  ÏS_   1^  ï.0_^       ^^^^4     ,,,    _ 
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donne  la  valeur  inverse  en  remplaçant  q-  par  —  ç-  m'a  fait  consi- 
dérer la  série  log(/î  A-A'")  qui  ne  doit  renfermer  (pie  les  puis- 
sances ^''«+2_  J7n  posant 


-l0g(4X-2/.-'2) 

=  at24-|i$«-+-Yî'"-+ 

on  a 

a  =  .(. 

^  =  0'       r 

et  j'ai  calculé  encore 

s-       ''•••^^ 

3». 5^7. II. i3 

3.5^7 


et  de  li't,  on  pourrait  conclure  encore  les  coefficients  de  ^'''  et  ^'", 
dans  le  développement  de  .ik-k'-;  mais  j'ai  trouvé  plus  facile  de 
calculer  directement  a,  ^,  y,  o,  ...,  sans  passer  par  la  série 
qui  donne  /\k'-k'-.  11  semble  bien  que  les  coefficients  a,  p,  y,  o,  ..., 
ont  des  valeurs  plus  simples  que  les  coefficients  dans  le  développe- 
ment de  4 A- A'-.  Mais  le  procédé  pour  calculer  les  coefficients  de 
ces  développements  est  bien  humiliant  comme  vous  le  dites  et  ne 
donne  aucune  lumière    sur  leur  valeur.    Ainsi  il  semble  ([ue  les 

coefficients  de   ;.,.,,  et  de  loi;  (  ,  ,.,,,,  )  soient  tous  positifs.  Mais 
i/i-k  -  "  \4/c^/r  V 

je  ne  vois  aucun  moyen  pour  le  démontrer. 

Les  séries  procédant  suivant   les  puissances  de  ç  sont  conver- 
gentes sous  la  condition 


<ii: 


c'est-à-dire 


I  U  <  ■^,'884, 
|^2|<  4,7893, 
U*'|  < -22,9371. 

Il  est  donc  à  présumer  que  le  rapport  de  deux  coefficients  con- 
sécutifs doit  tendre  vers  - — — —  ou  vers  r — ,   mais  il  faudrait 

4,7893  •;>.2,937i 

pousser  beaucoup  plus  loin  les  calculs,  semble-t-il,  pour  que  cette 
tendance  se  manifeste.  Cependant,  aussi  sous  ce  rapport,  le  déve- 
loppement de  log(4  A-A'-^)  parait  plus  régulier. 

Je  n'avais  pas  songé  du  tout  à  poser  x  =^  —  dans  mes  fractions 

continues,  pour  avoir  le  développement  de  ,    :  les   expres- 

II.  II 
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sions  que  Ton  oblicnl  ainsi  iio  reutrcnl  pas  dans  les  types  de 
fractions  conlinues  que  j'ai  étudiées  jus<|u"ici  et  demanderont  un 
nou\el  examen. 

Je  vous  adresse  en  même  t.cm|)s  les  feuilles  corrigées  d'Hal|)licn, 
je  ne  crois  pas  qu'il  reste  encore  des  fautes.  Enfin,  je  remets  à  une 
autre  fois  pour  vous  j)arler  plus  am|)lcnient  des  fractions  conlinues 
et  de  la  série  de  Stirling.  Croyez-moi  bien  votre  très  dévoué. 

P. -S.  —  Méliiode  de  calcul  [)ourles  coefficients  a,  ^,  v,  o, 

On  a  d'après  vos  notations 

Or,  d'après  des  formules  de  tiansformation  de  la  série  hypcr- 
géométi'ique  [Goursat,   Thèse,  p.  120  (form.  4^)] 


donc  en  posant 


q' 


1^  q"^ 


il  vient 


rj  =  /•  -i 

2^-i.  ) 

d'où 

(1)       /•=r,  - 

'9 

23.3.5 

Or 

J.2 

^f 

2  -  q-^ 

4  AU' 2: 

C   V  .2  =  /    —^ =  Ti , 

"■M  8  '    8  5    4  '  '      / 


■2'^3^7.ii.i3 


r'3-4-, 


1849     ^9  99^90" 


2". 32. 5.7   '         2'». 33. 52. 7. II. i3   ' 
I  —  4  A2  A'2 


1-T-4AU' 
I  —  /•" 


(=  l  —  2/-2-}-  2/'* —  2/-^ -h  2/-* —  2/-10-I-.  .  .), 


I    -T-    /•- 

(2)      —  log(4A-2A-'2)  =2/-2-;-  2,-6_i_  4/-»o-i-  ^/-'i-h..., 
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cl  A  ne  reste  qu'à  substituer  les  valeurs 

/•lo^  rjio-f-..., 

obtenues  à  l'aide  de  (i)  et  finalement  d'introduire  ^  au  lieu  de  r,. 
j'écrirai  encore  les  coeincients  de  ^"^  et  ^'^  dans  le  développement 
de  4  AH'-' 


33.52.7.11.13^  33.53.7.11.13^ 

302.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  II  mars  1891. 
Cher  Ami, 

Vos  calculs  m'ont  fait  le  plus  grand  plaisir,  jamais  l'idée  ne  me 
serait  venue  d'introduire  la  série  de  Gauss  et  de  faire  usage  des 
belles  relations  de  Goursat,  et  puis  vous  êtes  calculo  indefessus! 
Votre  remarque  que  log(4/t'-A'-)  n'a  que  des  termes  de  la 
forme  ^'"'+2  est  excellente  :  a,  [3,  y  sont  merveilleusement  simples, 
mais  0  commence  à  faire  regretter  la  confiance  que  les  premiers 
coefficients  pourraient  donner.  C'est  une  déception  que  j'ai  eue, 
dans  un  calcul  tout  voisin  comme  vous  allez  voir.  Soit  S  et  S'  les 
séries  de  Jacobi  dans  le  §  29  des  Fundamenta  qui  donnent 


On  aura,  je  le  remarque  d'abord, 


K'==  JSh-  — tS'. 
4J 


K'— K         71     S' 

TTÏ 

'4-K  ~  4J2    S  ~ 

2J2 

W  —   t              TTC 

(0  -<-  t         2J2' 

ou  bien 


et  la  condition  qu'en  faisant  to  =  a  -}-  f  |B,   ^  soit  positif  donne 

1,  -^^         a2-f-([i  — 1)2 
•  '""^^^^a2+(fi-|-i)^^ 

donc 

1  ^^    ^  I  ?•  ,  ^  2J2 
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tandis  que  vous  trouvez  - —  ^lais  voici  le  point  qui  m'a  intéressé 
et  l)ien  attristé.  Ayant  S'=  Sç.  il  \ient 


ce  qui  conduit  à  exprimer  S  au  moyen  de  H,  or  je  trouve 

i  24  00  060 

En  présence  de  cet   horrihle    terme 5ir~^*'  J'^^  refait  mes 

calculs,  espérant  qu'il   v  a\ail  quelque  erreur,    mais  en  vain,   et 
je  crois  décidémentquil  faut,  quoi  qu'il  en  coûte,  le  subir. 

Je  crois  fermement  que  tous  vos  numérateurs,  dans  le  développe- 
ment de  4 /''/>"'"•  sont  dnisibles  par  4  :  partagez-\ous  mon  esj)oir.  à 
un  tiegré  si  faible  qu'il  soit,  (jue  ces  coefficients  auront  un  rôle? 
Dans  ce  cas,  j  aimerais  extrêmement  que  vos  résultats  soient 
lobjet  d  une  ^ote,  et  (pic  je  ne  sois  pas  seul  à  en  profiter  et  à  m'en 
délecter.  Eu  me  réservant  d'y  revenir  après  y  avoir  de  nouveau 
rélléclii,  je  vous  renouvelle,  mon  cher  ami,  l'assurance  de  tout 
mon  dévouement. 


303.  —  HERMITE  A  STIETJES. 

{Carte  Postale.) 

Paris,  Il  mars  1891. 
Cher   Ami, 

En  posant  k'-  =  fÇi)  et  désignant  par  a-\-ib    un  entier  com- 
plexe, l'équation  modulaire  pour  la  transformation  d'ordre  a'^-k-  b^ 

donne  une  relation  algébrique  entre  y(ç)  et  y  (     _   a  ^ ) ' 

304.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  12  mars  1891. 
CuER    MoKSIEtn, 

En  réfléchissant  encore   sur  vos  séries  si  singulières  qui  pro- 
cèdent suivant  les  puissances  de  H,  je  suis  devenu  un  peu  pessi- 
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miste,  et  il  me  semble  peu  probable  qu'on  puisse  approfondir  la 
loi  des  coefficients. 

Mais  d'abord,  il  n'y  a,  entre  nous,  aucune  différence  quant  au 
rayon  de  convergence.  Dans  votre  première  Lettre  vous  avez 
employé  la  lettre  J  dans  deux  sens  différents,  en  écrivant  d'abord 

J=/  '  ■=\Tr' û)=^TTi  (J  =i,3iio3...), 

et  en  écrivant  ensuite  les  formules  de  Jacobi, 
K=J(,+...)-^(f+. 


mais  ICI 


Dans  ma  Lettre,  j'avais  accepté  votre  première  définition 
de  3=1  ,  ^  ■  et  de  là  la  différence  entre  nous,  qui  n'est 
qu'apparente.  Les  données  numériques 

1?1<2,.884,       U'-l<  4,7893,       UM<  22,9371 

restent  exactes. 

Si  je  considère  maintenant  la  série 

4yf2A'2    -'•■*'+«-    ^     i5    ^    ^••' 

il  semble  bien  que  les  coefficients  soient  tous  positifs,  du  moins 
c'est  constaté  jusqu'au  terme  en  ^'^  inclusivement.  Mais  cette 
série  représente  une  fonction  qui  n'existe /?«5  en  dehors  du  cercle 
de  convergence,  et  cela  me  fait  croire  maintenant  qu'il  pourrait 
très  bien  arriver  que  le  rapport  de  deux  coefficients  consécutifs, 

au  lieu  de  tendre  vers  - — T-rr?  est  tantôt  plus  grand,  tantôt  plus 

petit  que  - — ;— r  •••  sans  tendre  ve/s  une  limite.  Dans  les  séries 

^  ^      4,7^9^ 

a7-^a;l•2-^-a;'■«■3H-a;l•2•3.4_^_,  . 
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qui,  elles  aussi,  représentent  des  fonctions  (jui  n'existent  que 
pour  [a:  ]  <^  I ,  vous  voyez  que  ce  rapport  c,i^\  '.  Cn  n'a  aucun  sens. 
En  présence  donc  de  séries  si  singulières,  et  d'une  nature  si  diffé- 
renlc  de  celles  qu'on  rencontre  ordinairement,  il  me  semble  piu- 
denl  de  réscr\cr  mon  opinion.  Je  me  propose  de  pousser  encore 
un  peu  plus  loin  les  calculs  lorsque  j'aurai  un  peu  de  loisir. 
Votre  déception  à  l'égard  de  la  série 

f2        f^         -fi        3o53 
2         24         ^o  ibo 

montre  bien  qu'il  faut  être  bien  réserve;  après  tout,  il  se  pourrait 

que  dans   le  développement   de    ^  .^ , ,^    il   j   ait   des    coefficients 

négatifs.  Je  vous  avouerai  même  que  je  ne  serais  j^as  fàclié  den 
rencontrer  un,  car,  dans  le  cas  contraire,  je  sei'ai  toujours  tenté  de 
croire  qu'ils  sont  tous  positifs  et  désolé  de  ne  pouvoir  le  démontrer. 
Quant  au  rôle  que  ces  coefficients  peuvent  avoir,  je  nose  vrai- 
ment exprimer  aucune  opinion.  Ayant 


ou,  en  posant 


q-  =  ir, 


.,t=^^^(!,!,l,^) 


je  remarcjue  que  x'-'ëi -■>-,) -^  x\  est  aussi  une  intégrale  de  l'écpia- 
tion  différentielle  linéaire 

à  laquelle  satisfait  ^^(71  7»  ->  x\-  Donc  ç  est  le  quotient  de  deux 
solutions  de  (i)  —  • 

D'après  les  calculs  de  M.  Schwarz  {^Œuvres,  t.  II,  p.  218-220) 
on  a  donc 

dx  dx^  Kdx'^J  3  3  i 

(2)  ^        '     -  -  ■ 


/rfç\2  8a;2        %x(\  —  x)        lU  —  xy 
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et  l'intégrale  générale  est 


Si  l'on  |)rcn<l  ^  comme  varial)le  indépendante  on  trouve 


\  d^<'  )  /d.ryr   3  3  .        I 


dx  d'^x       -xl ^^^^\' 
,..      -'~d\^~^\W)     _       /d-ry 
^    ''  /dxY 

On  pourrait  se  servir  de  (3)  pour  obtenir  le  développement 

mais  les  calculs  sont  atroces.   Vu  contraire,  le  développement  de  ^ 

^  =  -  /^  +  av/^4-  ^\/â^'+-.  .  .=  -  q  -\-  'ï.q^  -^  'pq^  -\- . .  . 

pourrait  s'obtenir  sans  trop  de  difficulté  à  l'aide  de  (2),  en  imitant 
le  procédé  de  M.  Schwarz  {^Œuvres,  t.  IT,  p.  226-228).  On  recon- 
naît ainsi  que  tous  les  coefficients  a,  (3,  y?  •  •  •  sont  positifs,  ce 
qu'on  ne  voit  pas  a  priori  en  divisant  les  deux  séries  hypergéomé- 
triques.  Mais  ce  n'est  pas  cela  [ce]  qu'il  faut  et,  en  désespoir, 
j'abandonne  ce  sujet  trop  difficile.  Je  me  bornerai  à  calculer 
quelques  coefficients  nouveaux  dans  le  développement  de  f\k'-1\'- 
en  passant  par  le  pont  de  Tàne. 

Vous  aurez  certainement  reçu  maintenant  les  épreuves  de  Hal- 
phen ;  pour  toute  sécurité  j'en  ai  gardé  encore  un  exemplaire. 

Votre  bien  dévoué. 

P. -S.  —  Je  me  suis  amusé  à  cjuelques  vérifications  numériques 
dont  voici  une  : 

-log(4A-2A'2)  =  4^2+|i!+.... 

En  posant  A"  =  sina,  il  vient 

log  sin  2  a  =  '-  -+-  -i^— :  -'r- 


2  ^  ^         3.5        3.52.7        3i.52.7.ii.i3 

Pour  k  =  sin  1 5",  j'ai 

K'  :  K  =  y/3  =  tang6o°, 
^^,_^=2-v/3  =  tango  ; 
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d"où 

log^  =  9,7681870  —  10, 

à  quelques  unités  du  8"  ordre  jirès,  j  ai 

$2  =  0,34335394 

^•^  :  i5  =  2  710  38 

£10:3.52.-=  9  iG 

97^'i:33.52.7.ii.i3  =  8 


0,346573  56 
daulre  pari 

—  -  log  sin2  7  -—  -  loga  =  o,3  j6  J73  ôg.  .  . . 

Peut-être,  dans  ma  Lettre,  je  n'ai  pas  exprimé  assez  clairement 
mon  opinion  qui  est  celle-ci  :  la  circonstancq  que  les  fonctions 
n'existent  pas  en  dehors  du  cercle  de  convergence  pourrait  bien 
se  traduire  par  des  singularités  extrêmes  dans  la  loi  des  coeffi- 
cients des  séries. 


305.  -  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  i3  mars  1891. 
CmEU    MOiSSlEUR, 

xMille  remercîments  pour  votre  énoncé.  Comme  vous  allez  voir, 
il  m"a  été  bien  utile.  J'avais  fait  le  raisonnement  suivant.  En  cher- 
chant une  transformation 

a  M  ~  b 
«.),  =  — j, 

C  M  -r-  a 

qui  fait  correspondre  to,  ^  i  à  10  =  i,  on  est  conduit  à  poser 

aui  ^  b  ,  , ,  „       , „ , 

Mi=  T (deterni.  a^H- ©2)  ; 

—  ÙM  -T-  a    jt 

d'où 

-T-  bi\  /  w  —  i 


a  —  bi , 

C'est  là  naturellement  aussi  votre  raisonnement.  Mais  j'ai  été 

a  ~h  bi 
a  —  bi 


y.  r          ■    •                            T                    ■    ,    y         1                   ■    /    r           a  -\-  bi  y 
arrête,  voici  comment.  La  quantité  ;  et  la  quantité  Çi=  -j-.\ 
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s'annulent  en  même  temj)s.  Il  faudrait  donc  que,  pour  /:'- =  -> 
Tiin  des  modules  transformés  donnât  aussi  /c- ~~  -  (ou  tout  au 
moins  une  des  valeurs  -}  2,  —  i  (lui  se  déduisent  de  -  par  une 
substitution  linéaiiej-  Or,  je  ne  sais  pourquoi  (peut-être  par  un 

vague  souvenir  de  quelque  calcul  nuuiérique  mais  qui  a  dû  être 
faux)    cela    ne    me    paraissait    j)as    vrai.    Je    croyais  savoir  que, 

pour  A-=->    il   n'est  pas  vrai   qu'une   des  valeurs   /-  est  = -• 

Donc,  malgré  la  simplicité  du  raisonnement,  j'ai  cru  à  quelque 
erreur  et  j'ai  laissé  les  choses  dans  cet  état.  Si  forte  était  ma  pré- 
vention que,  lorsque  j'ai  reçu  votre  énoncé,  j'avais  d'abord  de 
forts  doutes.  IMais  vous  m'avez  obligé  à  examiner  la  question  et  je 
viens  de  reconnaître  que  j'étais  complètement  dans  l'erreur  et  vous 
avez  raison.  Effectivement,  pour  A- =  -5  l'équation  entre  ^//i  et  \J i 

donne  pour  \Jl  deux  racines  égales  à  \/k  et  cela  s'explique  main- 
tenant aisément;  la  transformation  correspond  alors  à  la  multipli- 
cation complexe  par  a  zt  bi.  Aussi  M.  Joubert  (^Sm/'  les  équations, 

etc.,  iS^G)  remarque  que  pour  A- =:  -»  oj  =  i  l'équation  du  mul- 
tiplicateur a  deux  racines  a  zh  bi  et  les  autres  deviennent  égales 
deux  à  deux  (p.   102).  Déjà  cette  remarque  se  trouve  en  germe 
chez  Jacobi  pour  le  cas  a- -\-  6-=  5  [Œuvres,  t.  I,  j).  204). 
Du  reste,  à  l'aide  de  la  formule 


A  = 


iq*-\-iq*-hiq 


1  -I-  2  7  -t-  2  9" -h  2  g^» -i- , 
j'ai  vérifié  que  pour 
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q  =  te     ",         q  =  fe     "  (  £  =  cos -7 — (- f  sin -^ 


on  obtient 


[//i  —  i/-        (positif  réel), 


et  généralement  cela  doit  arriver  pour  deux  valeurs  de  /•  en  posant 

»  7  .  •  2  -  .     .       2  7l 

q  =  z' e     P,         /)  =  a-+ 6*  premier,         s  =  cos f- t  sin — • 

P  P 
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Il  serait  inlcressant  de  connaître  ces  valeurs  de  /•;  on  les 
trouvera,  je  crois,  sans  difficulté;  je  pense  que  ce  seront  les 
valeurs  /' =  zt  Z>  (b  impair,  p  =  a--\-  b-). 

Mais  vous  allez  certainement  éclaircir  toutes  les  questions  qui 

se  pn'sentenl  ici;  cette  relation  entre  /{V)  et  f\- p^)    f^on- 

nera-t-ellc  les  coefficients  du  développement  de  ./(ç)  ou  don- 
nera-l-elle  seulement  des  identités.  Peut-être  cette  dernière  alter- 
native est  plus  probable,  la  connaissance  du  développement  de  f{\) 
pourrait  alors  servir  réciproquement  à  déterminer  les  coefficients 
dans  la  relation  entre  f{\)  et  /"(;().  En  tout  cas  la  décomposition 
de  l'équation  modulaire  dans  ce  cas  h- =  -  sera  intéressante  à  con- 
naître. INIais  je  dois  me  remettre  à  ma  théorie  des  nombres  ;  tout 
en  regrettant  d'avoir  à  al)andonner  ce  sujet  si  intéressant.  J'espère 
que  vous  voudrez  bien  continuer  à  me  communiquer  les  résultats 
que  vous  obtiendrez,  et  qui,  je  crois  l'avoir  assez  démontré,  m'in- 
téressent extrêmement. 

^  otre  bien  dévoué. 


306.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

(  Carte  postale.) 

\'\  mars  1891. 
Mon  chf.r  Ami, 

Il  y  a  évidemment   une  inadvertance  dans  ma  lettre.   Si   1  on 
introduit  dans  la  relation  algébrique  entrey(ç)  et  f{\\)  la  série 

/(0  =  ^  +  ^^  +  P;^  +  ï;^  +  ---, 

le  résultat  ne  peut  pas  être  identiquement  nul,  mais  on  doit  obtenir 
des  relations  entre  a,  ^,  y,  ...  qui  peut-être  détermineront  ces 
coefficients.  Vous  avez  fait  peut-être  ce  calcul  dans  le  cas  le  plus 

simple  de  la  relation  entre  f{^)  et  /( — '—X)-  Quelles  choses 
singulières  1 
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307.  —  UERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  le  i4  mars  1891. 
Cher  Ami, 

La  correction  des  feuilles  d'IIalphcn  dont  je  vous  accuse  récc|)- 
tion  et  que  je  ^ais  donner  à  M.  Gauthier- Villars  a  dû  vous  donner 
une  peine  extrême,  et  c'est  un  service  signalé  (jue  vous  aurez  rendu 
en  vous  y  consacrant  avec  tant  de  conscience  et  de  soins.  Je  ne  puis 
m'enipècher  de  penser  (ju'il  sera  bien  peu  lu  à  cause  de  la  compli- 
cation de  ses  calculs  et  de  ses  notations  malheureuses;  j'ai  surtout 
des  doutes  sur  la  prééminence  qu'il  a  voulu  à  jamais  consacrer  de  to 
et  to'  et  de  p{(t)  sur  les  symboles  de  Jacobi,  auquels,  je  vous  l'avoue, 
je  reste  à  jamais  fidèlement  attaché.  Tisserand  ne  m'a  point  eacln; 
que  les  formules  du  Ti'alté  dilalphen  ne  lui  disaient  rien,  je  l'ai 
éprouvé  moi-même,  et  ce  n'est  qu'au  prix  d'un  elfort  réel  que  j'ai 
compris  des  points  très  beaux  que  ses  notations  laissaient  dans 
l'ombre.  De  ma  variable  Ç  je  n'ai  plus  rien  à  vous  dire,  en  ce 
moment,  elle  m'échappe;  je  sors  du  collège  Stanislas,  où  j'ai 
interrogé  sur  les  génératrices  de  l'hyperboloïde,  la  génération  de 
l'ellipsoïde,  l'équation  en  5,  etc.  et  je  suis  excédé,  d'autant  plus 
que  ce  matin  j'ai  eu  à  la  Faculté  des  Lettres  une  séance  d'examen 
de  baccalauréat. 

J'observe  cependant  que,  dans  les  dénominateurs  des  coefficients 
du  développement  de  A-A'^,  tous  les  nombres  premiers  figurent 
comme  facteurs,  et  que  les  exposants  des  plus  simples  3,  5,  etc. 
vont  en  grandissant  d'un  terme  à  l'autre. 

Ne  serait-ce  pas  l'aurore  d'une  forme  arithmétique  nouvelle, 
caractéristique  d'une  nouvelle  forme  analytique?  Mais  il  faut  res- 
treindre son  imagination  et,  pour  ce  faire,  je  prends  les  relations 
absolument  terre  à  terre  que  voici 

snix  = j ; , 

I  —  A""^  ?>i\*x 

I  —  2sn-a"  +  A"2sn*.r 

c.nix  =  j ; , 

I  —  />.2  ?,n*x 

,  I  —  ik^  %n'^x  -H  k^  ?<n'* X 

dn2.r=  = ; 

I  —  k-  i,n'*x 
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On  a  bien  reniarcjui-  (|uc 

I  —  en 'ia^  = ■      .    ,     j  I  —  (ln-.>.r  =  j- ; > 

I  —  A-  ?in*.r  I  —  A-  sn* r 

dont  les  numérateurs  sont  des  carres,  mais  à  ces  formules  j'ajoute 

(cn.r  -f-  sna:-  dn.r)' 


1  -f-  snc).r 


I  -i-  k  snaa; 


1  —  /i^  sn'*.r 

(dn  j*  -f-  A-  snar  cn^)- 
I  —  A-2  sn^'a; 


On  en  conclut  que  \/(i  -j-  sn2xj(i  4-A"sn2x)  est  une  fonction 
unifoi'nie,  à  savoir 

(i-t-A-)sna7  cna?dnj" 

I -r- A  sn-:F    '    1  — Asn-j- 

Elle  a  la  périodicité  de  sn^,  et  peut  s'écrire  ainsi 
y/ A    sn(  ar4 1  -r-snl  a^-i-K-i-  -;—  1    —  sn(  37 —  j-i-sn(  a--!-  K —  1 , 

J'entrevois  quelques  conséquences  à  en  tirer,  mais  jioint  main- 
tenant, où  je  ne  suis  plus  bon  à  rien. 

En  vous  renouvelant,  mon  cher  ami,  mes  remercîments  pour 
vos  coefficients  qui  me  donnent  tant  à  penser,  et  en  vous  priant  de 
me  croire  votive  affectionné. 

308.   ^  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  i5  mars  1891. 
Cher  A:mi. 

C'est  bien  comme  vous  Tavez  jugé,  pour  tenter  d'obtenir  quelque 
lumière  sur  les  coefficients  de  la  série  f{V)  =  ; — h  ^-^  -h  i3;'  +  . . . 

que  j'ai  songé  à  l'emploi  de  la  relation  entre  fx^)  et  /(     .  .H  , 

que  donne  la  théorie  des  équations  modulaires.  On  a  aussi  en 
posant  U  =  \/kk' ^  V  =  { 0,)/  des  équations  dont  le  P.  Joubert  a 
fait  le  calcul,  dans  plusieurs  cas;  pour  le  cinquième  ordre  en 
particulier,  il  obtient  celle-ci  : 

Vo_i6U5VS-M5U2Vi— 5Un'2^4UV-+-U6=o. 
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Mais  pour  en  faire  usage,  il  sérail  nécessaire  de  former  la 
racine  8'""*^  de  voire  expression,  je  veux  dire  de  prendre  pour 
poinl  de  dépari  les  formules 

et  j'ai  reculé,  je  l'avoue,  dcvanl  la  complication  des  calculs  que 
demande  la  substitution,  ne  me  senlant  pas  encouragé  par  une 
suffisante  espérance  dans  le  résultat.  N'attendez  donc  point  que  je 
vous  apporte  quelque  contribution  sur  la  question;  c'est  en  vous, 
en  vous  seul,  que  je  mets  mon  espoir,  le  temps  me  mancjuc  cl 
avant  tout  il  me  faut  terminer  la  rédaction  de  la  Noie  qu'attend  l'édi- 
teur pour  la  prochaine  édition  du  Cours  de  Calcul  différentiel  et 
intégral  de  Serret.  La  nécessité  me  contraint  donc  de  renoncer 
à  i,  et  je  ne  songe  en  ce  moment  qu'aux  formules  de  la  dupli- 
cation dont  je  vous  ai  déjà  parlé.  Voici  les  conséquences  que  je 
voudrais  en  tirer.  En  premier  lieu,  de  la  relation 

(cn.r  -+-  snx  dinxY' 

I  -f-  Sn  2  37  —    ;- ; — 

1  —  A-  ?,n*x 
on  conclut 


I  -t-  sna:-  = 


k         H*— 6^ 
et,  par  conséquent, 

I  -+-  ^nx  —  -—-. — -) 

e{x) 
ce  qui  conduit  absolument  à  étudier  de  près  cette  quantité 

P(.)  =  e(£)H,(£)^H(^),-.(f). 

On  a  ensuite 

■i  ?,n^ X  (]n^- X  (He,)^ 

I  —  k^sn'x  H' — 0* 

2A-^sn2.r  Jn^.r        ,   (HHi)^ 

1  —  dn-i.x  =  jr, 7 =  "tïT ZT' 

1  —  k^  sn'*x  11* —  0' 

doù 

QHx)  .  RHx) 

I  — cna'=-^— ^^ — -}  I  —  dnx  =     ^/   .    >  •••• 

0(r)  &{x) 
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Je  mets  d'aulanl  {)lus  d'inlérèl  à  celte  étude  qu'elle  ouvre  la  voie 
j)Our  obtenir,  dans  la  théorie  de  la  Iransformation,  les  résultais 
fondamentaux  de  Jacobi  dans  le  paragraphe  10  des  Fondamcnta 

Y-+-U     =(n-a7)A2, 

V  — U     =(i  — :r)B2, 

V  — XU  ==(i  — A.r)D2, 

résultais  que  jusqu'ici  j'ai  négligés. 

Kt  que  d'aulres  choses  je  néglige  par  indolence,  nonchalance, 
par  mollesse  et  |)aresse,  par  lâcheté,  el(\ 

En  vous  félicitant  de  voli'C  ardeur  au  travail  que  j'envie  et  vous 
lenouvelant  l'assurance  de  mes  meilleurs  scnlimenls. 


309.  —   STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  12  avril  1891. 
Cher  Moatsieuh, 

Voulant,  un  de  ces  jours,  exposer  à  mes  élèves  la  théorie  du 
développement  d'une  fonction  arbitraire  en  une  série  de  poly- 
nômes de  Legendre 

j'ai  été  conduit  à  examiner  la  fonction 

et  je  me  suis  rappelé  alors  tjue  M.  Beltrami,  l'année  dernière, 
remarqua  l'intérêt  qu'il  y  aurait  à  trouver  une  limite  supérieure 
pour  n  très  grand.  A  laide  des  méthodes  de  mon  article  sur  les 
polynômes  de  Legendre  je  trouve  que  pour  —  i^.r  <-f-  i  la  valeur 
absolue  de  X,j^,  —  X/;_,  reste  toujours  inférieure  à 


r(n)       /s 


Mais  je  viens  de  reconnaître  qu'on  peut  obtenir  une  limitation 
de  ce  genre  par  un  moyen  très   simple.     En  posant  :r  =  cosO  e 
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retranchant  les  formules  élémentaires 
X/j_i  = 


cos  (  «  +  I  )  0  ^ :^ i-  cos  (  «  —  I  )  0  -+- . . .    , 

L  1  (  2  /i  -+-  £  )  '  y 


11  vient 

[cos(/i  -f-  I  )0 cos(/t  —  1)0 
■m  —  \ 

cos(/i  —  3)0 


2.4--.(2«  -I-  2  ) 

(  /î  -f-  I  )  n 


I  .  2  (  2  /t 1  )('-''•  '^ -^  ) 

4 . 3  (  /i  -+- 1  )  /î  (  /t  —  1  ) 

1 .2.3(2  «  —  I  )(2  11  —  3  )(2  n  —  J  j 


cos(/i  —  5)0 


où  il  faut  |)rolonger  la  séiie  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre  un  lerme 
nul.  Au  lieu  de  cela  on  peut,  pour  ii  pair,  prolonger  la  série 
jusqu'au  terme  en  cosO,  puis  doubler. 

Pour  n  impair,  on  peut  aller  jusqu'à  cos  2  8,  ajouter  la  moitié  du 
terme  suivant,  puis  doubler.  Soit  n  pair,  on  a 

I  .  3  .   .  .  (  2  /i  -4-  I  )     (       r  ,  ,  .  ,  ,,  .  ,  -,  , 

'  2[cos(«  -t-  i)0  —  a  cos(/i  —  1)0  — . . . —  h  cosO  JJ, 


2  .  4  .  .  .  (  2  Ai  H-  2  ) 


OÙ  a,  [^,  .  .  .  ,  X  sonl  positifs. 
Pour  0  =  0,  il  vient 

I  —  a  —  fi — ... —  X  =  o,         donc  i-l-a-4-P  +  X=...=:2; 

d'où  l'on  conclut 

IV  V  I    ^    ,    I  .  3  .  .  .  (  2  /i  -4-  I  ) 

'  2  . 4 .  .  .  (  2  n  +  2  ) 

On  arrive  au  même  résultat  pour  n  impair.  En  écrivant 

l^""'~''"-'<V(i)r(n  +  2)' 


on  a 


< 


v/tt  (  rt  -H  I  ) 

La  limite  supérieure,   obtenue  précédemment,   est  plus  petite 
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dans  le  rapport  de  i  à  y'2  à  [)cu  près,  mais  pour  l'applicalion 
qu'on  a  à  faire  du  résultai,  cela  u  a  aucune  importance,  et  à  cause 
de  son  caractère  si  élèmenlaire,  je  préfère  la  déduction  que  je 
viens  de  donner. 

On  conclut  facilement  de  ce  résultat  que,  dans  le  cas  onf(x)  est 
une  fonction  à  variation  limitée  dans  linlervalle  ( —  i,  -h  i), 


s/n\n^  \/n  "\^  '    /      ■fix)X„ 


dx 

1 


reste  constamment  inférieur  à  un  nombre  fixe. 

Je  n'ai  pas   encore    entrepris  l'application  de  la  relation  algé- 

l)rique  entre  /{ç)  et  /*(     ~^  .  .ç\  aux  développements  suivant  les 


puissances  de  q.  En  cft'et,  je  dois  pour  cela  chercher  d'abord  une 
transformée  aussi  simple  que  jiossible  de  l'équation  modulaire 
pour  /î=5.  T.a  relation  que  vous  m'avez  communiquée  comme 
obtenue  par  le  V.  Joubert  s'est  montrée  inexacte.  Du  reste  je  dois 
avoir  encore  d'autres  transforuiées,  mais  avant  de  me  lancer  dans 
ces  calculs  assez  ])énibles,  je  dois  chercher  à  la  bibliothèque  ce 
qu'on  a  fait  déjà  sur  ce  sujet. 

Je  dois  vous  demander  pardon  d'avoir  gardé  si  longtemps  l'ar- 
ticle sur  M'""  de  Kowalewski  que  vous  avez  bien  voulu  m'envoyer, 
mais  je  l'avais  communiqué  à  un  ami  de  Hollande.  Pendant  les 
vacances  de  Pâques  je  me  suis  trouvé  assez  souffrant  et  je  n'ai 
presque  pu  rien  faire,  ce  qui  m'a  été  une  grande  déception.  Mais 
avec  le  temps  plus  doux  ([ue  nous  avons  maintenant,  je  vais  beau- 
coup mieux  et  le  goût  du  travail  me  reprend.  J'espère  vivement, 
cher  Monsieur,   apprendre  de  bonnes   nouvelles  de  votre   santé. 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  très  dévoué. 


310.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  i!\  avril  1891. 
Mon   cher   Ai\ri, 

Vous  êtes  un  magicien,  vous  traitez  avec  une  merveilleuse 
simplicité  des  questions  extrêmement  difficiles  et  importantes 
et  je  ne  puis  assez  vous   dire  avec   quel  plaisir  j'ai  vu   la   rela- 
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,  V  V        1  ^     4r(/i  +  ;',)      ,,    ,  , 

lion    X,t+i  —  ^n-\    <,  ,,,.,.,, — '- —  <i  ou  vous  concluez 

'  1  (  î  )  1  (  «  -;-  '  ) 


v/-(  «-+-') 


Où  et  quand  pul)lierez-vous  ce  que  vous  venez  d'obtenir,  qui  inté- 
ressera vivement  les  amis  des  fonctions  sphériques?  Mais  ménagez- 
vous,  n'abusez  ]>as  de  votre  puissance  de  travail,  surtout  parce  temps 
qui  amène  un  si  grand  nombre  d'indis()Ositions   et  de  maladies. 

Ce  matin,  quand  je  suis  sorti,  la  neige  tombait  et  le  soir,  à  la 
maison,  nous  faisons  encore  du  feu.  Je  poursuis  la  Note  elliptique 
destinée  à  l'Ouvrage  de  Serret,  avec  la  grande  ambition  qu'elle 
puisse  vous  servir  de  guide-âne  grâce  aux  formules  que  j'y  accu- 
mule, mais  j'avance  lentement.  En  ce  moment,  je  rédige  la  multi- 
plication de  l'argument  par  un  nombre  entier  et  en  établissant 

T  U  .     . 

pour  Ji  impair  les  formules  sn(na.')  =  -^,  cn(nx)  =  -^,  etc.,  j'ai 

cru  nécessaire  de  démontrer  la  relation  S  — T  =  (i  dr  snA')TQ,  . . ., 
ce  qui  est  facile.  Vient  après  une  recherche  dont  je  me  réserve  de 
vous  entretenir,  et  qui  me  demandera  beaucoup  d'efforts,  elle 
concerne  les  polynômes  relatifs  à  la  transformation,  sur  lesquels  je 
crois  qu'il  y  a  encore  grandement  à  découvrir.  Combien  Jacobi 
a  eu  de  bonheur  avec  ses  découvertes  elliptiques! 

Croyez-moi  toujours,  mon  cher  ami,  votre  bien  affectueusement 
dévoué. 

311.  —  STIELTJES  A  HERMITE . 

Toulouse,  14  juillet  1891. 
Cher  Monsieur, 

Vous  voudrez  bien,  je  l'espère,  me  pardonner  les  lignes  sui- 
vantes, malgré  la  chaleur  et  l'ennui  des  examens  qui  approchent. 
Soit 


2.2  2.2.4.4 


alors 


<r/"^-i  arc  sina?  P 

-\.ï...n — 


{x-x"-)      ■ 


II. 
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et  ce  polynôme  P«  satisfait  à  la  relation 

.    (l'-y       /  dy  , 

(1)  ('-^^^  -^^^"~'^-^^~"'^  =  '' 

{Recueil  àe  Tisserand,  p.  Si-S^). 

Je  me  propose  d'étudier  la  seconde  intégrale 

W        Q,.=  P,,  y  ^T^  ''^  =  P..J  -pr-  ;7^ 
Pour  cela,  je  décompose  en  fractions  simples 


(i  — ar2)« 


Les  racines  a,  [5),  .  .  . ,  }v  de  P«=  o  sont  des  racines  simples,  et 
±  I  n'est  pas  une  racine.  On  trouve 


(I  — a2)'» 


mais,  d'après  (i), 

P';,(a) (in  —  i)a 

P«(a)  ~  I  -  a2      ^ 


donc 

(^ 

—  a72)« 

p2 

puis 

^. 



1 

=  <-I) 


d.v  =  (  —  1  )"  arc  sin x 


„  ,  Y  (i-g^)^'-!  r  i-g^ ^1 


/•  r    I  —  a-  g  dx  v^i  —  .?•■ 

J    L(^  — a)-        ^  — 


/  P^ 

11  est  clair  que 


v/i  —  x^ 

I -,V  (1  —  ît-)""'        ' 

=  { —  II"  arc  sin.r  —  \J  \  —  x-  >  — ^t: 


''•~^'^"    Idx-'    -^-—--       ■'"• ^^V"-^'^""'  — ' 


-^  (F  —  a2)"-i        I       _  R^ 
^^^  ^       l'„(a)'-       :r-g~P,/ 


l\,i  étant  un  polynôme  du  degré  n  —  i  en  if,  donc  finalement 

(4)  Q«=  (  — i)«P„arcsin:«;  —  R^y/T^TTi. 

Il  reste  à  désirer  seulement  une  expi'ession  plus  commode  et 
plus  explicite  de  ce  polynôme  Pi„,  je  n'ai  pas  pu  surmonter 
encore  cette  difficulté. 

Vous  voyez  que  la  question  a  quelque  analogie  avec  l'analyse 
des  Xrt  de  Legendre;  cependant,  si  l'on  cherche  à  intégrer  (i)  par 
une  série  suivant  les  puissances  descendantes  de  x  et  commcnçani 
par  un  terme  en  x*,  on  obtient  pour  déterminer  A' 

(n  —  /,)2zrr  o. 

Il  y  a  ainsi  un  racine  double  k  =  n,  et  une  série  (P^),  mais  la 
seconde  série  renferme  des  logarithmes;  c'est  là  ce  qui  fait  une 
différence  essentielle  avec  le  cas  des  X«,  où  il  y  a  une  seconde 
solution  de  la  forme 


Cela  me  fait  penser  que  la  détermination  de  ce  polynôme  R„ 
exigera  quelque  nouvel  artifice.  Mais,  en  terminant,  je  vous  avoue- 
rai que  j'ai  écrit  surtout  cette  lettre  dans  l'espoir  d'avoir  de  bonnes 
nouvelles  de  vous  et  de  votre  famille. 

Nous  allons  passer  la  plus  grande  partie  de  nos  vacances  en 
Hollande  et  comptons  partir  vers  la  fin  du  mois. 

Veuillez  bien  me  croire,  cher  Monsieur,  votre  très  dévoué. 

312.  —  II ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  i6  juillet  1891. 
Mon  cher  Ami, 

J'apprends  avec  grand  plaisir  que  vous  allez  en  Hollande  pro- 
fiter des  vacances  et  je  viens  vous  informer  qu'aussitôt  les  examens 
finis  je  me  rendrai  à  Barèges,  comme  l'année  dernière,  ayant  grand 
besoin  de  changer  d'air  et  de  me  reposer.  La  maladie  nous  a 
visités  cette  année  :  Madame  Hermite  a  eu  une  bronchite  et  a  dû 
garder  le  lit,  puis  Jeanne  Picard  qui  a  eu  une  inflammation 
d'entrailles;  mais,   grâce  à  Dieu,  toute  la   famille  est  maintenant 
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en  bonne  santé.  J'étudierai,  quand  je  serai  dans  les  Pyrénées, 
votre  polynôme  P„;  mais,  en  attendant,  j*ai  recours  à  vous  au 
sujet  de  K  et  K'  considérés  comme  fonction  de  /r-,  pour  établir  les 
importantes  propositions  de  ^I.  Fuclis,  que  j'ai  énoncées  page  248 
de  mon  Cours,  en  vous  demandant  si  Ion  peut  procéder  comme  il 
suit  :  En  ])remier  lieu.  la  série 


K  = 


(sr^'-(Mr--] 


montre  que  K  ne  change  point  lorsque  A-  tourne  autour  du  point 
A- =  o.  J'emploie  ensuite  la  relation 


■2  K        4 


en  l'écrivant  sous  cette  forme 

où  S  est  une  série  entière  en  A-.  On  voit  alors  qu'en  tournant 
autour  du  même  point  /i-=o,  logA-  s'augmente  de  2/7:  de  sorte 
que  K'  se  change  en  R' — ^2îK  et,  par  conséquent,  iK'  en 
ïK'+  2K.  Enfin,  je  remarque  qu'en  remplaçant  k  par  A',  on  a 

K  =  S' ^logA''-==  S'—  -^log(i  —  A-). 

Si  Ton  tourne  autour  du  point  A-=  i,  log(i  — A"-)  s'augmente 
encore  de  iït.,  par  suite  K  devient  R  —  2iR';  ce  sont  les  théo- 
rèmes de  M.  Fuchs;  la  démonstration  pourrait-elle  être  donnée 
dans  la  nouvelle  édition  de  ma  note  elliptique? 

La  fonction  liolomorphe  -r- —  me  semble  friser  de  bien  près  la 
'        r(.r)  ' 

discontinuité,  r( —  n)  étant  nul  pour  n  entier,  r( —  /i  —  ^)  étant 

extrêmement  grand,  si  petit  que  soit  ;.  C'est  ce  ([u'on  voit,  pour 

ainsi  dire  sans  calcul,  au  moyen  de  la  relation  !'(<:/) r(i  —  a)  =  ^-^ 

Faites,  en  effet,  «  =  /?  +  1  4-  H,  on  en  tire 

^  =  ^T{n-~i~^), 

l  { —  n  —  ;  )  -  ^ 

puis,  en  changeant  ç  en  i  —  ç, 

(-1)"+'  ?in-i 

~ — r(  n  -i-  -2  —  ;). 


r(_^_,_^£j 
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Les  seconds  membres,   en  supposant  i  <<  i ,   sont  plus  grands 

tous  les  deux  que ^  r(/î  +  i)  ;  or  on  a  :  sin  x  >  -  pour  .r  <<  -  > 

sino-"  >  — p  pour  a?  ■<  7»  ■  •  •  et,  en  prenant  la  première  inégalité, 
on  obtient  la  quantité  -  ;  r(/i  +  i),  comme  limite  inférieure.  Pour 
ç=  -,  celte  limite  est  donc  -r(/i),  ce  qui  montre  la  prodigieuse 
hauteur  de  l'arceau  que  forme  la   courbe   y  = -- — -  entre   deux 

intersections  consécutives  avec  l'axe  des  abscisses.  Qu'il  serait 
intéressant  d'avoir  une  expression  analytique  simple  qui  mettrait 
de  telles  circonstance  en  évidence  ! 

Les  coefficients  de  P«(j:')  ne  contiennent  en  diviseurs  ([ue  des 
puissances  de  2,  comme  le  montre  la  formide 


ou 

n(n  —  I ) . . . (  /t  —  p  -H  I  ) 


(/?  =  o,  I,  ,>,,  ...,  Il), 


\ .1.  .  .p 

conséquence  immédiate  de  l'égalité 

H"  ("7-2 iV 

•i.:\.    .    .  ■}.  Il 

J'ai  remarqué  que  la  formule  de  Jacobi 

P„(a7)  =  -    /      (a?  +  cosoy/j:- — i)""  do 

le  met  également  en  évidence,  car  on  en  tire 

P„(x)  =  X"  H — -x''-^-(x^-  —  i) 

n=>(  n  —  2)2         ,  ,    » 

-f-    — ; ■-X"-'->{X^'—l)^- 


">''"-P''^xn-^-P^x'—,),>, 

■22/'  V  '     ' 

/i  I 


le  dernier  terme  correspondant  à  /?  =  -  ou  /?  =  — —  ?   suivant 
que  n  est  pair  ou  impair;  nugœ  analyticœ! 
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En  VOUS  souhaitant  un  bon  et  heureux  voyage  dans  votre  patrie 
chérie  et  vous  priant  à  l'occasion,  et  si  vous  le  jugez  convenable, 
de  me  rappeler  au  bon  souvenir  de  M.  Bierens  de  Haan,  de 
M.  Bakhuyzen,  je  reste,  mon  cher  ami,  votre  bien  afFectueuse- 
ment  dévoué. 


313.  —  STIELTJES  A  IIERMITE. 

Toulouse,  22  juillet  1891. 
Cher  Monsieur, 

J'ai  appris  avec  peine  que  vous  avez  été  éprouvé  dans  votre 
famille  |)ar  des  maladies  sérieuses;  heureusement  que  tout  est 
passé  maintenant.  Puisse  le  séjour  à  Barèges  vous  procurer  le 
repos  nécessaire. 

Je  ne  trouve  rien  de  pUis  naturel,  en  donnant  les  développe- 
ments en  séries 


—^  log  (  y  )  -T-  série  entière, 


K'  = 


que  d'en  déduire,  comme  vous  le  faites,  les  théorèmes  de  M.  Fuchs, 
indiquant  la  manière  dont  se  comporte  K  lorsque  k-  décrit  un 
contour  fermé  autour  des  points  critiques  o,  i.  Ainsi,  ces  déve- 
loppements en  série  (le  second  est  dû  à  Legendre  d'après  Enneper) 
contiennent  les  théorèmes  de  Fuchs,  mais,  si  je  peux  m'exprimer 
ainsi,  ils  contiennent  plus  que  cela.  Au  point  de  vue  de  la  doc- 
trine, il  semble  qu'il  doit  être  plus  facile  d'obtenir  les  théorèmes 
de  Fuchs  que  les  développements  en  séries,  c'est  aussi  ce  cpii 
résulte  des  démonstrations  de  Laguerre  et  de  Goursat  que  vous 
donnez  dans  votre  Cours. 

J'étudie  ces  jours-ci  votre  article  sur  la  transformation  des 
fonctions  elliptiques  dans  le  Bulletin  de  Païenne  ('),  mais,  pour 
le  moment,  je  n'ai  pas  encore  suffisamment  réfléchi  sur  ce  sujet. 

J'ai  généralisé  ainsi  l'analyse  de  ma  dernière  lettre  :  n  étant 

(')  Note  des  éditeurs.  —  Voir  t.  V  des  Rendiconti  (1890). 
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enliei'  positif,  l'équation  différentielle 

(()  (5^2 —  i)y" —  v.(/i  -f-  /i  —  i)xy-h  n(n  -i-  •?./>:  —  i)^  =  o 

admet  comme  intégrale  le  polynôme 

,    ,     ^.  n(n  —  i)         „       n(n  —  \)(ii  —  ■?.)(n  —  3) 

2.2/1-1-1  2 . 4  . 2  /i  -H  1 . 2  A"  -+-  i 

On  rencontre  ce  polynôme  en  cherchant  la  dérivée  d'ordre  n 
de  (i  —  a:-)''' 


J'étudie  maintenant  la  seconde  solution  de  (i) 

-^—ii — ^^• 


Pour  réduire  l'intégrale 


J    Pi d^=J         p2        i^'-iY^-  'dx, 

je  décompose  en  fractions  simples 

.^  [(^  —  a)2        ip  —  aj 


p2 


n- 


Les  racines  a,  p,  ...,  "k  de  P„=o  sont  des  racines  simples  et 
P„(±  i)  ^  o.  En  posant  x  =  a-{-  h.  .  .,  ii  vient 


(a2  — i)« 


_  (g^-  — 1)"  r  2/ia    _  P';,(a)  1 
"^^         PUa)2    [a2-i         P'„(a)J 


mais,  d'après  (i), 

P;U«)  ^  2(/t  +  /x  — i)a 

P;(a)  a2-i 

donc 

■  {x^--l)n  ^         Y(a^-l)"-^   r    g^— I  2(A--i)a-| 

^    ^  P„(^)2  ^     PUa)2      |_(a7-a)2  a7-a     J' 

Je  remarque  l'identité 

D  ^ '-  =  (372  _  ,)A-1  U  A   -  I  —  -— — -  +  -^ '—      : 

x  —  x  ^  '        L  (a?  — a)2  X  —  a     J 
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ce  qui  me  conduit  à  écrire  au  lieu  de  (5) 

^      P;,(2;-      1  (.-r  — a)2  x  —  'x     J' 

inulliplianl  par  (j;- —  i)'^^'  dx  cl  iiilégranl,  il  vient 

^  •    ^     P;,(a;2      a; -a 

En  introduisant  donc  une  constante 

(7)  el.  =  I-4-(2A  —  l)>  , 

et  un  polynôme  du  degré  n  —  i 

(8)  K=y%-'^':'^^^^' 

^    '  Àmi     P„(a/-       x  —  ri. 

il  vient 

(9)  Q„(:r)  =  .\.P„(^)  r(.r2-iy^-ifZ.r-(.r^-i)/'U„(a;), 

ce  qui  est  bien  l'expression  la  plus  simple  et  la  plus  explicite  de 
la  seconde  intégrale.  11  reste  à  désirer  seulement  une  méthode 
simple  pour  obtenir  le  polynôme  R„(x)  dont  les  coefficients 
doivent  être  rationnels  en  k.  Mais  cela  parait  assez  difficile. 

Je  remarque  en  ce  moment  que,  pour  k  =  —  «,  P«  diffère  seule- 
ment par  un  facteur  constant  de  X„  ;  ainsi,  dans  ce  cas,  Q„  doit 
être  (à  un  facteur  constant  près)  la  fonction  spliéricpie  de  seconde 
espèce.  La  formule  (9)  donne  alors  une  nouvelle  expression  de 
cette  fonction. 

J'aïu-ais  voulu  offrir  à  vous  et  à  M.  Picard  la  première  partie  de 
mon  article  sur  la  théorie  des  nombres  qui  a  paru.  Mais  je  n'ai 
point  de  tirages  à  part  et  je  ne  les  aurai  peut-être  c[ue  lorsque 
toute  la  partie  élémentaire  (résidus  et  formes  quadratiques)  sera 
terminée. 

J'étudie  beaucoup,  non  seulement  la  théorie  des  nombres,  mais 
les  fonctions  modulaires,  fonctions  fuchsiennes;  tous  ces  sujets, 
vous  le  savez,  sont  intimement  liés  et  j'espère  que  je  trouverai 
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(jiiclquc  chose  ou,  (lu  moins,  à  exposer  simplemen I  ce  qu'on  sait 
déjà. 

Veuillez  bien  me  croire  loujoui^s  votre  très  dévoué. 


314.  —  STIELTJES  A  IIERMITE. 

Toulouse,  27  novembre  i^gi. 
Cher  Monsieur, 

Voilà  bien  longtemps  que  je  n'ai  point  eu  des  nou\  elles  de  vous 
et  des  vôtres,  et  c'est  dans  l'espoir  d'en  recevoir  de  bonnes  que 
je  vous  donnerai  les  miennes.  J'ai  passé,  avec  ma  famille,  de 
bonnes  vacances  en  Hollande,  cl  nous  sommes  revenus  vers  le 
milieu  d'octobre  en  traversant  Paris  seulement.  Mais,  si  le  séjour 
a  été  agréable,  je  n'ai  guère  travaillé.  On  m'a  dit  pourtant  de  ne 
point  regretter  le  temps  ainsi  perdu,  et  je  dois  reconnaître  moi- 
même  que,  si  je  n'ai  pas  travaillé,  je  suis  revenu,  du  moins,  avec 
de  bonnes  dispositions  pour  le  tra^ail,  tandis  que  j'étais  très 
fatigué  au  mois  d'août. 

J'ai  donc  repris  mon  cours,  mon  travail  sur  la  théorie  des 
nombres  et  je  pense  aussi  aux  nombres  premiers.  Sur  ce  dernier 
sujet;  il  me  faudra  bien  prendre  une  décision  d'ici  peu  de  temps. 
Si  je  rédige  seulement  ce  que  je  sais  en  ce  moment,  cela  consti- 
tuerait bien  un  progrès  (la  loi  du  logarithme  intégral  se  trouvant 
démontrée);  mais,  d'autre  part,  je  n'aurais  pas  répondu  à  la  partie 
du  programme  qui  concerne  la  fonction  s- 

Permettez-moi  d'indiquer  une  application  que  j'ai  faite  d'un 
théorème  de  Laplace  à  la  théorie  de  la  fonction  T. 

Vous  avez  appliqué  souvent  le  théorème  dont  je  parle,  mais, 
pour  mon  but,  j'en  modifie  un  peu  l'énoncé  en  l'exprimant  ainsi  : 


(A)  \\m  sfWi  f     f{x)o{x)"^dx=i/~f( 


b). 


Je  suppose  ici  que  <o{x)  reste  positif  ^  i  et  atteint  son  maximum 
cp(6)  =  +i  seulement  pour  x  ^=  b,  tandis  que  dans  le  voisinage 
de  .r  =  6,  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  t,  on  a 


l86  CORRESPONDANCE    d'hERMITE    ET    DE    STIELTJES. 

a  étant  une  constante  positive,  s  une  fonction  de  t  qui  tend  vers 
zéro  avec  t. 

Si  1  on  ajoute  encore  la  condition  <jue 


P  dx 


a  une  valeur  iînie  jiour  une  certaine  valeur  positive  de  /),  et  que 
la  valeur  absolue  de 

f(x)  (S{x)9 

reste  inférieure  à  un  nond)re  fixe  M  (q  étant  un  nombre  positif 
convenablement  choisi)  et  que 

lini/(  b  -^  h  )  =/(  b)         {h  =  o), 

alors  on  peut  démontrer   d'une  façon  absolument  rigoureuse  la 
relation  (A). 

Vous  voyez  qu'on  aura  ordinairement 

en  sorte  que  la  limite  est  aussi 


ce  qui  est  l'expression  de  Laplace. 

Dans  le  cas  '^(x)  =  :r  e'^-^"  on  a  a  =  -,  b  =  i 

(B)  lim  \/m  /      f(x)x'"e"i-"'-'^dx  =  /^f{\). 

'"  =  "        «-'o 

Soit  maintenant 

r(a)  =   /      x'^-^e--^  dx, 

T(a-^i)  =  aT(a); 

si  l'équation  T(a)  =  o  avait  une  racine  y. -{-pi  (nécessairement 
imaginaire),  elle  en  aurait  une  infinité  y.-^/n-i-'pi  (m  étant  un 
entier  quelconque).  On  aurait  ainsi 

/     x^^"'-^e-'>-'  cos{'^logx)dx  =  o, 

/     a;='+'«-ie--ïsin(^Iogir)i/a:  =  o, 
«A 
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OU,  remplaçant  x  par  mx^ 

JC"  cos 

'      oc'^+m-\  e-mx    _    (  j3  logjr  -u  p  log/n)  rfrr  =  o. 
0 

En  inuUipliant  par    .    (^  logm)  et  ajoutant 

Jf      ^a+m-i  e-mx  cos(  p  logar)  t/a?  =  o, 
0 

donc  aussi,  en  multipliant  par  \Jme^"^, 

•-  0 

Or  cela  est  impossible,  car,  d'après  le  théorème  (B),  le  premier 
membre  tend,  pour  m  =  00,  vers  la  valeur  positive  \J2tz. 

DoncT(a)  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  ^nie  de  a,  -- — r  est 
holoniorphe. 

Veuillez  bien  agréer,  cher  Monsieur,  avec  mes  meilleurs  vœux 
pour  votre  santé  et  celle  des  vôtres,  la  nouvelle  expression  de  mon 
dévoûment. 

# 

P. -S.  —  Si  la  fonction  o(x)  atteignait  plusieurs  fois  [k  fois)  sa 
valeur  maximum  +1  et  si 

on  aurait,  au  lieu  de  (A), 

A- 

Hm  v/m  r"  /(^)  ?(^)"'  d.r  =  /^  V  A^i], 
'"  =  «         J„  ^^    i/a/ 

Pour  A'  fini,  cela  est  bien  démontré,  mais  pour  A- =  00  l'exacti- 
tude n'est  pas  démontrée.  J'ai  vérifié,  toutefois,  la  formule  dans  un 
tel  cas  en  remarquant  que 


/      sin2«a" 


e-«-«^  dx  —  ^       ' 


a(«2_|_  .22)(rt2_^42)...[rt2_j_(_2w)2] 


Si  0(57)  =  sin-.r,   a/=i,    en  midtipliant   par   y/ /i  la  limite  est 
bien 
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315.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  3o  novembre  1891. 
Mon  cFiKR   Ami, 

Je  n'ai  aucune  idée  des  moyens  que  vous  employez  pour  obtenir 
cette  belle  relation 

lim  sfâi  f      f(x)o">{T)d.r  =  i/ïf{b), 

dont  les  applications  c|ue  vous  m'avez  indiquées  montrenl  lim- 
|)Orlauce.  \  ous  publierez,  j'espère,  un  mémoire  dans  lequel  je 
pourrai  connaître  par  quelle  voie  vous  pénétrez  audacieusement  et 
si  heureusement  dans  le  mvstère  de  l'infini,  et  je  me  réserve 
d'appeler  votre  attention  sur  des  questions  de  même  nature  qui  se 
rapportent  à  l'Arithmétique. 

En  ce  moment,  je  m'empresse  de  vous  faire  savoir  que  le  terme 
réglementaire  pour  la  clôture  du  concours  au  prix  de  l'Académie 
des  Sciences  est  le  mois  de  juin  de  l'année  prochaine,  mais  cjuc 
vous  pouvez  parfaitement,  après  avoir  envoyé  un  mémoire, 
adresser  un  supplément  pourvu  qu'il  parvienne  au  secrétariat  de 
rinsliliil  avant  le  mois  de  novembre.  Vous  avez,  par  conséquent, 
du  temps  devant  vous  et,  si  l'Académie  ne  recevait  aucune  pièce, 
ou,  du  moins,  aucun  travail  avant  une  valeur  suffisante,  je  crois 
pouvoir  vous  assurer  cpie  l'espérance  d'obtenir  un  mémoire  de 
vous  déciderait  la  Commission  à  remettre  une  seconde  fois  la 
même  question  au  concours.  Les  eaux  de  Barèges  m'ont  peu 
réussi,  je  suis  arrivé  en  Lorraine  mal  disposé  pour  le  travail  et, 
pendant  les  deux  mois  que  j'y  suis  resté,  je  n'ai  pu  faire  grand'- 
chose.  Il  m'a  fallu  cependant  faire  effort  pour  répondre  à  une 
demande  de  ^L  Craig,  qui  veut  un  article  pour  son  Journal,  et 

j'avais    préparé    une  étude  de  l'intégrale  J=  /     sm^x  'Si(x)  c/x, 

dont  je  vous  parlerai  une  autre  fois.  ^lais  le  dernier  numéro  du 
Bulletin  de  M.  Darboux  m'a  donné  une  autre  direction,  en  me 
faisant  connaître  une  forme  intéressante  de  l'intégrale  de  l'équa- 
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don  H ,    '^     =  o   obtenue    par  M.    AsLor.    Si    l'on    pose 

F(:r)  =  (cr  —  a){x  —  b){x  —  c){x  —  d) 
celle  inlégrale  est 


(i)      /A(«  —  l){a  —  IX)  -+-  /B(^  ~  X)(/^  —  [-».)  +  \/G(c  —  l){c  —  ;;i;  =  o, 

A,  B,  G  étant  des  constantes  liées  par  la  condition 

A{a  —  b)(a  ^  c){a  —  d) 

+  Q{b  —  a){lj  —  c ){ù  —  d)  -^  C{c  --  a){c  —  b)(c  —  d)  =  o 

et  dans  le  cas  de  F(^)  =  (a:  —  a)(x  —  b'){x  —  c) 

A  {a  —  b){a  —  c  )  -+-  B{ù  ^  a)(  ù  —  c)  -h  C{c  —  a)(c  -~  b)  —  o  {^  ). 

La  vérification  est  alors  bien  facile;  qu'on  prenne  a=:  o,  0  =  1 
c  =  j^  1  puis  ).  =:  sn*j7,  [j.  =  sn-j',  l'équation  (i)  davient 

(2)  v^A  sn  J7  snj-  -\-  y/B  cna;  cnj'  H-  y^  /C  di;  x  Juj^-  —  o 
avec 

(3)  AA-^— BA-2A'^4-CA'-'=o. 

Rapproebons  (2)  de  la  relation  connue 

k'-  sn.r  snj'  +  dn  (:/•  -!- J-')  cn.r  cn_^  —  cu(a"  H- j')  dn:r  dny  =  0. 
V  ous  voyez  qu'en  posant 

-y) 


^   /b        dn(a7-t-  r) 
V   A  =           //^          ' 

I       /G             cn(j7-i 
A-2  V   A                   /l'2 

c'est-à-dire 

B        (]n^(cr-{-y} 

G        A^  cn2(a7 -f-jK) 

A  """           /.'* 

A  ~             A'* 

la  condition  (3),  ou  bien 

BA'2 
'          A 

GA-'2 
A  A- 

(')  TVofe  manuscrite  de  Stieltjes.  —  Voir  Darboux,   Leçons  shr  la  théorie 
générale  des  surfaces,  t.  I,  p.  142-143. 
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devient 

(ln-(a7-+-y)        h-  cn^ix  -r- y) 

• 17^-^ Fr-^="' 

qui  est  identique. 

En  passant  au  cas  j^énéral,  il  est  nécessaire,  si  l'on  veut  encore 
s'aUVanchir  des  radicaux,  de  recourir  à  la  transformation  du  second 
ordre.  J'emploierai,  dans  ce  but.  la  formule  suivante,  qui  se  dé- 
montre aisément, 

I  -+-  A  sn^  1  ,r  H-  i  — 

(4)  ^"|'('-^^0-^,f=^J  -— -, 7^^. 


(--^- 


on  a,  eu  efTcL  (C\yley,  An  elementavy  treatise,  etc.,  p.  -5  ). 

I     (  1  -i-  />■  )  sn  a"  -i-  {  c n  r  ri  n  x 


(^-^4) 


Jj^  \-\-ksn-x 


puis,  par  le  cliangemenl  de  x  en  —  x^ 


.K'\  1     (i  +  A)sna:  —  icnxànx 

Sn  I  37  —  i 


J /■  I  -t-  />:  su-^r 

Remarquant  ensuite  que 


k' 

sn  I  .r  —  i  — 


k  sn  (  ,r  -f-  t  — 


on  obtient 


[  /y(i  +  />:)sm-  —  icnxànx 


A-  sn-: 


et,  par  conséquent, 

[          i'K'  \                    I  n  iç\\x  i\\\x 

/>  su  hr  -+- ; j-r-  ^  2  \/k 


Il  /  iK'\        "        I -f- A  sn'-j7 

sn    X  -4- 


On  conclut  de  là,  en  divisant  membre  à  membre, 


sn    t(i  -1-  A)j^,  '  — 


[^(,-.A).,i-|] 


cn.z-  dna' 
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C'est  l'une  des  relations  du  ta])leyu  que  j'ai  donné  aiilrcf(ns 
{Comptes  rendus,  t.  LX,  12  octobre  i8G3).  Ce  point  élahli. 
voici    les   conséquences    de    la  formule   (3).   Soit,   pour  aliréger, 

/  ==  — -4>    •  •  •  >   ^  =  /(i  +  k)ix ;-  j,   ce  qui   j)criuet  d'écrire 

sous  la  forme  la  plus  simple 

.^   ,.        i-+-/»sn2:p 
r  —  A  sn^a; 
on  lire  de  là 

//-    /N  2  />.    ,.       —  .>./tsn2.r 


I  —  Asn^a?  '  I  —  /isn-a- 

,,,.,,  2  (In^a;  ,       ^    ,  •}.  c,\\-x 

Voici,  par  suite,  ce  que  devient  la  relation  (i).  Prenons  «=  i, 

Z>  =:  —  1 ,  c  =  j^  dz^  —  -Tj  et  soit  A  =  sn(^,  /),  ui  =  sn(Ç,  V),  où 

je  fais  s  =  '(i  +  /*')(j'  ~~  ~  )'  ^^^  obtient,  sujipression  faite  d'un 
facteur, 

k  J k  %\\x  sn  Y  -t-  V^B  -t-  — ;^  \/G  cn.r  en  r  =  o 

et  l'on  trouve  pour  la  condition  entre  les  constantes  A,  B,  C 

/(A  — B)  —  G  =  o. 
Maintenant  il  suffit  de  comparer  avec  la  relation 

(ln(^  -\-  y)  snx  %\\y  -\-  ç\\{x  -+- j')  =  cna?  cnjK  • .  . . 

C'est  un  fait  iuiporlant  dans  la  théorie  de  la  transformation  que 
les  numérateurs  de  i  ±  sn^,  i  ±  /sn^  soient  des  carrés  de  fonc- 
tions liolomorphes,  mais  il  faut  finir. 

Quel  dommage,  mon  cher  ami,  que  je  n'aie  pu  vous  voir  et  vous 
avoir  à  dîner  chez  nous  avec  M'"^  Stieltjes  et  vos  enfants! 

Croyez-moi  toujours  votre  bien  allectueusement  dévoué. 

316.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  1  décembre  1891. 
Cher  Monsieut., 

Je  vous  dois  mille  remercîments  pour  les  informations  concer- 
nant le  prix  de  l'Académie.  La  possibilité  d'envoyer  encore  après 
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le  mois  de  juin  un  supplément  pourrail  bien  avoir  une  grande 
influence  sur  le  parti  que  je  vais  prendre. 

J'ai  vu  avec  beaucoup  dintérèl  votre  vérification  de  la  formule 
de  M.  Astor,  dans  le  cas  général.  En  eilet,.  la  transformation  du 
second  ordre  vous  permet  d'éviter  uia  calcul  long  et  ennuyeux.  De 
cette  façon,  les  radicaux  disparaissent  comme  par  enchantement 
dans  un  facteur  dont  on  peut  faii'e  abstraction. 

Dans  le  cas  où  F  (À)  est  du  troisième  degré,  M.  Darboux  donne, 
sans  aucune  indication,  une  formule  identique,  que  j'avais  vérifiée 
dans  le  temps,  à  peu  près  comme  vous  {^Leçons  sur  la  Théorie 
des  surfaces,  t.  I,  p.  \/\^-\/\?)).  Je  n'ai  j)as  vu  encore  l'arlicle  de 
M.  Astor. 

Ma  formule 

lim  /m  /     f{x)o'>i{x)dx  =  i/-f^b) 

est  de  très  humble  et  modeste  extraction.  En  appliquant  la  mé- 
thode de  Laplace  {Théorie  analytique  des  Probabilités)^  on 
obtient  comme  valeur  approchée  de 


i: 


f{x)o'"{x)d.r, 
dans  le  cas  où  m  est  excessivement  grand,  l'expression 


v/- 


jnf{b)' 


Pour  préciser  l'énoncé,  je  nai  fait  que  multiplier  par  \in  et 
ensuite  j'ai  pu  indiquer  avec  plus  d'exactitude  les  hypothèses  qu'il 
faut  faire  sur  '■^'{x)  cl  f[x)  pour  cpie  le  théorème  soit  à  l'abri  de 
toute  objection. 

Vous  vous  rappelez  peut-être  le  théorème  de  M.  Tchebychelf 
sur  le  signe  de  l'expression 

{h  —  a)  i    f{x)o{x)dx—-   j     /{xjdxj     o(x)  dx, 

^  (i  *-  Il  '^ a 

/"et  '^  étant  des  fonctions  qui  \arient  constamment  dans  un  sens 
dans  l'intervalle  («,  b). 
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Voici  une  généralisation.  Soil 


&^ 


4:=   r    ''^{x)clx  f   fix)'^{x)dx-  f    '^(x)dx  f  f{x)'!^(x)dx 

OÙ  /(.r)  csl  une  fonclion  qui  varie  lonjouis  dans  un  sens, 
'\{x)  une  fonction  qui  reste  positive,  Landis  (|ue  le  rapport  — — - 
varie  aussi  toujours  dans  un  sens.  Gela  étant,  on  a 


■C>o 
int  Loutes  les 
décroissantes  et 


lorsque  /"el  j  sont  toutes  les  deux  croissantes  ou  toutes  les  deux 


-C<o 

lorsque  l'une  de  ces  fonctions  est  croissante  et  l'autre  décroissante. 
Pour  '^{x)  ^  I,  on  retombe  sur  le  théorème  de  ^I.  Tcliebjclicfl". 
Voici  ma  démonstration.  On  a 

(I)  f   f{^)^{^)dx=f{X)  f    '^(x)dx  (a<\<b). 

Substituons  cette  \aleur  dans  l'expression  i^;  on  j)eut  mettre  en 
lacteur  l'intégrale    /     'h{^x)dx  et  il  vient 

(■2)  41=   {    '!^(x)dx  f    {f{x)-M)]o{x)dx. 

Or,  d'après  (i), 

f  [f{x)-faM(x)dx  =  o, 

le  second  facteur  au  second  membre  de  (2)  peut  donc  s'écrire 

/  \f{^)~f(xm{^)-(^'K^)]dx, 

G  étant  une  constante  quelconque.  Prenons  G  ^=  yyl^»  on  aura 

^=^/''.Mx)rf.^/'%(,.)[/(,r)-/(S,][iii^-|<|]rf.. 

Or,   si  les  deux  fonctions /cl  -J-  varient   dans   le  même  sens 
II.  i3 
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f(x)  —  f(^)  et  T ,  :  — -Htt  oui  loiijours  le  même  si£;ne,  et  si  ces 
y  \     /       j  \  ■/       Y(ip)        7(ç) 

.  r  •  •  •  y/      \  r/t-x       .    ?(-^)  9(0 

deux  lonelions  varient  en  sens  inverse  /(x)  —  /(;)  f'  tt — ^  —  tttt 

.'\     /        ^\,^/         '\i{x)         v(ç) 

auront  toujours  signe  contraire.  D'où  la  proposition  énoncée.  Je 
crois  cpi'on  doit  attribuer  cette  proposition  à  M.  Jensen.  En  eflet. 
dans  le  /Uilletin  de  Dar])Oux  (juin  1888)  il  y  a  une  Note  :  Sur 
une  généralisation  d'une  formule  de  M.  TchebychelJ\  j)ar 
]M.  .lensen,  qui  commence  ainsi  : 

«   Soient  ;/,,  Wo...:  «'i-  v.....\  ir,.  tV;,...,  tit)is  suites  de  gran- 
deurs positives,  et  telles  que  l'on  ail 

-     --       -  u'i       ir.,       n'3 

on  aura  toujours 

n  n 


1  1 


Suit  la  démonstration.  Ainsi,  si  [/(rV  u\,  ['f  (a:),  e],  [^(j"),  (V'] 

,.         .  .  .  ,,  ^      ,  o(.r)         .      . 

sont    trois    fonctions    positive^    telles    que  j{x)    et    \- — r    soient 


C(^nstamment  décroissantes,  on  a 

/     f{x)v^{x)clx  i    f{x)'l{x)dx 

^i>  r'' 

I      oi  ^ )  dx  I      «l'i .?')  dx 

da  d„ 

Vous  voyez,  par  ma  démonstration,  (pi'on  peut  élargir  [un  peu 
les  conditions  imposées  ici  aux  fonctions  /',  -^  et  6.  jNlais  j'ahuse 
de  votre  temps  et  il  faut  finir.  \  euillez  bien  me  croire  toujours 
votre  très  dévoué. 

317.  —  HE  mil  TE  A  STIELTJES. 

Paris,  4  décembre  1891. 
]\Io>"    CHEii    Ami, 

Je  suis  bien  confus,  iiumilié  et  très  repentant  de  m'ètre  si  mal 
souvenu  de  la  formule  de  Laplace.  (jue  je  n'ai  point  mi,  comme  je 
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l'aurais  du,  la  provenance  de  volrc  lésullat.  Mais,  au  risque  de 
loniber  dans  l'inipcnitence  finale,  je  vous  avouerai  que  la  relation 
qui  me  semide  exlrèmemenl  intéressante 


s/ m    f    /(r  )  cp"' ( 37 )  ^/.r  =  /^2 


m'échappe  entièrement.  11  n'en  esl  pas  de  même,  grâce  à  voire 
excellente  démonstration,  de  la  formule  par  laquelle  vous  généra- 
lisez le  lliéorcme  de  TchebychefT,  et  vous  pouvez  compter  qu'elle 
figurera  dans  mon  Cours  si  j'en  fais  un  jour  une  nouvelle  édition. 
Maintenant,  un  mot  sur  léquation  de  M.  Astor  : 

/A(«  — X)(«  — |ji)  +  /B(6  — X)(6  — iJi)  +  v/G(c  —  X)(c  — [Ji)  =  o. 

En  posant 

X  =  A(a  — X)(a-îJL),        Y  =  B(6  —  X)(^»  -  ,a),         Z  =  G(c  —  X)(c  -  [jl), 

elle  devient  \/X  +  y/Y  +  y/Z  =  o  et,  par  suite,  sous  foi-me  ration- 
nelle, 

(t)  XM-  Y^  +  Z2 _  2  YZ  —  2 ZX  —  2XY  =  o. 

On  voit  qu'elle  est  du  second  degré  en  \  et  ui,  symétrique  par 
l'apport  à  ces  deux  quantités,  de  sorte  qu'elle  donne  la  relation 

dk  dix 

=  o, 


v/F(X)       ^Fiix) 

où  F(X)  est  le  discriminant  de  l'équation  quadratique  en  u.  Gela 
étant,  je  remarque  cju'en  faisant).  =  a,  b,  c  l'équation  (i)  se  réduit 
à  un  carré  parfait;  F(À)  contient  donc  les  facteurs  X  —  a,  ).  —  b, 
1-c. 

J'exprime  qu'il  en  est  de  même  pour  "k^zd,  en  calculant  le 
discriminant  de  (i)  quand  on  prend  X  =  A(rt  —  d)  (a  —  a), 
Y  =  B{b  —  d){b—ii),  Z  =  C(c  — rf)(c  — jjl). 

Ce  discriminant  s'obtient  au  moyen  de  la  forme  adjointe  de  (i). 

qui  est 

2(YZ  +  ZX-+-XY), 

lorsqu'on  met,  au  lieu  de  X,  Y,  Z,  les  déterminants  fournis  par  la 


en  supprimanl  succcssivcmcnl 
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\{a  —  d)a,  —  A(a  —  cl) 
malricc  :     Bib  —  d}b,     -~ïi{b—d) 

C(c—d)c,  —C{c  —  d) 
la  j)rcniiùrc,  la  deuxième  el  la  Iroisièmc  ligne. 

On  a  ainsi 

X  =  BC  (b  —  c)  (b  —  d)  (c  —  d), 

Y  =  CA  (c  —  a)  {c  —  d){a  —  d), 

Z  =  Xn{a —  b)(a —  d){b  —  d) 

et  en  divisant  par  ABC(rt  —  d){b  —  d){c  —  d),  on  trouve  Lien  la 

condition  de  M.  Astor. 

Tolus  liiiis  dciofissimus. 

P. -S.  —  .le  xais  écrire  mon  ailicle  d'exportation  a\ec  des  re- 
inar(jii('s  surles  l'oriiuilcs  pour  la  Iransformalion  du  second  ordre  ; 
plus  laboris  qnain  artis! 


318.  —  STIELTJES  A   II ERMITE. 

Touluuse,  G  décembre  l'Sgi. 
Chkk   MoKsiEun, 

Donc,  d'après  \otrc  lellrc,  si  Ion  a  la  l'orme  quadratique 


F  =  V^«/,A-.ï'/^/o 


el  la  forme  adjointe 


*  = 


21 


'^,/.3'iX/„ 


et  que  l'on  substitue  dans  F 

Xi=  bi^tVi-i-  b,,<,y.,  —  .  .  .-r-  6/,/j-iJ«-i  (j  =  I,  -2,   .  .  .,  n), 

le  discriminant  de  la  forme  quadrali(|ue  des  i'/  ainsi  obtenu  sera 


en  posant 

^2      ^2,1      b.2,i      .  .  .      b2,,i-i 
^11     b„^\     bn^i     .  . .     b„,iL—\ 


^1  Vl  ~*~  ^2  Y2^".  •  .  -^  ^n'(n- 
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Je  ne  connaissais  pas  celle  [iroposition  et  je  suis  Ijien  aise  f[iie 
vous  me  Tajez  fait  connaître. 

.l'ai  fabriqué  une  dénionslralion  pour  mon  usage  personnel  el 
j'ai  f;oiité  beaucoup  l'application  que  vous  faites  de  cette  proposi- 
tion. Le  calcul  devient  ainsi  extrêmement  simple  et  élégant.  On 
auiail  pu  laisser  x  au  lieu  de  f/,  on  voit  alors  que 

Y{x)=  —  ^\^C{a  —  x)ib  —  T){c  —  x){k{a  —  b){a  —  c){a  —  x)-\-..\, 

mais  c'est  une  modidcalion  (pii  n'a  rien  d'essenliel. 
Voici  une  nouvelle  dénionstration  de  la  relation 


B 


("'^)  =  TÛ 


r(a)r(6) 


J'ai  essayé  d'éviter  la  réversion  de  l'ordre  des  intégrations  dans  une 
intégrale  double,  dans  le  cas  où  les  iiuiites  sont  infinies,  opération 
toujours  sujette  à  caution.  Soit 

cp(j-,  a)  =   /      ««-'  e-"  du  —  I     a-«  a"-^  e--^"  du  (^  >  o,  «  >  o) 


'0 


^rt— 1  g—x. 


dx 
En  remplaçant  a  par  b . . .,  il  vient 

OX  OX  ^Jq 

(3r,  on  a 

—  o[x(i-^u),  a-h  b]  =a"«+6-i(n-fi)«+'!'e-^(i+»', 

en  sorte  qu'on  peut  écrire 

^  .da{x,b)  .  da(x,a) 

r^ u'^-i-hu''-^   0    .    .         ,         ,,  , 

=   / -j-  -~-^[x  \-h  u),  a-+-  b)du, 

d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  o,  5:, 

cp(r,  a)  'i^{x,  b)  =J     "1^"^^^^^^  ?  [^(i  +  ")>  ct  +  b]  du, 
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donc  0  étanl  un  nombre  compris  entre  o  el  i 

En  faisant    croître   x   indcfinimenl,    j'en   conclus    la    relation 
cherchée 

T(a)r{b)  =  Via  +  b)  I       .   _^^^  ^^,   du. 


Mais  je  vois  que  la  démonstration  ordinaire,  telle  que  vous  la 
donnez  dans  votre  Cours,  ne  prèle  point  à  une  objection  sérieuse. 

Car  les  fonctions  sous  le  signe    1    j   ne  changeant  point  de  signe, 

il  ne  peut  pas  exister  de  doute  sérieux  sur  la  légitimité  d'une 
réversion  de  l'ordre  des  intégrations.  Ce  qui  précède,  il  ne  faut  le 
considérer  que  comme  un  jeu  d'esprit. 

D'après  certaines  biographies,  Legendre  doit  être  né  à  Tou- 
louse, du  moins  c'est  ce  cjue  je  croyais  et  ^I.  Baillaud  également. 
Cependant,  en  d'autres  endroits,  on  dit,  et  j  ai  trouvé  cela  copié 
dans  mes  Notes,  cjue  Legendre  serait  né  le  18  septembre  i-52  à 
Paris.  Où  est  la  vérité?  J'ai  vainement  cherché  ici  à  la  biblio- 
thèque quelque  notice  ou  biographie  sur  sa  vie.  Si,  par  hasard, 
vous  pouviez  donner  quelque  lumière  sur  cette  cjuestion,  je  vous 
serais  bien  reconnaissant  de  vouloir  bien  indiquer  l'endroit  où  l'on 
trouve  quelque  renseignement.  —  Si  j'abuse  de  votre  bonté  aous 
\oudrez  bien  le  pardonner  encore  une  fois  à  votre  très  dévoué. 
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MoiV  CHER  Ami, 
Considérez  la  substitution  x  = 


Paris,  8  décembre  1891. 


(X,  \,  Z),  et  soit  en 


a     a      a 
b     b'     b" 
c     c'     c" 
désignant  \)nr  /(x,  y,  z)  une  forme  cjuadralique  ternaire 


/(.r,j-,^)  =  F(X,Y,Z). 
Entre  les  formes  adjointes  g{x,y,  z)  et  G(X,  Y,  Z),  on  aura,  au 
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inojeii  tic  1 

a  subsLiUiLlon  adjointe, 

A     A'    A" 

X  = 

B     IV     IJ" 

C     C     C" 

(X 

199 


(X,  Y,Z), 


la  rclalion  oorrespondanlc  o(^,  j,  c)  =  G(X,  Y,  Z),  les  (juaii- 
lités  A,  B,  C,  ...  étant  les  dérivées  du  déterminant  par  rapport 
à  (f,  b,  c Soit  maintenant  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  i ,  on  en  con- 
clut ,i,'(A",  B",  C")  =  G(o,  o,  i),  où  le  second  membre  est  le  déter- 
minant de  la  forme  F(:r,  j-,  o). 

Consultez  d'ailleurs  les  DisquisitiOTies  arithmeticce.  Digressio 
conlinens  tractatum  de  for  mis  ternariis. 

Voire  démonstration  du  théorème  B(rt,  b)  =  -^1-^ — -ri  m  '»  tout 

à  lait  cliarmé  et,  encore  que  vous  la  jugiez  un  ludicrum  aiialy- 
ticiun,  je  vous  promets  bien  qu'elle  fera  le  sujet  d'une  de  mes 
Leçons.  En  la  lisanl,  je  me  suis  rappelé  des  tentatives  sans  succès 
<pie  j'ai    faites  autrefois  pour  obtenir  la  déri\ce   de   la  fonction 

V(^a)  ■=.  f    ji^^'^  e'-^'  dx.  Je  suis  sûr  que  si  la  question  vous  tentait 

•'0 

vous  réussiriez  là  où  j'ai  complètement  échoué. 

M.  Élic  de  BeaumonI  a  prononcé,  comme  Secrétaire  perpétuel, 
à  la  séance  publique  de  l'Académie  des  Sciences  en  i858  ou  iSjq 
l'éloge  de  Legendre.  Permettez-moi  de  vous  engager  à  le  lire  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie,  vous  y  trouverez  une  étude  intéres- 
sante et  détaillée  de  la  vie  du  grand  géomètre,  et  sans  doute  les 
renseignements  que  vous  désirez  sur  son  lieu  de  naissance.  Je  dois 
aussi  vous  dire  que  j'ai  recueilli  de  la  bouche  de  M.  Terquem,  qui 
était  très  érudil,  qu'une  circonstance  mystérieuse  planait  sur  cette 
naissance  et  qu'il  avait  lieu  de  penser  qu'il  en  était  de  Legendre 
comme  de  d'Alembert. 

De  M.  Duhamel,  je  tiens  ce  fait  extrêmement  honorable  que 
Legendre  étant  sous  l'Empire  examinateur  de  sortie  à  l'Ecole 
Polytechnique  a  reçu  du  gouverneur  de  l'Ecole,  M.  de  Cessac, 
l'avis  de  ne  point  porter  sur  sa  liste  de  classement  le  nom  d'un 
élève  qu'il  lui  faisait  connaître,  et  qu'en  arrivant  à  la  séance  du 
Conseil  où  de\ait  être  arrêtée  cette  liste,  Legendre  commençant 
la  lecture  s'était  arrêté  subitement,  laissant  toute  l'assistance  dans 
l'étonnement.  Et,  après  une  attente  suffisante,  il  déclara  d'un  ton 
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froid  et  al)soIii  (juil  nirail  pas  plus  loin,  M.  le  Gouverneur  lui 
avant  l'ait  défense  de  porter  sur  son  classement  le  nom  de  li-lève 
auquel  il  s'était  arrêté.  «  Je  ne  le  nommerai  point,  ni  lui  ni  aucun 
de  ceux  cpii  suivent.  »  Et  force  a  été  de  laisser  sur  la  liste  Télève 
cjue  le  gouvernement  de  l'Empereur  voulait  exclure. 

En  vous  félicitant  de  votre  titre  de  correspondant  de  l'Académie 
des  Sciences  d'Amsterdam,  et  en  vous  reprochant  de  m'en  avoir 
laissé  faire  la  découverte,  je  \ous  renouvelle,  mon  cher  Ami, 
l'assurance  de  toute  mon  aOeclion. 


320.  —  STIELTJES  A   HERMITE. 

Toulouse,  17  décembre  1891. 
Cher  Moa^sieur, 

.lai  lu  avec  le  plus  grand  int('Tèt  l'éloge  de  Legendre  par  Elie 
de  Beaumont.  Mais  il  ne  dit  pas  où  est  né  Legendre  ;  voici  comment 
il  s'exprime  : 

«  Adrien-^farie  Legendre  na(|uit,  le  18  septembre  1702,  dans 
une  situation  qui  lui  laisse  la  gloire  de  devoir  à  son  propre  mérite 
tout  ce  qu'il  pourrait  être  un  jour.  Il  termina,  de  bonne  heure,  au 

Collège    Mazarin,    des    études    classiques    très    solides    )> Les 

biogi'aphes  qui  disent  qu'il  est  né  à  Paris,  l'ont  conclu  peut-être  un 
peu  prématurément  de  la  circonstance  qu'il  fit  ses  études  au  Collège 
Mazarin  et,  d  après  ce  que  vous  m'écrivez,  il  semble  prescpie  que  son 
lieu  de  naissance  n'est  pas  connu.  On  va  faire  ici  des  recherches 
dans  les  registres  des  paroisses;  M.  Roschach,  l'archiviste  de  la 
ville  et  grand  érudit,  va  nous  aider  dans  cette  recherche.  Ce  ne 
sera  peut-être  pas  très  facile,  car  M.  Roschach  dit  cju'il  règne  un 
grand  désordre  dans  ces  registres  (').  Aoici  maintenant  pourquoi 
cette  question  nous  intéresse.  ^L  Baillaud  a  pensé  qu'on  pourrait, 
après  la  publication  des  œuvres  de  Fourier,  Abel,  Jacobi,  faire  la 
même  chose  pour  Legendre.  Dans  le  cas  où  Legendre  serait  né  à 


(')  M.  Tliorlet,  archiviste  de  la  Seine,  a  communiqué  à  M.  E.  Carlailhac  l'extrait 
suivant  des  actes  de  l'État  civil  reconstitués  de  Paris.  Paroisse  de  Bonne-Nouvelle* 
L'an  1752,  le  18  septembre,  a  été  baptisé  Adrien-Marie,  né  de  ce  jour,  fils  légitime 
d'Adrien  Legendre,  domestique,  demeurant  rue  de  Cléry,  et  de  .Marie-Anne 
Charlotte  Rifau  son  épouse  {Note  de  la  Réd.). 
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Toulouse,  il  cs{)érail  bien  |)ouvoir  ohlenir  de  lii  municipalité  un 
subside. 

Je  considère   le.  \olume  V  compris    à  l'inléricur  (riine  surface 
fermée  S 
(i)  \  =  I'  f  j  dx  dy  dz, 

on  peut  exprimer  V  aussi  par  une  intégrale  de  surface 
(2)  ^  ^  f  f  ^(^^(fy 

étendue  sur  la  surface  ex  le  rie  lire.  Si  l'on  introduit  de  nouvelles 
\arial)les  ;/,  c,  iv,  on  a 


Ici 


y=ff'f'J^-''\dud.d.: 
J   J   J    0(11,  i>,  w) 

ô(j-,y,2)  _  dz   ô{x,  y)        ôz  d{x,y)         ùz    d{x,  y) 
à(n,ç,iv)        du  ù{v,iv)         ôv   d{w,u)        dw   d{u,v) 
ùz  dz  dz 

=    A-r l-B-—+G-r— , 

Ou  OV  OiV 

ô(x,y)  à(x,  y)  à(x,  y) 

0(  {',   («')  ''{iV,  U)  '-'(")  ^  ) 


On  voit  facilement  que 


r)Â      dn      dC 

du         di>         àiv 


donc  aussi 


d{u,i>,w)        du  di>  dw 

l'intégrale  étant  étendue  à  Tintérieur  d'une  surface  S'  par  rapport 
aux  axes  Ou,  Oç,  0(r,  S'  étant  la  transformée  de  S.  Par  le  pro- 
cédé connu  on  en  conclut  aussi 


V  = 


/     /  3 ( A  dv  dw  H-  B  dw  du  +  G  du  di>), 


c'est-à-dire  on  a  exprimé  V  par  une  intégrale  de  surface  étendue 

sur  S' 

/-^      V         r    r    ï'X-'^^r),     7  d(x,y)    .      ,  d{x,  y)    ,      ,"1 

3)      V=/     \  z\         '  -^    dv  div  +         '  ^  ;  dw  du  -i-    , .   '  -^  ;  du  dv    . 
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C'esl  donc  là  (0  ([iie  devieal  l'intégrale  dr  surface 

(2)  ^  "^  /    /  ^^'•^^(^'' 

par  rinlroduction  des  variables  u,  c,  iX'.  Ce  résultai  pailiculicr  iii'a 
engagé  à  considérer  la  (jueslion  suixanle  : 

Etant  donnce  une  intégrale  dr  surface  quelconque 
\=jJY{x,y,z)dxdy, 
étendue  sur  une  sur /ace  S 

Je  suppose  quon  introduit  de  noui'elles  variables 

La  surface  S  se  transformera  en  une  surface  S',  pctr  rapport 
aux  axes  Ou,  Oc,  0*t'  et  l'intégrale  I  s'exprime  par  V inté- 
grale suii'ante,  étendue  sur  la  surface  S', 

(A)       f  f  Y(x,y,z)dxdy 

=   f  f   F,x.y,z)\'p4d.dw-^'-^dn>du-^'p^dud.'  . 

Dans  le  cas  particulier  oii  la  surface  S  correspond  à  une  valeur 
constante  de  iv,  iv  =  c,  il  est  clair  que  la  surface  S'  se  réduit  à  une 
certaine  partie  (\\\  plan  iv  =  c  et  rAv  =  o.  L'intégrale  de  surface 
au  second  membre  de  (A)  se  réduit  alors  à  une  intégrale  double 
ordinaire  et  l'on  retrouve  la  formule  connue 

[  PicAUD,  Traité  cV Analyse,  p.  112,  ii3,  formules  (9)  et  (12),] 
La  déduction  de  cette  formule  (A)  n'offre  aucune  difficulté  et 
tout  géomètre  déduira  cette  formule  dès  qu'il  en  aura  besoin.  Si 
j'ai  cru  pou\oir  vous  en  parler,  c'est  que  je  ne  l'ai  rencontrée  nulle 
[)arl.  Si  ion  substitue  au  lieu  de;:;  sa  valeur  ^  =  cp(ir,  jk),  l'intégrale 
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(le    surface    /    i  V [x^  y^  z)  dx  dy  devienl  une   inlégralc    double 
ordinaire    /    /  ¥  dx  dy  éleudue  sur  le  domaine  (D).    En  posant 

(a,(î,Y)\N 


maintenant 

JK=/i(",  r,  w), 

on  peut  prendre  u  et  ç  comme  variables  indépendantes  tandis  que  w 
est  une  fonction  de  a  et  de  r  en  \ertu  de  la  rclalion/o^  'f{/if\) 
et  il  est  clair  que  la  représentation  géométrique  de  celte  fonction  (v 
de  u  et  de  v  donnera  précisément  la  surface  S'  transformée  de  S. 
On  a  donc 


dx 
du 


du 


û(v   au  ' 


du        du         dii'   du 


dx 
di> 


M. 

dç 

oA 

dv 


dx 
du 

dx 
d^ 

dy 
du 

dy 
dv 

à  if,  A)    ,    <>(/,/i)  àiv 


d(u,  (') 
dix, y) 


d{  w,  i>)    du 

d(x,  y)  dw 


dfd^ 
dw  dv 
dj\  div 
dw    dv 


d{u,  w)    dv 

d(x,  y)  div 


d(u,v)         d{v,(v)    du         t>((v,  h)   dv 

f  f   Ydxdy^f  f    Y\'pll-'pJ^'-^-'4^'^'\dudv. 
J  Jin^  J  JiD')     là{u,i>)        àiy.w)    du        d{w,u)dv\ 

Soit  di  un  élément  de  la  surface  S',  a,  |3,  y  les  angles  que  fait  la 
normale  avec  les  axes  Ow,  Or,  Ow;  on  a 

f/a  cosy  =:  du  dv, 

r,  dw  dw 

cosa  :  cos  p  :  cosv  =  —  —  :  — —  :  i, 

'^  '  du  dv 
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donc 

ch  co?,%  — —  du  ch\  ch  cos  3  = du  dv, 

Ou  '^  ov 

et  il  vicnl 

['    r    r   1     1  r    Cxrï^i^^y)  à{x,y)  à(x,  y)         ."1   , 

/     /      ldxdy=    I     /  F      '    '-^.cosY-l-  ,;     -^[cosoL-h  ,;      -^  [cos^\di. 
J   J,D)  '         JJ       là{u,v)  àU>,n')  d((r,  «)         'J 

Or.  ail  second  niemljrc,  on  a  prcciscmcnl  linlcgrale  de  sui^face 

f    r  ^rd(.T,  y)    ,     .  d{x,y)    .      j         d{x,y),      .H 

/     /     F       ,\         ;  dç  dw  4-    .,      -^  i  dw  du  -~  ^)         i  du  dv  <:.  g.  F.  0. 

J'étudie  avec  le  plus  j^rand  intérêt  et  profil  le  premier  \oIume 
du  ])eau  Traité  cV Analyse  de  M.  Picard.  Xe  s'est-il  pas  glissé  un 
petit  lapsus  page  190  dans  ce  passage  : 

«  Faisons  encore  la  reniarcpic  iiuporiaiilo  (pic  la  densité  0  d'une 
couche  sans  action  sur  un  point  intérieur  ne  peut  s'annuler  eu 
aucun  point  de  la  surface  convexe  S.  C'est  ce  que  montre  l'équa- 
tion fonctionnelle  de  M.  Robin » 

La  proposition  est  vraie,  même  sans  supposer  que  la  surface  soit 
convexe,  mais  elle  semble  demander  une  démonstration  toute 
différente.  Je  ne  vois  en  aucune  façon  comment  on  peut  la  conclure 
de  la  formide  invoquée. 

A  euillez  bien  agréer,  cher  iMonsieur,  la  nouvelle  assurance  de 
mon  (b'vouement  bien  sincère. 


321.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse.  17  décembre  1891. 
Cher  Mo>'sieuii, 

Je  dois  faire  amende  honorable,  j'ai  mal  compris  le  passage  cité 
du  Traité  de  M.  Picard. 

C  est  un  théorème  connu,  que,  si  l'on  distribue  de  l'électricité 
])0sitive  sur  un  conducteur,  soustrait  à  une  influence  extérieure, 
la  distribution  de  l'électricité  sur  la  surface  est  telle  que  partout 
la  densité  superficielle  p  est  positive  ou,  plus  précisément,  p  n'est 


LRTTUi:   321. 
jamais  négatif.  Cela  découle  immédialenicnL  de  la  foniude 


2o5 


P  ="  -  77;  7777 


[\  TT    du 


(PiCAIll),   p.   180). 


Mais  M.  Picai'd  ii'énonee  pas  ccLlc  proposilion  d'une  façon  expli- 
cile.  l'211e  reste  vraie,  que  la  surface  soit  convexe  ou  non. 

En  lisant  le  passage  cité,  j'avais  donc  ciii  (pi'il  visait  cette  pro- 
position-là, mais  je  reconnais  maintenant  (pie  M.  Picard  j  sup])Ose 
la  proposition  dont  je  viens  de  |)arlcr.  Et  il  veut  é\idemment  seu- 
lement la  préciser  encoie,  dans  le  cas  particulier  où  la  surface  est 
convexe,  en  ajoutant  qu'alors  la  densilé  ne  peut  pas  même  s'annuler 
en  aucun  point. 

Vous  voyez  donc  d'où  vient  ma  méprise;  en  lisant,  je  crojais  (pie 

la  relation 

p  ^  o 

n'était  point  connue  encore,  mais  devait  être  démontrée,  tandis 
qu'elle  était  supposée  connue.  On  démontre  seulement  que  le 
cas  p  =  o  même  est  impossible. 

En  parlant  de  ce  sujet,  je  ne  résiste  point  au  désir  de  vous  sou- 


mettre une  difficulté  qui  m'inquiète  terriblement  depuis  un  mois. 
Peut-être  que  si  M.  Picard  veut  y  faire  attention  un  moment,  il 
dissipera  tous  mes  doutes.  11  s'agit  de  raltraction  qu'exerce  une 
couche  répandue  sur  une  surface.  Supposons  que  le  point  attiré 
soit  sur  la  surface  même,  et  considérons  la  composante  de  l'attrac- 
tion suivant  une  direction  située  dans  le  plan  tangent.  Suivant  moi, 
cette  composante  11' a  aucun  sens,  est  tout  à  fait  indéterminée.  Or? 
M.  Duhem,  pour  lequel  j'ai  la  j)lus  grande  estime,  veut  dans  ses 
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Leçoiu  sur  V Elecfricilc  que  celte  composante  ait  une  valeur 
finie.  A  oyez,  page  83,  où  cette  proposition  est  énoncée  nettement 
avec  force  détails  sur  la  continuité  de  cette  composante  (?).  Mais 
je  suppose  que  la  surface  S,  de  M.  Duliem  se  réduise  à  un  cercle 
de  rayon  R.  La  densité  sera  =  i ,  le  point  attiré  au  centre.  J'exclus 
ce  point  par  une  petite  courbe  dont  le  rayon  vecteur  =  s,  la  com- 
posante de  l'attraction  sui\ant  Or  est  alors 

=  f      Iog(^)cos0rf0  =  r      log/'^)cos0^e. 

Or,  je  peux  prendre  pour  £  une  fonction  quelconque  de  Q  assu- 
jettie seulement  à  ces  conditions 

et  de  devenir  infiniment  petite  à  la  limite.  Si  je  prends  t  =  const., 
jai  X  =  o,  mais  supposons  que  je  prenne  t  =  c  e*^"*',  c  étant  une 
constante  infiniment  petite,  il  \ient 

X  =-  /       cos^O^O  =  -T., 

•    0 

cl  il  est  clair  (pion  peul  obtenir  tel  résidlal  qu'on  voudra  en  chan- 
geant la  forme  de  la  petite  courbe  autour  de  l'origine.  Donc,  sui- 
vant moi,  X  n'a  aucun  sens,  et  il  me  semble  bien  que  cet  exemple 
remplit  bien  toutes  les  conditions  de  M.  Didiem,  car  la  courbure 
(le  ma  surface  est  nulle,  par  conséquent  finie.  Du  reste,  M.  Jordan 
aussi  dans  son  Cours  ^r Analyse,  t.  II,  p.  212,  dit  :  «  Enfin,  l'on 
reconnaît  sans  peine  que,  sur  la  surface  attirante,  les  intégrales  X 
et  Y  sont  indéterminées.  « 

Je  ne  vois  donc  pas  moyen  d'échapper  à  la  conclusion  que  les 
énoncés  de  M.  Duhem  doivent  être  rejelés,  mais  je  Aiens  jus- 
tement de  faire  l'expérience  combien  je  suis  sujet  à  me  tromper, 
et  je  ne  serai  gut-re  tran(juille  avant  que  la  question  n'ait  été 
examinée  de  nouveau. 

Votre  très  dévoué. 


LETTRK    322.  207 

322.  —  II ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  29  décembre  1891. 
Cher    Ymi, 

Voilà  déjà  quelques  jours  que  j'aurais  dû  vous  faire  parvcuir  la 
réponse  que  je  vous  envoie  de  M.  Pieard  aux  difficultés  (jui  sonl 
en  dehors  de  mon  domaine  oi'dinaire  eL  (pii  vous  ont  occupé  sur 
les  composantes  de  l'attraction  qu'exerce  une  couclic  de  matière 
répandue  sur  une  surface.  En  restant  dans  mon  horizon  restreint 
et  borné  aux  fonctions  elliptiques,  j'ai  un  peu  étendu  mes  précé- 
dentes recherches  en  considérant,  au  lieu  des  quantités  a  +  sn:r, 
§  -h  cna;,  Y  +  dn57,  dans  le  cas  où  toutes  leurs  racines  sont  doubles, 
les  expressions  suivantes  : 

A  -t-  B  en .r  -+-  G  du  j^-,     A  -f-  B  sn  x  -h  G  dn  x, 

A  -f-  B  sn  .?■  +  G  en  .r,     A  sn  ^  -4-  B  en  j*  -t-  G  dn  r. 

Elles  contiennent  une  indéterminée  qui  subsiste,  en  les  assujet- 
tissant à  remplir  la  même  condition,  et  voici  les  résultats  auxquels 
je  suis  parvenu,  non  sans  un  peu  de  travail. 

'i.k^k'-^{%n^a  —  sn'^xY 


d  n  •>  rt  dn  2  .r  —  A-  cna  «  cna  .r  — A'-  = 


I  —  ?,nia?,n7.x  —  cniacnix  = 


I  —  A-  sn  2  «  sn  2 .r  ■ —  d n  2 a  d n  2 .?■ 


(i  — A2sn*a)(i  — A-2sn'*.r) 
2(cn«  sna;  dnr  —  sna  dna  cn.r)2 

(i  —  A'^  sn*a)  (i  —  A-  ?-n'* x) 
•ik^{  dn  a  sn.r  en  x  —  snrt  en  «  dn.r)^ 


(i  —  A^  sn*a)  (^i  —  A-  sn*^-) 
dn  2  a  dn  2 a-  —  en  2  a  en  2  x 

, ,,  ik''(  sn  a  en  x  àwx  —  en  «  dn  «  sn  x  )^ 

A  2  sn  2  «  sn  2  37   =    ;; y-^ ; j- ; —  • 

(i  —  A2  sn*a)  (i  —  A-  %n*x) 

La  démonstration  est  on  ne  peut  plus  facile  ;  les  seconds  membres 
ne  contiennent  en  elfet  que  les  quantités  qui  s'expriment  immé- 
diatement par  l'argument  double,  en  x  et  en  a^  à  savoir  : 

2  sn  a7  en  3"  d  n  x  i  A'^  -+-  d  n  2  .?•  —  A  -  en  2  j:- 

1  —  A-  sn*.r  I  —  A2  sni' .r  2  A  - 

sn-x  dn  2.r  —  en  2.r  sn'*  x  dn  ix  —  A"'  en  2.r  —  k- 


i~k'èn'*x  2 A'-  I  —  A- sn**^-  ik-k''^ 

en-vrdn-,r         dn  2.r -1- en  2.r  sn^a^dn^j?  i — en2.r 


I  —  A2  sn'*,?-  2  I  —  A- sn*a7 

sn-.ren-.r  i  —  dna.r 

i  —  A-  sn*.r  2  A^ 
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Je  liai   pas  non  plus  renoncé  à  me  servir  de  la  Iransformalion 

<lii  second  ordre;   ainsi,   en  inlrodiiisant  le   module   /= — ^— r  et 

'  '  1  H-  A- 

posant  (i  -\-  k)x  =  ^,  (i  -+-  k)a  =  a,  je  lrou\e  sous  une  forme  plus 
simple 

1  — Z^sn(a,  /)  sn(ï,  /)  — (ln(a,  l)(\n(l,  l)= .      ,     ^, ,      ,       • 

^        ^       ^       ^  V    1    /         .'    -        (1 -T- A-sn2a)(n-/csn2a7) 

Soit  ensuite, 

on  aura 

(ln(a,  /)  iln(^,  /  )  —  cn(a,  /;  cii  (^j  /) 

,,,       ,      ,,      ,y,^      •2/i.'(sna  cn.r  —  cnrtsna")- 
■'    '      (i -J- /sa^a)  (n- A- SI1-J-) 

J'entrevois  des  applications  de  ces  résultais,  et  je  me  réserve  de 
vous  en  parler  quand  j'y  aui-ai  sulfisnmmcnl  rclléchi. 

En  saisissant  roccasion  du  joui'  de  I  au  jiour  nous  en\oyer  tous 
mes  vœux  ainsi  qu'à  jM""'  Stieltjes  |)our  \otre  bonheur  et  celui  de 
vos  cliers  enfants,  et  vous  renouvelant,  mon  cher  ami,  l'assurance 
de  mon  allection  ])ien  sincère  et  bien  dévouée. 

Le  Mémoire  de  M.  Aslor  où  se  trou^e  1  intégrale  de  l'équaliou 
d'Euler  sous  forme  irralionnelle  est  inlilulé  :  Sur  rjiichjucs  pro- 
priétés du  mouvement  d'un  point  matériel  assujetti  à  rester 
sur  une  surface  du  second  ordre,  et  a  paru  dans  les  Annales  de 
l  Enseignement  supérieur  de  Grenoble,  t.  I,  n"  2. 


323.  —  STIELTJES  A  llERMlTE 

Toulouse,  3i  décembre  1891. 
Cher   Moivsieuu, 

i*ermeltez-moi  de  vous  exprimer,  à  l'occasion  du  jour  de  l'an, 
mes  im'dleurs  xœux  pour  la  noinelle  année  qui  va  commencer. 
l*uissc-t-elle  ne  vous  apporter  que  du  bonheur! 

Je  vais  vous  entretenir  de  (pielques  calculs  que  j'ai  faits;  puis- 
<}ii  il  v  enlre  les  fonctions  elliptiques,  j'espère  qu'ils  trouveront 
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grâce  à  vos  yeux.  En  posant 


S„=   /     e-^"  sn"  a  du, 


et  en  intégrant  par  parties  deux  fois,  on  obtient  une  relation  récur- 
rente entre  S«_2?  S„,  S„^-2,  la  voici  : 

(2)  [-^--i-  «-(n-^'-'^)]S/j=  «(/i  — l)S,,_2-l-n(/H-l)/i2S„+2. 

Cela  suppose  /?  >-  i ,  mais  la  relation  reste  vraie,  même  pour  /i  =  i , 
à  condition  de  remplacer  alors  /i(n  —  i)S„_2  par  l'unité.  Soit 

— ^^^— =  o{n)        [cp(,)  =  S,], 

alors  la  relation  récurrente  s'écrit 


.r^-h  /i2(^i  -h  A-')  —  n(n  -h  i)-{n  -+-  '2)A^(f{n  -f-  2) 

On  en  déduit  un  développement  en  fraction  continue  de  ^(/O) 
en  particulier  pour  /i  =  i ,  2, 


9(0   =  f 


c-xu  sn  îf  <3f«         = 


X^+l'.  l 


372-1-32./ —  ^ 


^2+52./  — 
-(2)  =  -    /      e--^«  sn2  K  <:/;<  = 


.2^-,../ ^-^-^^ 


^-+4-./- 


^•2-^-G2./  — . 

a  =  i-i-A-2). 
J'obtiens  des  résultats  analogues  en  posant 

C/j  =    /      e--^"  sn«  «  cnj<  f/«,  D,;  =   /      e--^'«  sn"  «  (:ln«  f/«. 

•-'0  «^0 

Une  intégration  par  parties  donne 
a7G„=  /iD,,_,—  (/n-i)D„.n,         arD„=  /iC„_i  — (/?  +  i)/>.2G,.j-hi 

(pour  /?  =  o,  il  faut  remplacer  /tD/^..,,  /iC/;_(  par  l'unité). 

Posons 

G„  D„ 


'■  Pni  "— p  —  5'"' 


;iD„_i       ^"'  7iG„_, 

II. 
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on  aura 

_  I  I 

"  ~  37  -+-  (  /i  -4-  I  ;2  y „^-,  '  ^"  ~  j;-  -f-  (  /l  -M  )2  k-pn+i 

puis 


P'^=  7T— TTi  1'^ 


(n -4-1 12  ^"  {n^\Yk^ 


(«-+-2)2X-2  ■  (n 

X  H "    • 


(//  +  3)2  (;i^_  3)2^-2 


X  -, 


et,  pour  /i=  o, 

0 

Q-Xlt   Qy^n  f-ln 


j 


i: 


22.A-2 


32 


e-^"  i\mi  du  = 


12.A-2 


32.  A-2 


Les  intégrales  définies  n'ont  un  sens  qu'en  supposant  que  la 
partie  réelle  de  x  soit  positive.  jNIais  en  substituant,  au  lieu  des 
fonctions  elliptiques,  leurs  développements  en  séries  périodiques, 
on  reconnaît  que  ce  sont  des  fonctions  uniformes  de^r  n'admettant 
que  des  pôles  simples,  ainsi,  par  exemple, 

C  ,         1-  \   \fq  i\i-  s/q^  6Ktt 

I       g— .ru  en  II  diL  =  '  " i_     ^  ^ 

c/o  AK  Li-'Z  (2K.r)2-i--2^i-ry3  (2 Ka;)2-i- 32.7:2 

\[q^  10K77  '] 

et  j'ai  })u  démontrer  (juc  la  fraction  continue 

I 

9  ,     9   ;  1.22.  3. /-2 

ar2  4- 1 2 .  /  _ 


:r2-H32./  — . 


représente  la  fonction  transcendante  de  x^  pour  toute  ^aleur 
réelle  ou  imaginaire  de  la  variable.  Il  faut  excepter  seulement  le 
cas  où  X  serait  purement  imaginaire,  il  se  peut  cju'alors  la  frac- 
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lion  conlinue  ne  soit  pas  convergente,  je  ne  sais  pas  ce  qui  arrive. 
Si  l'on  se  borne  au  cas  où  x  est  réel,  il  n'y  a  aucune  difficulté  et 
la  convergence  des  fractions  continues  peut  se  déduire  de  la  déduc- 
tion même  que  je  viens  d'indiquer. 

Autrefois  j'ai  donné  une  démonstration  de  ces  formules,  toute 
différente,  dans  les  Annales  de  Toulouse. 

Je  ne  crois  pas  que  je  vous  ai  jamais  parlé  de  l'algorithme  sui- 
vant dont  je  me  suis  occupé  déjà  étant  étudiant  à  Delft.  En  par- 
tant de  deux  nombres  a  et  6,  je  pose 


a  -A-  b 

,          «S  4-  b'^ 

«2  =^    ' 

^'-    a  +  b  ' 
a\-^b\ 

0-2  =   i — J 

rt,H-6, 

alors  on  voit  facilement  que  «„  et  b,i  tendent  vers  une  limite  M («,  b). 
Mais  je  n'ai  éprouvé  que  des  déboires  en  cherchant  une  expression 
analytique  de  M(«,  b).  Pour  vous  en  donner  une  idée,  je  dirai  qu'on 
peut  construire  une  série 

0 

à  coefficients  entiers 


«0=1, 

a„  =  «2»  toujours, 

«1  =  —  2, 

«9     =  6,                «17=  32, 

«3=4-2, 

«11  =  0,               «19=52, 

«5=         4, 

«13=  4,               «21=   I20 

a7=         O, 

«13  =  12,              «23=  272 

de  manière  qu'on  ail 


M[/(^),/(-^)]  =  i, 
b 


ainsi 

M(«,6)=    -r^    =     ., 

en  déterminant  x  par 

«    ^       fJT) 

b       A-x) 

La  question  serait  ainsi  ramenée  à  l'étude  de  celle  fonction y(^'). 
Mais  voici  une  circonstance  fâcheuse  :  le  rayon  de  convergence  de 
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la  série  ^a«.r"  se  réduit  t\  zéro,  ainsi  j'ai  vu  s'écrouler  tout  cet 

0 

échafaudage.  Et  cependant  lorsque  57  est  petit  lx=z  —  par  exemple 


ou  peut  fort  bien  employer  la  série  pour  des  calculs  numéiiques. 
Il  nie  semble  que  cette  transcendante  M(rt,  b)  doit  être  d'une 
nalure  bien  singulière,  mais  je  ne  sais  pas  si  j'en  saurai  jamais 
quelque  chose. 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  très  dévoué. 

P. -S.  —  Je  rouvre  pour  vous  dire  cpie  je  viens  de  recevoir 
votre  lettre.  Mille  remercîments  à  M.  Picard  pour  sa  Note  qui  me 
met  à  l'aise. 


324.  —  IIERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  28  janvier  1892. 
Mon  cher  Ami, 

Vos  belles  formules  pour  le  développement  en  fractions  conli- 
nues  des  intégrales    /     e~'^'sn'"ç  c/S,   ...  m'ont  fait  le  plus  grand 

plaisir.  Elles  semblent  montrer  que  les  cjuantités  cpii  ont  une 
expression  si  élégante  ont  leur  place  dans  le  cadre  des  fonctions 
analytiques  et  il  j  aura  lieu  sans  cloute  d'en  entreprendre  l'étude. 
Mais  en  ce  moment  je  ne  fais  d'autre  étude  que  celle  de  mes  pro- 
chaines leçons  qui  n'auront  plus  pour  objet,  à  la  demande  de 
M.  Picard,  que  les  intégrales  euléiuennes  et  les  fonctions  ellip- 
ticpies.  J'ai  accepté  avec  empressement  la  diminution,  éprouvant 
un  peu  d'ennui  à  répéter,  depuis  tant  d'années,  le  théorème  de 
M.  Mitlag-Lefller,  les  facteurs  primaires,  etc.,  et  en  pensant  aux 
intégrales  eulériennes,  je  viens  de  m'occuper  des  nombres  de  Ber- 
nouUi.  Permettez-moi  de  vous  en  dire  quelques  mois. 
Ayant  posé 

e-"^ —  I  2    '      1.2         2.3.4       '    *  ' 

le   premier  point   est   d'obtenir  les   relations  cjui  servent  à  leur 
calcul.  Soit,  à  cet  effet,  ).  une  indéterminée;  j'observe  que  le  second 
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mcmbro  peut  se  représenter  par  l'exponentielle  e^*^^  en  convenant 
de  remplacer  les  puissances  ).,  X^,  )v'',    ...,  par >   o,   B,,   o, 

—  Bo,  ....  Or  le  produit 

2C  \  _i_  j  y j }^  Il 
^"; 

les  relations  cherchées  se  trouvent  donc  au  moyen  de  ce  chan- 
gement eirectué  dans  l'égalité  (â  +  i)"  — X"=:o  ou  =i  pour 
X  ^  1  . 

Cela  étant,  soit 

on  aura  de  la  même  manière  et  plus  généralement 

F(X-M)  — F(X)  =  Al 
ou  plutôt 

F(X  +  i)-F(X)  =  F'(o). 

Si  Ton  applique  cette  relation  au  polynôme  F(^  —  i),  on  en  tire 

F(X)-F(X-i)==F'(-i) 
et,  par  suite, 

F(X  +  i)— F(X  — i)  =  F'(o)H-F'(— i), 

d'où,  pour  F{x)  =  x'^,  l'égalité  donnée  dans  mon  cours.  En 
employant  F{x-{~a)  au  lieu  de  F{x),  on  trouve 

F{x-\-a-hi)  —  F{x-^a)  =  F'(a), 

I 
puis,  pour  a  = 


—  ) 

•2 


et  dans  le  cas  de  F(x)  =  x",  après  avoir  multiplié  par  2", 
I  -I-  4  «2  Bi  —  4^  «4 B2  -t- . . .  =  n, 

en  supposant  n  pair. 

Tout  cela  est  archi-connu,  mais  j'ai  songé  aux  égalités  données 
par  M.  Malmsten  dans  son  Mémoire  sur  la  formule  sommatoire. 
Elles  se  tirent  de 

I       I        I        Bi.r        BoX^ 

e^  —  I        ic       2  2  2.3.4 


2l4  CORRESPONDANCE    d'hERMITE    ET    DE    STIELTJES. 

en  posant  encore = e^-*"   sous  les  conditions 

À  =  —  B, ,       À-2  =  o,       X3  =  i  B,,        . . . ,        lu-  ^  („       }M-i  =  ^—^]^'^'-- . 

2       '  /C 


Multipliant  par  e-^' —  i.  il  \icnt  en  effet 


^  1.2.  .  .(n  -^  1}        2  ^        I .  i .  .  . /i       '     ' 


tl'oii  en  idenlifianl 

(A)  (À +  ,)«__)..=  _A_  (n  =  T,2,3,  ...)• 

Donc,  pour  n  =--  2  m, 

2  6  2  /??  -f-  r 

et,  pour  /?  =  2  m  ~\-  ï , 

(2m  4-I)Bi—  -^ '-^-^  -f-...-i-(_|)/«l_ -B,n=  — 


ce  qui  est  le  résultat  de  Malmsten. 

Je  remarque  encore  qu'en  remplaçant  le  second  membre  de  (A) 

par  2  /    £c"  dx  et  faisant 

F(a-)  =  Ai.r-+-  Ao-r^-)-.  ..-^  A„a"", 
on  a' 

F(X  +  i)- F(X)  =  2  f  V{x)dx. 

Soit    en    particulier,    pour    n  =  2m,    F{x)  =  x"'(x  —  i)'"    et 
J;«=  /    x"'(i  —  x)"^dx,  on  aura,  pour  m  =  2/?, 

g^^^_  n^B^  ^  m,B„,.,  _^^^_^i-2p),,-,B,^,  ^ 
m  —  I  m  —  2  Z'  -5- 1 

puis,  pour  /?i  =  2p  —  1 , 

P  W3B„,_i        /;!.-B,„_2  ,       ,     B/, 

m  —  1  m  —  2  P 

Ces  relations  me  semblent  nouvelles;  paulo  majora  canamus; 
arrivons  au  théorème  de  Staudt. 
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Je  pars  de  la  formule  qu'a  donnée  M.  Berlrand  dans  son  pre- 
mier  volume;   elle  se   lire  de  — en  posant  e-*' — i  =  i,   d'où 

^  =  log(i  +  ^)  et,  par  conséquent, 

=  -ilogCn-O  =  1—  -(e^— i)+  |(e^— 1)2  — ..., 


mais   je    pense  inutile  d'employer  les  expressions  A[|/j;  il  suffit 
d'écrire 

pour  avoir  facilement 

^  ^  2  3  2  Wl  4-  I 

si  l'on  pose 

«m,«  =  «'"  —  ni (n  — 1)'«  +  «2(/t  —  2)'«  — . ..-+-(—  I)"-' «„-,. 
Ces  nombres  a,„,/i  donnent  lieu  à  une  première  remarque.  Soit 

il  est  clair  ciue  A,,,  «  =  o  pour  m  -<  n.  A„  ,,  =  i  et  A^  \  =  • 

^  '  ^  '  '  I.2. .  .m 

De  l'équation  posée  on  tire 

et,  retranchant  de  la  première  multipliée  par  /?,  on  en  conclut 

l'identification  donne  donc 

«A,„_i,„_i=  niA,„,,i—nA„-i^,i       ou       rnk,„^,n=  /i( A„_i,,j-i- A,„_,,„_i), 
égalité  qui  détermine  tous  les  coefficients,  sachant  que  A,„^„i=:i 

et  A,„^)=  — -_ On  passe  ensuite  aux  quantités  a,n^n  d'après 

la  formule  A„j  „= i!h!}_  qi  Yç^^  trouve 

'  I  .  2  . . .  «l 

<^in,n^^  n(a„j_i^„+  a,j_i^„_i). 

Soit  encore  (7,„^„=  i  .2.3. .  .«a,„^,^,  on  en  conclut 
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donc  'y.mji  est  toujours  entier,  de  sorte  que  «/«,«  est  divisible  par 

I  .2.3.  .  .11. 

Il  en  résulte  que  dans  l'expression  de  B,„  les  termes    ''"'"  sont 

entiers  lorsque  n  -!-  i  n'est  pas  un  nombre  premier. 

Supposons  /?4-i=y:>,  p  étant  premier;  les  coefficients  du 
binôme  deviennent  alors 

«1  =  — I,         «2^+1,         .•■,         ni=(—iy        (modp); 

on  a  donc 

a2,n,n^  n-^"'  +  {n  —  \ )-'"—( n  —  2^'"-^-..  .4-  i^'", 

c'est-à-dire 

a2m,n=  i2'«+  2'-'"-i-.  ..-i-ip  —  1)2"'         (mody?). 

(3r  on  sait  que  le  second  membre  est  toujours  ^  o,  sauf  le  cas 
où  l'exposant  2  m  est  divisible  par  /)  —  i;  alors  on  a 

d'où  le  ibéorème  qu'il  fallait  démontrer. 

J'ai  été  extrêmement  ému  par  la  mort  de  Kronecker,  dont  la 
nouvelle  m'a  été  donnée,  la  veille  du  jour  de  l'an,  par  ]M.  Hensel, 
privât  docent  à  l'Université  de  Berlin;  j'ai  su  ensuite,  par  une 
lettre  de  M'"''  Helmholtz,  qu'il  avait  succombé  à  une  atteinte  de 
l'influenza.  Nous  avons  en  ce  moment  l'épidémie  à  Paris  qui  a 
augmenté  de  moitié  le  nombre  des  décès;  en  vous  souliaitant  bien 
vivement,  mon  cher  ami,  qu'elle  vous  épargne  à  Toulouse,  et 
dans  l'espoir  d'avoir  bientôt  de  bonnes  nouvelles  de  votre  santé, 
de  celle  de  ^I""^  Stieltjes  et  de  vos  enfants,  je  vous  renouvelle 
l'assurance  de  mes  sentiments  les  plus  dévoués. 


325.  —  STIELTJES  A  H  ERMITE. 

Toulouse,  3o  janvier  1892. 
Cher  Monsieur, 

Je  suis  bien  coupable  et  j'aurais  bien  dû  vous  remercier  depuis 
longtemps  pour  l'envoi  des  recherches  de  M.  Syh  ester,  dont  cer- 
tainement, sans  vous,  je  n'aurais  pas  eu  connaissance.  Pour  mon 
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excuse,  je  peux  dire  que  j'ai  été  1res  occupé  et  pris  de  diverses 
façons,  aussi  j'aurais  voulu  ajouter  à  mes  rcmercîments  quelque 
chose  qui  pût  vous  intéresser. 

Votre  lettre,  par  laquelle  je  vois  que  les  nombres  de  Bernoulli 
vous  occupent  encore  une  fois,  m'a  fait  penser  à  un  beau  résultat 
de  M.  Kummer  dont  je  veux  vous  parler.  Si  vous  le  connaissez, 
vous  n'aurez  qu'à  sauter  cette  partie  de  ma  lettre.  Soit 

00 

0 

où  a„,  q,  /',  s  sont  des  nombres  commensurables,  mais  dans  le 
dénominateur  de  ces  noml^res  ne  doit  point  figurer  en  facteur  le 
nombre  premier  impair  y>.  Supposons  qu'en  développant  suivant 
les  puissances  de  x  on  ait 

o{cc)  =  Ao -h  Al x-\ i-...=  y  , 

'  1.3,  M^  I .?....  /i 

0 

alors  le  théorème  de  M.  Kummer  consiste  dans  cette  congruence  : 

\  /     \  /C(k  —l)  /  >/.   A  _ 

Am —  h  A-fii-i-p-i  -+- .\„i+2(p—l)  —  .  .  •  -r-  ( —  1  )  '  Af,i+/,-(i>-l)  =  O 

(  tnodp^'), 

m  et  k  étant  des  entiers  et  m  >  k  >-  o.  Il  faut  interpréter,  du  reste, 
cette  congruence  ainsi  :  le  premier  membre  n'est  pas  nécessaire- 
ment entier,  mais,  en  multipliant  par  un  facteur  convenable  qui 
ne  renferme  pas  />,  il  devient  entier  et  cet  entier-là  est  alors 
divisible  par^*.  La  démonstration  est  facile;  on  a  d'abord 

<f(x)  =  V  V(— i)"'(/Ort'««e''"*'*~'*'''*''"'''*"^'-^ 

(rt  =  o,  I,  2,  3,  .  .  .,     /t'=  o,  I,  '2,  ...,«). 

En  calculant  cp"'(o),  on  en  conclut 

A,n-^^'^{—  ï)"' (n)n'an[r(n  —  n')  +  su' ^  q]'". 

Il  est  clair  que,  dans  cette  expression  de  A,„,  les  termes  avec  ««, 
où  n  >  m  doivent  disparaître  et  cela  se  vérifie  facilement  parce 
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que  la  /i"^"''  difTérence  d'un  poljnoino  du  degré  m  -<  n  est  iden- 
tiquement nulle. 

Avec  cette  valeur  de  A,,,  il  \ient  maintenant,  pour 

A  /^"    .  A-(A  —  l)  /  M-  K 

^tn  —  7  -»■/«+/)  -1  -r~   ; -^in+2^p-l)  — •  •  •  -+-  {. —  I)    ^^/n+kip-l)^ 


I  expression 

V  V  (—  !)«'(«)«' ««['•(«  —  n')  -+-  sn'-i-  q]"'\i  —  [r(n  -  n')  -h  5«'—  (/j/'-'j^ 

m-\-ki  p  —  1)1 


[n  =  o,  I,  •>,,  . . .,  7ji 
/i'  =  o,  I,  2,  . . . ,  n 


Or,  d'après  le  théorème  de  Fermât,  i  — [/-(/i  —  Ji')-\-sn'-\-q\P^^ 
est  divisible  par/?,  excepté  seulement  le  cas  où  r{n  —  n') -\- sn' -\- q 
serait  divisible  par  p.  En  supposant  donc  ni^k  1  un  des  deux 
facteurs 

[/•(n  —  n')  +  sn"-^  «7]'"  ]  i  —  [/•(«  —  «')  -^  sn'-r-  g]''~^  'J' 

sera  toujours  divisible  par  //,  d'où  la  proposition  de  M.  Kummer. 
Je  l'ai  exposée  ici  sous  une  forme  légèrement  généralisée,  indiquée 
par  M.  Stern  {Journal  de  BorcJiardt,  t.  88,  p.  90).  Kummer 
lui-même  a  supposé  q  =  o  (Journal  de  Ci  elle,  t.  41,  p.  368).  On 
peut  faire  une  foule  d'applications  de  ce  résultat,  M.  Kummer  lui- 
même  l'a  appliqué  aux  nombres  de  Bernoulli  et  d'Euler,  M.  Stern 
aux  coefficients  de  la  tangente.  Il  y  a  quelques  années,  ayant  à 
considérer  le  développement 


:  I cc^-\ — x'*  — ... 

2.r  \  2  1.2  l .  '2 . 3 . 4 

1.2'  1.2.3.4  *'' 

C|  =2,  Co  =  22,  03=692,  C4=:45  862,  C;i  =  5  2-&  ^^2, 

Cc=  934  io5  852,         c-j=  235  299  461  672, 

j  en  ai  déduit  des  congruences  entre  les  nombres  Ck  qui  m'ont  été 
très  précieuses  comme  vérifications  dans  le  calcul  de  ces  coeffi- 
cients (qui  sont  tous  ^  2  mod  10). 

C'est  à  l'occasion  de  recherches  sur  les  fractions  continues  que 


LETTRE    3^5. 


219 


j'ai  fait  ces  remarques;  on  a 
X       x'^       x^        x''  x^ 


32 


x-h 


5î 


Ja  fraction  continue  est  convergente  et  représente 


X  -{-  2 


X  -+-  6 


tant  que  la  partie  réelle  de  .r  est  >o.  Mais  justement,  ces  jours-ci, 
j'ai  fait  sur  cette  théorie  des  fractions  continues  une  remarque 
extrêmement  simple  et  dont  j'ose  vous  entretenir.  Soit 


F:= 


aix  -+- 


UiX 


av 


«2«-l^ 


une  fraction  continue  où 


«1,    «2,    «3, 


sont  des  nombres  réels  et  positifs. 

Si  X  est  réel  et  positif,  il  est  clair  que  les  réduites  d'ordre  pair 

Q2„        aia7-j-._  I 


tendent,  pour  /i  =  ce,  vers  une  limite  déterminée  F(x).  De  même 
les  réduites  d'oindre  impair 


Q2«  +  l  «1^7-1-. 


tendent,  pour/?  :=  00,  vers  une  limite  déterminée  F)(x)  et 
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[Du  resle,  d'après  un  théorème  de  Stern,  on  a  F,(^)  —  F(:r)>-o 
lorsque  la  série 

«1 -i-  «2  +  «3 -T-  «4 -i- •  •  • 

est  convergente  ;  mais,  si  celte  série  esldn^ergente,  on  a 

F,(.r)=F(:r).] 

Le  théorème  général  est  celui-ci  : 

Supposons  que  x  ait  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  quel- 
conque, en  exceptant  seulement  les  valeurs  réelles  et  négatives, 
en  sorte  que  la  partie  négative  de  l'axe  des  x  est  considérée 
comme  une  coupure.  Alors  on  aura  toujours 

et  F(5"),  F,(^)  sont  des  fonctions  analytiques,  uniformes  et 
sans  j)oints  singuliers  dans  le  domaine  considéré. 

Je  possède  de[)uis  longtemps  la  démonstration  de  ce  théorème, 
mais  elle  est  très  difficile;  j'obtiens  aussi  la  forme  analjticpie  de 
ces  fonctions  Y{x)^  F)  (^).  Pour  l'indiquer  brièvement  (quoicpie 
cela  n'est  pas  tout  à  fait  exact  et  demanderait  quelques  explica- 
tions), je  dis  qu'il  existe  toujours  deux  fonctions  positives /(?<), 
/(  (u)  de  la  variable  réelle  u^  telles  c[ue 


J.        X  -{-  u  /         X-r-U 


du. 


Dans  le  cas  où  la  série 

est  convergente,   les  fonctions /(//)   cl  fÇu)  ne  sont  pas  iden- 
tiques, mais  on  a 

/      u^'lfiu)  —/i(u)]  du  =  o         (A-  =  o,  I,  2,  3,  . . .). 

L'existence  de  ces  fonctions  '-^(u)  qui,  sans  être  nulles,  sont 
telles  que 

«^"  (f(u)du  =  o        (  A-  =  o,  1 ,  2,  3,  . . . ) 


/■ 


me  parait  très  remarquable. 
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Mais  voici  maintenant  la  remarque  très  simple  que  je  viens  de 
faire.  11  est  extrêmement  facile  de  montrer  que 

en  supposant  la  partie  vèç\\.ç,  positwe.  Ce  n'est  pas,  vous  le  vojez, 
le  théorème  complet,  mais  cela  en  constitue  une  partie  qui  n'est 
pas  sans  intérêt. 

En  considérant  uniquement  les  réduites  d'ordre  pair,  on  a 

Q2«(^)  ~  Qo Q2       Q2 Q4  "^  QIq;  ^' •  ■  •  "^  Q2„_, QT; ' 

les  a/  sont  des  nombres  positifs,  Qo„(^)  est  un  polynôme  de 
degré  ii  en  x  dont  tous  les  coefficients  sont  positifs;  toutes  les 
i^acines  de 

Sinise)  =  O 

sont  réelles,  différentes  et  négatives 

Q2«(^)  =  c{x-hiti){x  -{-  Xi).,  .{x  ^x,i)         {xi,x.2,  .  .  .,Xn  positifs). 
Nous  savons  donc  que  la  série 

«0  «1  «/t-1 

Q0Q2  QîQv  Q2«-2Q2« 

est  convei^gente  pour  toute  valeur  a^  =  «  >>  o. 

Mais  je  dis  alors  qu'elle  est  aussi  convergente  et  même  absolu- 
ment convergente  pour 

X  =  a  -\-  bi. 

Eu  effet  cela  devient  évident  si  l'on  remarque  que 
comme  cela  résulte  de 

Q2„(^)  =  c{x  ^-Xi)..  .{x  -^Xa). 

o        (  X  ) 
La  proposition  que  les  racines  de   02«(^y)  =  o,      "^""^' — -  =  o 

sont  réelles  et  négatives  résulte  facilement  des  relations  de  récur- 

P         (  x^ 
rence.   De  la  même  façon,   on  voit  que   .-^"^^ — :  tend  vers  une 

limite  déterminée  tant  que  la  j^artie  réelle  de  x  est  positive. 
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Cette  remarque  si  simple  est  toute  récente,  elle  me  donne  à 
réfléchir;  j'espère  simplifier  la  démonstration  de  la  proposition 
complète  tpie  j'ai  énoncée  plus  haut.  Si  dans  la  fraction  considérée 
on  remplace  x  par  x^  et  qu'on  multiplie  [)ar  x.  on  a 


ttxX 


(liX 


asx  -^ 


a,,x 


(jui  se  rencontre  souvent  dans  les  applications.  Tant  que  la  partie 
réelle  de  x  est  >>  o,  les  réduites  d'ordre  pair  et  aussi  d'ordre 
impair  tendent  \ers  une  limite  qui  est  une  fonction  analytique 
de  X.  Ces  limites  sont  identiques  seulement  lorsque  la  série 

«l-f-  rto-T-  «3-+-.  . . 

est  divergente. 

A  ous  voyez  immédiatement  l'application  qu'on  peut  faire  de 
ces  résultats  à  im  grand  nombre  de  développements  en  fraction 
continue,  |)ar  exemple  à  celles  obtenues  pour 


/ 


g-a-T  cn^  dx, 


La  démonstration  de  l'existence  de  ces  fonctions  positives, 
f{ii)-.  f\  {u)i  dont  j'ai  paidé  plus  haut,  est,  je  crois,  ce  que  j  ai  fait 
de  mieux  en  Analyse.  Je  les  oljtiens  comme  limites  de  certaines 
fonctions  discontinues.  Mais  je  veux  réfléchir  encore. 

Je  comprends  aisément,  cher  Monsieur,  la  tristesse  c|u'a  dû  vous 
causer  la  mort  encore  prématurée  de  M.  Kronecker.  Mais  son  nom 
restera,  seulement  on  ne  remplira  pas  aisément  la  place  quil  a 
laissée  vide.  Je  suis  heureux  de  pouvoir  vous  donner  de  bonnes 
nouvelles  de  ma  famille.  Il  est  vrai  que  nous  n'échappons  pas  aux 
vicissitudes  de  la  vie;  notre  fille  ainée  a  la  cocpieluche  et  je  crains 
beaucoup  que  les  autres  ne  laient  aussi.  Mais  c'est  une  maladie 
assez  bénigne  et  espérons  (ju'il  n'en  résultera  pas  de  mal. 

Veuillez  bien  accepter,  cher  Monsieur,  mes  meilleurs  vœux 
pour  vous  et  tous  les  vôtres;  votre  très  dévoué. 
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326. 


STIELTJES  A  II  ERMITE. 


Cher  Monsieur, 


Toulouse,  12  février  1892. 


En  considérant  une  certaine  fraction  continue  périodique,  j"ai 
obtenu  une  curieuse  relation  entre  deux  intégrales  ellipti([ues  et, 
en  même  temps,  il  devint  clair  qu'on  pourrait  obtenir  une  infi- 
nité de  relations  analogues  entre  des  intégrales  lijperelliptiques. 
Comme  le  raisonnement  était  fort  indirect,  Une  aulie  méthode 
pour  obtenir  ces  relations  était  très  désirable.  Vous  allez  voircju'ou 
y  parvient  avec  la  plus  grande  facilité  à  l'aide  des  théorèmes  de 
Cauchj  sur  les  intégrales  prises  entre    des   limites   imaginaires. 

Soit 

^^  {z-y.){z-^){z-^)  ^ 
z 

je  suppose  a,  [3,  y  réels  et 
la  fonction 


/(^)  = 


o  <  a  <  P  <  v. 


(s  —  ct){z  —  x) 


est  alors  uniforme  dans  le  domaine  D  limité  par  les  courbes  C,  C( 


C2;  je  suppose  a  et  x  appartenant  à  ce  domaine  D,  et,  pour  mieux 
fixer  les  idées,  je  les  supposerai  réels. 

Pour  fixer  le  signe  du  radical  je  suppose  que  lorsque  mods  est 


très  grand  on  a 


/Z  = 
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D'après  cela,  on  constate  facilement  que  lorsque  z  est  réel 

\fZ  est  positif  lorsque  z  >  y, 

{/Z  est  «t'^a///"  lorsque  a  <  s  <  [î, 

v/Z  est  rte^«^{/' lorsque  z  <  o. 

Cela  étant,  on  a 

f  f{z)dz  -f-  ff{z)dz  +  ff{z)dz  =  1-iI.  résidus. 

«^C  «^C,  «^Ci 

Il  n'y  a  que  deux  pôles  (réels)  a  et  x  et,  d'après  oe  qui  précède, 
le  résidu  pour  z=^  x  est 

07  —  a' 

X  étant  ce  que  devient  Z  en  remplaçant  ^  par  x^  le  radical  ^/X  est 
pris  positive/nent,  e=-\-i  lorsque  x'^y  el  z= —  i  lorsque  x  est 
négatif  ou  compris  entre  a  et  jS.  En  calculant  de  même  le  résidu 
pour  z  =^  a,  on  a 

r/(^)  ./.-  ^ff{z)dz-^    fj\z)  dz  =  2  7:£^A-^'V^ 

^c  •>'c.  ^Cs  V       07 -a 

(c'=H-  1  lorsque  a  >>  y,  £'=  —  i  lorsque  a  est  négatif  ou  compris 
entre  a  et  jj,  ^/A  positif  toujours).  Or  on  a 


dz  =  x-i 


et  ensuite  on  voit  avec  un  peu  d'attention  que 

dz 


ff{z)dz  =  -2if '^ i/-  Z. 

ff(z)  dz=-^'2i    f — /^Z, 

Je/  J^      {Z  —  cn^Z—X)" 


.y/ —  Z  étant  toujours  pris  avec  le  signe  +. 

On  obtient  donc  définitivement  cette  relation 


2^  (z  —  'i)(z  —  Q)(z-'() 
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C'est  Jà  précisémenl,  un  peu  généralisé,  le  résultat  que  j'avais 
obtenu  d'abord  en  considérant  une  certaine  fraction  continue 
périodique. 

On  aurait  pu  prendre  f(z)  =  — -^ — •  avec  le  seul  pôle  z  =  a, 
dans  ce  cas 


et 


Veuillez  bien  agréer,  cher  Monsieur,  la  nouvelle  assurance  de 
mon  dévoûment  bien  sincère. 

P. -S.  —  Je  m'aperçois  en  ce  moment  que  les  résultats  précé- 
dents ont  un  rapport  étroit  avec  les  recherches  de  Jacobi,  Bor- 
chardt,  Halphen  sur  la  réduction  en  fraction  continue  de  la  racine 
carrée    d'un    polynôme.     Voir,    par    exemple,    Halphen,    t.    11, 

p.  620  :  il  réduit  en  fraction  continue  — ^ —  Or  vous  voyez  que 

(A)  s>/X-sVA_, 

X  —  a 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

(A')  /     l{u) 

Jp  '  x—u 

[la  fonction  F(m)  s'annulant  du  reste  par  intervalles  et  ayant  des 
expressions  différentes  dans  les  intervalles  où  elle  n'est  pas  nulle]. 
J'ai  étudié  précisément  la  réduction  en  fraction  continue  de  cette 
intégrale  (A')  et  le  lien  aNCC  les  recherches  antérieures  provient 
justement  de  ce  que  cette  intégrale  (A'),  pour  une  détermination 
convenable  de  F(w),  se  réduit  à  la  quantité  algébrique  (A).  Cette 
remarque  est  nouvelle,  je  crois. 

II.  i5 
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327.  —  II ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  19  février  1892. 
Mon  cher  Ami, 

Vos  ihéorùmcs  sur  les  fraclions  conliuues  algébi^ques  consli- 
luent  loule  une  théorie  d'analyse  extrêmement  intéressante  et 
dont  vous  aurez  découvert  les  principes  essentiels  :  c'est  un  grand 
et  important  travail  qui  s'ajoute  à  d'autres  que  vous  avez  entrepris 
et  que  vous  conduirez  à  bonne  fin.  Mais  vous  ne  vous  étonnerez 
point  (pie  j  aie  quelque  peine  à  vous  suivre,  ne  voyant  que  vos 
résultats,  sauf  cependant  ceux  de  Aotre  dernière  lettre  du  12,  qui 
sont  d'une  nature  plus  élémentaire  et  que  vous  m'avez  exposés  plus 
explicitement.  Et  encore  j'aurais  besoin,  pour  m'éviter  de  faire  des 
efforts,  que  vous  m'aidiez  à  bien  voir  comment  vous  trouvez  que 
votre  radical  y/Z  est  positif  pour  :;  >•  y,  négatif  lorsque  a  «<  ;  ■<  [j 
et  négatif  pour  z  <i  o. 

Donc,  à  l'occasion,  lorsque  ce  ne  sera  point  vous  déranger,  je 
vous  demande,  en  faisant  Z  =  (5  —  (t){z  —  b)[z  —  c)(s  —  rf),  la 
détermination  des  signes  à  attribuer  au  radical  sJ'L,  lorsqu'on 
cheminant  sur  l'axe  des  abscisses  de  —  00  à  -h  00,  et  considérant 
les  circonférences  de  rayon  |  «  |  -<  |  ^  |  <  |  c  |  <<  1 1/  |,  on  se  trouve 
d'abord  dans  la  région  du  plan  extérieure  à  la  plus  grande,  pour 
pénétrer  successivement  dans  les  couronnes  limitées  par  les  rayons 
(c),  (Z>),  (rt).  Vous  verrez  en  vue  de  quelle  question  on  peut 
employer  ces  déterminations  de  signes;  en  attendant,  je  dois  vous 
dire  que,  si  ma  réponse  à  vos  dernières  lettres  a  eu  beaucoup  de 
retard,  la  faute  en  est  surtout  à  M.  Edouard  Weyr,  qui  m"a 
demandé  un  article  pour  le  Bulletin  de  l'Académie  tchèque.  Je 
me  suis  mis  à  l'ouvrage  en  pensant  que  les  Annales  voudraient 
peut-être  bien  reproduire  ma  Note,  dont  voici  l'objet.  En  cher- 
chant dans  la  théorie  de  la  transformation  les  relations  entre  les 
intégrales  elliptiques  coni|)lètes  de  seconde  espèce,  qui  corres- 
pondent aux  relations  entre  les  périodes  relatives  au  module 
proposé  k  et  au  module  transformé  /,  j'ai  obtenu  les  équations 
suivantes  :  Soient  L  et  L'  les   mêmes  quantités  en  /  et  /'  que  K 
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el  K'  en  A"  et  /»',  je  me  pose  le  j)r()l)l('iiie  de  la  transfonnalioii 
comme  ajant  pour  but  de  délcrminer  le  module  /,  cl  le  mullipli- 
caleur  M  de  manière  à  avoir 

K  -        .,  , ,  îK'         ,        •7,  / 

-j-  =  rt L  -\-  xb L  ,         -^r  =  c\j  -I-  ta L  , 

M  M 

où  a,  b,  c,  cl  sont  des  eiuiers  satisfaisant  à  la  condition 

ad  —  bc  =^  /i, 

(jui  est  positif  et  représente  Tordre  de  la  transformation.  CÀIa 
étant,  soit,  comme  Weierstrass, 

/,  K  ^  K  +  (■  K' 

^n-xdx,  ii'=  I  sn^xdx, 

puis  semblablement,  en  considérant  le  module  /, 

J,  =   /     s,n-{a-,  l)  dx,  Jj=   /  <in-{x,  l)  dx. 

«-0  ^  0 

On  aura,  en  désignant  par  N  une  fonction  algébrique  du  mo- 
dule, 

J  N  ii'  N 

~i  =dJ  —  iby-\ (dK  —  ibli'),         -^-  =  — cJ-+-mJ'-i (— cK-i- taK'). 

M  n  ^  M  n  ' 

La  cpianlilé  N  a,  ce  me  semble,  un  rôle  important;  ainsi,  je 
trouve  (jue  les  fonctions  P(^),  Q(^),  ^{x\  S(,r)  de  la  page  280 
de  mon  Cours  s'expriment  ainsi 


AI" (37,  A)  ^    '  \l"{x,  k) 

X 

M 


Q(^)-     ;■„./;.■.    '     R(^)  = 


W"{x,k)  '■    '  Al" (a;,  A) 

Il  y  a  lieu  de  former  les  équations  entre  iN  et  K,  tout  aussi  bien 
(ju'enlre  M  et  K,  et,  comme  prélude  à  cette  recherche,  j'ai  obtenu 
la  relation  suivante 

N  =  «AA'2DA.log^, 
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qui  s'ajoute  à  l'équation,  dune  liiij)ortance  capitale,  qu'a  décou- 
verte Jacobi 

//'»  dk 


W 


nkl:-'  dl 


Mais  il  nie  faudrait  votre  belle  activité  pour  mener  à  leur  terme 

ces  entreprises;  il  me  faudrait  surtout  ne  plus  avoir  ni  tlièses  de 

doctoral,  ni  examens  de  licence  et  de  baccalauréat,  ni,  hélas!  de 

huons.  Je  donnerai,  mon  cher  ami,  à  la  Sorbonne  votre  charmante 

.1      1  I         •      I  '  '  •         I  >  '       I  \        r  (  «  )  r  (  i  )        ^      ,     . 

metliodc    pour  obtenir   1  équation    \S{a^  b)^^  — — ^  .    ?   et   c  est 

en  vous  remerciant  encore  de  votre  communication  si  utile,  que  je 
vous  renouvelle  l'assurance  de  mon  all'ection  bien  dévouée. 

Vos  enfants  sont-ils  débarrassés  de  la  coqueluche? 


328. 


STIELTJES  A  H  ERMITE. 


CuKU    ]Mo:vsiEUR. 


Toulouse,  a'i  février  1892. 


Mille  remcrcîments  pour  l'article  que  vous  nous  promettez  pour 
nos  Annales  sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  et 
particulièrement  sur  les  intégrales  complètes  de  seconde  espèce 
transformées.  Nous  raccueillerons  avec  le  plus  grand  empresse- 
ment, vous  n'aurez  qu'à  nous  envoyer  les  épreuves  du  Bulletin  de 
V Académie  de  Prague. 

Permeltez-moi  maintenant  de  dire  deux  mots  sur  le  signe  du 
radical 

v/Z,         Z  =  {z  —  a)(z  —  b){z  —  c){z  —  d)         {a<b  <c<d). 
En  supposant  z  très  grand,  on  peut  prendre  ^'Z=-|-s-  à  peu 


près  (el  non  =  —  z-). 


Soit  alors 
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Z  —  a  =  Ra(C0S(5a+  f  Silltpa), 

z  —  b  =  Ri(cus«fi  +  t  sincp^), 
z  —  c  =■  Rc(cos(pt.  -f-  t  sincpc), 
z  —  d  =  Rf/(cos9f/-f-  isincp,;), 
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v/Z  =  /l^a  «6  H.  H,/  ( cos  P  4-  t  sin  P  )  (^  P  =  ?« -^- 'f  ^^  +  ?'' ''^ '^'^  j . 

Lorsque  z  positif  est  très  grand,  cp^,,  '^i,  cs^-,  co,/  sont  nuls;  pour 
avoir  pour  un  point  quelconque  la  valeur  de  ^/Z  il  n'y  a  qu'à  faire 
varier  les  arguments  C2„,  ...,  0,1  d'une  façon  continue  ;  de  celle  façon 
vous  voyez  par  exemple  cpie  lorsque  ;;  est  réel  compris  cnlie  c  et  d 


/' 

C 

( 

.--if^ 

CL 

b 

0 

\x^ 

(t          ;^o 

C 


l'argument  de  \J'L  sera  +  75  ^,/=  t:,  cp^,=  cpi=:  cp^.  =  o.  Lorsque  z^ 
décrit  le  chemin  C,  on  aura 

/Z=  +  V^^^  (v/^^^>o). 

Pour  le  chemin  C,  au  contraire,  on  aurait  la  valeur 

v/z=— V^^^       (/zrz>o), 

Supposons  b  <i  z  ■<.  c.  Si,  pour  arriver  à  celte  valeur  finale,  on 


ne  traverse  ni  la  coupure  (a,  b),  ni  la  coupure  (c,  d),  vous  vojez 
que  l'argument  de  y/Z  devient  7t,   c'est-à-dire  y/Z  doit  être  pris 
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avec  le  signe  — .  Pour  le  clieiniii  C,  par  exemple,  on  a 

Pour  le  chemin  C  on  aurail  P  =  —  r.,  mais  cela  donne  la  même 
valeur  que  P  =  -\-r.  puisque  la  dilTérence  de  ces  arguments  est  2-. 
Dans  tous  les  cas,  la  considéralion  de  l'argument  de  y  Z  indique 
s;ms  ambiguïté  la  valeur  de  y/Z  qui!  faut  adopter.  Si  le  chemin 
de  z  passe  par  un  des  points  «,  b,  c,  d  la  loi  de  continuité  ne 
sufdt  plus  pour  distinguer  entre  les  diverses  branches  de  y/'Z,  el 
l'on  peut  faire  la  continuation  d'une  façon  arbitraire;  dans  ce  cas, 
rien  ne  permet  de  distinguer  une  branche  de  l'autre. 

^"oici  une  remarque  que  je  viens  de  faire.  Je  rappelle  la  formule 

IVrt  )  cos  (  a  arc  tans;  ^  ) 
/      s«-'  e-^-  cos  cz-  dz  =  ■ — — 

[voyez,  par  exemple,  le  Calcul  intégral  de  Serret). 

Cette  formule,   du  reste,  se  déduit  de    /      z"~^  e~^'  dz  :=     ,      . 

en  remplaçant  b  |)ar  b-\-ci.  Je  jirends  b  =  c  ^  \  ^  a^=  .\n  ~\-  2,^ 
Il  étant  entier  el  positif  ou  nul,  le  cosinus  dans  le  second  membre 
est  nul,  car 

cos  (  a  arc  tang  j\  =  cos(4  n  4-  2)  y  =  o, 
donc 

/      ^^"+'  e-~  cos;;  dz  =  o. 

«-0 

lui  remplaçant  z''  par  u^  vous  constatez  qu'en  posant 

linlégralc 

/      u"^  '^(  a)  du         ( /i  =  o,  I ,  -2,  3 ,  . . .  ; 
«-  0 

est  toujours  nulle.  J'avais  reconnu,  a  prio?'i,  l'existence  de  telles 
fonctions  'f  («)  (en  nombre  infini)  dans  mes  recherches  sur  les 
fractions  continues.  Vous  en  avez  ici  sous  les  jevix  un  exemple 
bien  simple. 
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Voici  une  ohjoction  ([u'oii  est  lenlc  do  faire,  a  priori,  contre 
l'existence  d'an(>  lelle  fonelion  ^(u). 

D'abord  il  est  clair  que  f{u)  doit  changer  de  signe  une  infinité 
de  fois,  car  si  cp(//)  change  de  signe  seulement  pour  u  =  u;i, 
/»■  =  I,  2,   ...,//,  rinlégralc 

/        («  —  Ui)(u  —  1/2).  ■  -(if-  —  l(/i)  ?(  ")  f'^" 

devrait  être  nulle  parce  qu'elle  est  une  somme  de  la  forme 

11 
^  a/,.    /       »/'■  ^(  II)  du  ; 

d'aulre  part,  elle  ne  peut  être  nulle,  puiscpie  la  fonction  sous  le 
signe  /  ne  change  pas  de  signe;  il  y  a  là  contradiction.  Donc  'f  (w) 
doit  changer  de  signe  une  infinité  de  fois  j)our 


U  r=  m,   U-2,    .  .  .  ,   l'/i: 


Mais   alors    on   peut,    d'après   la  formule    de    M.    Weierstrass, 
former  une  fonction  holomorphe  ^{u) 


"  \  '■'.( 


^('0  =  11— :!-)^''-^-'=y«.".", 


cpii  doit  changer  de  signe  en  même  temps  que  ^('^).  L'intégrale 

/'\i(u)  oi  u)  du 

n'est  pas    nulle    alors,   mais    en    substilULint   au    lieu   de   '^(ji)   sa 

valeur    /  0,1  u"  et  intégrant  les  termes  de  la  série,  on  trouverait 

0 

/         <\l(u)  (f(u)  du  :=  O, 
*-  0 

encore    contradiction.     Cependant    cette    objection    manque    de 
forcC;  car  il  n'est  pas  permis  de  remplacer    /     '|(«)  ca(?/)  f/«  par 

oc 

^^Cf/i  I      II"  (f{it)  du  sans  justification  particulière.  Mais  cela  est 
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impossible,   vous  venez  de  voir  que  les  fonctions  ^(w)  existent 
bien  réellement. 

A  cuillcz  Ijk'u  nie  croire  toujours  votre  très  dévoué. 


329.  —  m: n MITE  a  stieltjes. 

Paris,  23  février  1892. 
Mon   cHKii   Ami, 

Les  clioscs  faciles  et  simples  ont  souvent  plus  de  prix  que  des 
résultats  coinplifpiés  obtenus  après  de  grands  eflorts  et  je  ne  puis 
assez  vous  dire  (picl  prix  jattaclie  à  votre  équation 


/■ 


-3'"'+'  e-~  coss  c?-s  —  o  ; 


mais  je  désirerais  vous  voir  faire  un  pas  de  plus.  Vous  avez 
montré  avec  infiniment  de  perspicacité  que  Tépalité,  pour  toute 
valeur  de  /«, 

u"  o(u)  du  —  o 


/ 


conduit  à  une  conclusion  paradoxale,  à  savoir 

<!fi{u)(;{ii )  du  =  o, 


/ 


si  '^{11)  représente  l'expression  de  o(u)  sous  forme  d'un  ])roduit 
de  facteurs  primaires. 

Puis  vous  en  trouvez  l'explication  dans  cette  circonstance  qu'on 
n'est  pas  absolument  en  droit  de  remplacer  ']>(//).  dans  l'intégrale, 
par  son  développement  en  série.  C'est  ce  ])oint  important  et  dé- 
licat que  je  voudrais  voir  mettre  en  pleine  lumière,  au  moyen  du 

cas  particulier  où 

_i       _ 
ç,{u)  —  e    ^g-v'*  cos(i/«). 

Qu'arrive-t-il  donc  de  particulier  qui  empéclie  d'employer  le 
■développement  en  série?  Ce  serait  extrêmement  intéressant  de 
rencontrer  ainsi  un  nouvel  avertissement  qu'on  est  à  l'égard  des 
intégrales  délinies,  incedens  in  cinere  doloso. 

Mille  bons  remercîments  pour  les  explications  si  com])lètes  et  si 
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claires  que  vous  m'avez  données  pour  définir  rigoureusement  les 
signes  du  radical  \J'L.  C'est  un  point  de  doctrine  absolument  élé- 
mentaire, et  j'espère  que  vous  saisirez  quelque  occasion  pour 
publier  les  résultats  auxquels  vous  êtes  parvenu;  et  dont  je  me 
servirai  comme  je  vous  le  ferai  savoir. 

Puisque  vous  vous  intéressez  aux  relations 

ii    ^cU      —  i6J'-4-^(^/K      — /6K'), 

-r~  =  —  Ci  -^  lai  -\ ( —  cK-f-«aK  ), 

permettez-moi  de  vous  dire  comment  j'en  conclus  rexpression 
deN. 

Je  remarque  d'abord,  en  ayant  égard  à  l'égalité  ad —  hc^=  /?, 
qu'on  en  tire 

— 1  =  rtJ     -i-KN, 


M 

cJ|  -+-  /V/J'i 


=  nil  \  +  i\\!  N. 


M 

Cela  ])osé,  soit  pour  un  moment 

G  =  aL-(-j6L',         II  =  rt  J] -T- i7»J  j, 

et  désignons  toujours  par  /  le  module  transformé.  On  a  ces  deux 
relations 

/Z's^'  =. /2G  — II,         //'î^  = /2(G-lir.. 
dl  ai 

Je   vais    les   employer   pour   difl'érentier,    par  rapport   à   Â,    la 
première  de  mes  égalités  me  servant  de  point  de  départ, 

K  i\\.' 

---  =  o  I. -f- t6L  ,  -^  =  cv, -^  idV, . 

En  l'écrivant  ainsi  K  =  (aL  +  /Z>L')M  =  GM,  il  vient 

-^(/.-2K  + J)  =  Gf/M-^  -^(/2G  — II)M. 
kk  -  IL  - 

Cela  étant,  j'exprime  le  second  membre  en  K  et  J  au  moyen  des 
équations 

G  =  -^,  II  =  (nJ-f-KN)M, 
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co  (jiii  donne 


_  a-^K  -  J)  =  -^  -  -^  1^-^  -  f/i  J  +  KN)M  I  M. 


Mais  celle  égalité  se  partage  en  deux  autres,   on    doit  égaler 
séparément  à  zéro  les  coefficients  de  K  et  J,  car  autrement  y  serait 

une   fonction   alg('l)ri(pie  de  A,   ce  qu'on  sait    impossilde.   On  a 

donc 

kflk       dM        Idl       ^.„,  dl 
m7- =  -Tr-+-iFr- ^^I-TT^i 


et 


dk  -„  dl 


Celte  seconde  expiation  est  celle  de  Jacobi;  elle  permet  d'écrire 
la  premièi'e  sous  la  forme 


A  dk  _  dM    ^    l  dl       N    dk 
~k^  ~    M    '^  ~n    ~  n   kk^^' 

(Von  la  valeur  de  N. 

En  vous  renouvelant,  mon  cher  ami,  l'assurance  de  toute  mon 
alTection. 

330.  —  STIELTJES  A  IIERMITE. 

Toulouse,  28  mars  1S92, 
Cher   Monsieur, 

J'aurais  désiré  depuis  longtemps  trouver  un  peu  de  loisir  jiour 
étudier  1  intéressante  question  de  la  transformation  des  intégrales 
elli[Ui(pies  de  seconde  espèce,  dont  vous  m'avez  entretenu  dans  vos 
dernières  lettres;  mais,  à  mon  grand  regret,  je  n'ai  pas  pu  jus- 
qu'ici; cependant,  d'ici  quelques  jours,  j'espère  en  arriver  là. 

Cette  année,  j'ai  donné  pour  la  première  fois,  dans  mon  cours, 
un  dévelop|)ement  assez  complet  de  toute  la  partie  élémentaire  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et,  je  n'ai  pas  besoin  de  le  dire, 
j'ai  emprunté  beaucoup  à  votre  cours.  Pour  obtenir  les  développe- 
ments trigonométriques  de  sn-(s),  sn(3'),  cn(s),  dn(5),  j'ai  eu 
l'idée  de  les  expi-imer  linéairement  à  l'aide  de  la  fonction  Z  et  de 
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SCS  dérivées  d'après  votre  lliéorèine;  le  d('veloj)i)eincnt  Irij^ono- 
inétrique  des  fonctions  Z  s'obtient  sans  dilTiciilté  d'une  façon  très 
éléincntaiie.  l'^n  procédant  ainsi,  j'ai  remarqué  quclcpies  identités, 
se  rapportant  à  la  transformation  du  second  ordi-c.  l^lles  sont  assez 
simples.  On  a 


dn 


('-H/0", 


nuis,  changeant  u  en  u  -\-  K. 


(In 


(r  -+-  A) («-H  K), 


VA 


■v/A 


I  —  A  sn^  IL 

i  H-  A  sn2  II 


I  —  A         \-\-  k  sn2  II 

7  X  } —' 

I  -I-  A         1  —  k  ■an-  Il 


En  retranchant  il  a  ient 
(i  +  A)»,-^-^     —  (In     (i  +  A)(t< 


^>.^] 


2  A 
I-+-A 


en (211,  A). 


A  l'aide  de  cette  relation  on  obtient  le  développement  trigono- 
métrique  de  cn(M,  k)  si  l'on  connaît  celui  de  dn(«,  k). 
Puis  on  a 


A  =  su 


I  -I-  A 


(i-+-A)(î/. 


A  sn-  u  ' 


je  trouve  que 


B^  —  A2  =  en  (  i.  u,  A)  dn ( 2  u,  A ) 


Mais  vous  avez  tant  étudié  ces  choses  que  probablement  je  ne 
vous  dis  rien  de  nouveau.  Vous  voyez  cpie  cette  dernière  relation 
permet  de  trouver  le  développement  trigonométrique  de  cnudnu 
(et,  par  conséquent,  aussi  celui  de  snu)  si  l'on  connaît  le  déve- 
loppement trigonométrique  de  sn-w,  c{ui,  d'après  la  méthode 
indiquée,  s'obtient  plus  facilement  que  le  développement  de  snw. 

Nous  avons  été,  M""^  Stieltjes  et  moi,  douloureusement  affectés 
par  le  grand  deuil  qui  frappe  M.  Picard.  Veuillez  bien  être  con- 
vaincu de  notre  sympathie. 

Votre  bien  dévoué. 

P. -S.  —  Heureusement,  je  peux  vous  donner  maintenant  de 
bonnes  nouvelles  de  mes  enfants,  qui  ne  souffrent  plus  de  la 
coqu-eluche. 
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Je  vols  en  ce  moment  quil  faudrait  rapprocher  les  formules 
précédentes  de  celles  que  vous  donnez  dans  votre  cours  (dernière 
édition,  |).  286) 


i„[, 


(in     (n- /.)«, 


2v/Â- 


In 


du    (i  ■+-  A)(«  -+-  K), 


o/A- 


(1  11  (  2  «  )  -T-  A-  en  (  2  «  ) 

V^Tk  ' 

dn(2«)  —  A"  cn(  211) 


Au    fond,   il   n'y  a   qu'à    remplacer   dans   vos    foniuilcs  .r  par 
X  +  2K.  Donc,  comme  je  le  croyais,  rien  de  nouveau  ! 
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IlERMITE  A   STIELTJES. 


Pari>,  3()  mars  1892. 


]Mo!V  CHER  Ami, 


J  ai  passé  bien  tristement  ces  dernières  semaines,  comme  vous 
pouvez  le  penser,  je  n'ai  pu  que  m'occuper  de  mes  leçons  à  la 
Sorbonne,  sans  plus  songer  aux  intégrales  ellipticpies  de  seconde 
espèce,  cpie  j'ai  oubliées.  INIais  j'ai  mis  à  profit,  j)our  la  donner  à 
mes  auditeurs,  en  leur  apprenant  votre  nom,   votre  UK^lliode  de 

démoustratiou  de  la  relation  B(rt,  ^)=  -rr-— — r^»  qui  c\ite  l'em- 

^  '         \  {a  -\-  0 )       ' 

ploi  d'une  intégialc  double.   Je  compte  aussi  faire    bientôt  une 
IcGon,  dont  je  vais  vous  indiquer  l'objet,  en  vous  priant  de  vouloir 
bien,  s  il  y  a  lieu,  me  communiquer  vos  remarques. 
I^a  formule 


donne 


logr  rt 


1      r      x         r     Ve^^-^  —  e^        ,  ^      ^  dx 


-  I  e  ' 


ot,  en  retranchant  membre  à  membre,  avec  l'intégrale  de  Raabe 
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on  obtient 


J-iogr(«  +  l)^^y^\-|l--il-j 


OU  encore,  changeant  x  en  ix^ 

J  —  logrfa  +  -  j  =   /      eî^'^tpCa:)^/.^ 
si  nous  posons 

T 


'  \rx        e-^  — 


c--^  /  X 


Cela  étant,  on  trouve  facilement 


.7-2  -H  7:-        a-^  -+-  4  ~'"        •'ï''-  H-  9 ~"  -^^  x'^-T-  n'-TJ- 

d'où  résulte  que  o{x)  est  toujours  positif  et  décroît  quand  x  aug- 
mente, de  sorte  cpie  le  maximum  correspond  à  x  =^  o  et  a  pour 

valeur —  On  a  ainsi 

\o"V  i a  -A —  )  =  ai\o"a  —  i)  +  logi/aTC '^-—         (e  étant  <  1  ). 

°     \  2  /  2-1  ^ 

Soit  ensuite 

i(a)  =  I     e'^"-''  ^(x)dx, 

nous  aurons  comme  conséquence  de  (i) 

i{a)z=2^  I      ^,   .    ...,_., (n  =  1,  ■^.,  i,  ...) 


X-  -T-  n-T.^ 


et,  en  faisant  x  =  /?  r, 


c'est-à-dire 


(«  =  1,2,  ...), 


Soit  enfin  j=— ,  on  obtient  pour  le   terme  complémentaire- 


238  COnUESPONDANCE    d'iIKUMITI':    et    de    STIEI.TJES. 

l'expression 

■Z.J  a2-4-^2 

qui  permet  de  faire,  eoniinc  pour  la  série  de  Slirling,  le  développe- 
ment suivant  les  puissanees  descendantes  de  «,  avec  le  reste  sous 
une  forme  simple, 

Gauss  a  déjà  donné  cette  motlilication  de  la  série  de  Stirlini;, 
mais  sans  s'occuper  du  reste  dans  le  Mémoire  sur  la  série  hyper- 
yéométrique;  on  rencontre  en  même  temps  une  nouvelle  formule 
pour  les  nombres  de  Bernoulli,  exj)rimés  par  des  intégrales. 

En  vous  remerciant  de  la  part  (pie  vous  prenez  à  notre  deuil, 
et  en  vous  félicitant  bien  sincèrement  de  n'avoir  pas  eu  trop  à 
souffrir  de  la  coqueluche,  ([ue  nous  connaissons  pour  nous  avoir 
tourmentés  |)endant  longtemps,  crojez-moi  toujours  votre  adec- 
lueusement  dévoué. 


332.  —  STIELTJES  A  II ERMITE. 

Tuulouse,  le  i"  avril  189?. 
Cher  Mo.nsilui! , 

La  seule  remanjue  qui  s'est  présentée  à  moi  à  l'occasion  de  votre 
formule 

(j\                                                I      1^^  a\o"(\    '-  e-''^^  ) 
«-+--]  =«(lo8a-i)  +  logV27r-- J  ^o  ^  ^, -^^-r, 

c'est  (ju'on  peut  un  j)eu  généraliser  votre  analyse  de  manière   à 
obtenir 

(II)      ~\o^V{a->rb)Y{a-'^\  —  b) 


=  rt  (ioga  —  1 


2-./ 


1       f    a!oL;(i  —  ■;!e^'^-'' C0S9.  è- -4- ^''^■^) 


dx. 


U  faut  supposer  ici  o^^^i,  pour  ^  =  -  on  retrouve  votre  for- 
mule (1),  pour  ^  =  o  la  formide  ordinaire  d'où  Ton  déduit  la  série 


de  Stirling. 
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En  effet,  en  procédant  comme  vous  et  désignant  toujours  par  J 
l'intégrale  de  Raabe,  il  vient  d'abord 

.       I.                   ,   ^,                ,           rc-"'^c/.r      I         eV       2'    -v-e    ^       2/ 
J ïosr{a-{'b)T{a  +  i  —  b)^  /      ■ 


2  \e-    —  e    '^ 


'] 


On  n'a  maintenant  qu'à  employer  la  formule 

■^  ix  cosion 
'2d  x-^-\-  f\n^~ 


\       2  /    _i_ /,    \      2/  -^-^ -xx  co?,i un  11 


(pii  suppose  o^^^i,  pour  obtenir 


j--iogr(«  +  6)r(aM-,-^)=y_   ..../.2(-^Mr4l^ 


ou,  pour  X  =  2/?^, 


J-,-logr(a  + 


Iz 


=/ 


COS '2  6/17X62""^ 


log(i  —  2e'^*cos2  6Tc  +  e*"~). 


Pour  az=^  Tzx  on  obtient  la  formule  (II). 

Si  dans  cette  formule  on  suppose  -j  <i  b  <C  -j  on  a 


3 
4  4 

log(i  —  ^e^"^-^  cosib-K  +  e'''^-»")  >  o, 


donc,  dans  ce  cas,  en  dévelop[)ant  suivant  les  puissances  négati\es 
de  «,  on  trouve  une  série  qui  jouit  des  mêmes  propriétés  que  la 
série  de  Stirling,  quant  à  son  terme  complémentaire. 
De  même,  si  l'on  suppose 


o<b< 


7;  <6<i, 


on  aurait 


fi  6 

Iog(i  —  ae^Ti-ï  cosaÔTT  -t-  giit-r  ^  <^  q 


et  la  même  conséquence.  Mais,  si  l'on  veut  éviter  ces  distinctions 
et  laissera  b  une  valeur  quelconque  comprise  entre  o  et  i ,  il  faudra 
remplacer  la  formule  (II)  soit  par  celle-ci 


i,       r(a-h-b)T(a-^i  —  b)  i      r"     a  dx    ,       f 

-log — ^^ ^= /      I02 

2     ^       r(a)r(a-T-i)  27rJ_^a2-ha72      ^L 


47t.l1 
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OÙ  le  logarithme  du  second  membre  est  toujours  positif  (c'est  la 
formule  (4'^>))  P-  44o  de  mou  Mémoire  dans  le  Journal  de 
Jordan),  soit  par 


I,      Y{a-\-b)V(a  +  \  —  b) 
-log 


_       I      r°    adx  r  (  1  -I-  e-"--^^ )^  1 


11  y  a  lieu  de  mettre  à  côté  de  cette  formule  (II)  la  suivante 
(c'est  la  formule  (46)  de  mon  Mémoire,  p.  44^) 

(III)      ilo,      ^^^^') 


r(a-4-i—  6) 

/,         r\,                i     r°     xdx                    r      e-^-^sinfaôr)     "1 
=     o loga-t--    / -arctang    -— — — — r — -\ 

{otb^i). 

On  peut  lobtenir  en  suivant  à  peu  près  la  marche  indiquée  plus 
haut  pour  obtenir  la  formule  (II). 

J'espère,  Monsieur,  que  vous  reviendrez  un  jour  sur  vos 
recherches  sur  la  transformation  des  intégrales  elliptiques  de 
seconde  espèce.  Je  crois  que  Legendre  est  le  seul  auteur  qui  s'en 
est  occupé  dans  le  premier  supplément  de  son  grand  Traité,  mais 
à  un  point  de  vue  bien  plus  restreint.  Je  sais  pourtant,  par  expé- 
rience, (ju'on  n'est  guère  disposé  souvent  à  revenir  sur  des 
reclierches  auxquelles  s'attache  un  souvenir  douloureux. 

Veuillez  bien,  cher  Monsieur,  être  toujours  assuré  de  mes 
scntiuients  très  sincèrement  dévoués. 


333.  —  STIELTJES  A  H  ERMITE. 

Toulouse.  le  l\  avril  1S92. 
CuEH    MOJNSIEUR, 

Je  reviens  un  moment  sur  la  formule 

(A)      l\o^V(a->rb)T{a-\-i  —  b) 

.         \      f       a  dx    ,      ,  ,  /       ,  , 

■27zJ       a--hx-      °^  '         V   -     - 
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Le  second  membre  peut  s'cîcrirc 

1      r       fJ-J'    -i     ,  „_  I 

J /      r  102(1  —  ae^^"*' cos2yTr -H  e^'ï^-^  ). 

Vous  voyez,  sous  celle  forme,  qu'on  peut  en  tirer  la  valeur  de 
la  conslanlc  C  à  laquelle  se  réduit  J  pour  a  =  o;  en  cfl'ct,  il  vient, 
pour  a  =  0, 

-logr(^')r(i  — 6)  =  G î-  -lop(2  — 2Cos2  67:)  =  G—  -logiisin^/r), 

2      °  2  7:    2  2 

d'où 

c  =  -  log27r. 

Mais  voici  une  autre  conséquence.  Je  rappelle  que  pour 

£  =  cos  --  H-  i  sin  -  >  El  =  cos i  sin  —  > 

ri  n  n  n 

on  a 

t"^l  =  (t  —  z)(t     —-J)(.t   _e5)._(;_£-2«-I)^ 

donc 

r                                ^             ir    ,                            377             ]         r     ,                            (>./2-l)77  1 

=   \t-—  2<C0S 1-  I  <^—  -itCOS hl      ...     t^—lt  COS r-I      . 

Cela  étant,  je  prends  dans  la  formule  (A) 

A  —  —  b  =  —  b  =  —,         •••  b  —  ^  "  ~  ' , 

2  /i  2  Ai  2  /i  2  a 

et  ajoutant  on  aura 

,         \     r'^     a  dx    .      , 

=  «J /      -^ -log(n- eî"^'»-). 

TT  J_  ^  a-  -h  a?^     °  ^  ' 

D'autre  part,  la  formule  (A)  donne  pour  6  =  -  et  remplaçant  a 


(2)  logrrt«+-     =.Ji /         .,    ,  ,      „  log   14-e-^^-^), 
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J,  étant  ce  que  devient  J  lorsqu'on  renij)lacc  a  par  na.  Il  est  clair 
que  les  intégrales  définies  qui  figurent  dans  les  formules  (i)  et  (2) 
sont  identiques,  en  sorte  qu'on  obtient  en  retranchant: 

■•(''-^)''(-è)---(-^) 


r  (na-^~ 


lo: 

=  «  J  —  Ji  = —  nn  logn  -i-  (/i  —  1)  logv/aTr. 

C'est  le  théorème  de  Gauss,  il  suffit  de  remplacer  a  par  a 

[)our  lavoir  sous  la  forme  usuelle 

A  otre  bien  aft'ectueusement  dévoué. 

334.  —  H  ERMITE  A   STJELTJES. 

Paris,  i3  avril  1S92. 
]Mo>'   CHER   Ami, 

l  11    mot  à  la    liàU'.    an    moment   de   m'en  aller  à  Flanville.  sur 
votre  relation,  <[ui  ma  \i\ement  intéressé, 

I  /•" 

i  —  -^\o^Y{a  +  b)V{a-^\~b)=   /      e''-^f{x)dx, 

•^  —  00 
où  J  est  l'intégrale  de  Raahe  et 

A^)  = —7, — ^ ^• 


Développant    _     .>  je  trouve  qu'en  faisant 


ç(a)  =  r-«log(«+l)-Ilog(^)-ilog(^^^^) 


I     e'^^/{x)dx=z'L(^{a-\-n)        («  =  0,1,2,...). 
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Écrivant  ensuite 

r'  xdv       \    r^    d.T        I    r''      d.r 


'6 
je  remplace  la  ])renîière  intégrale  par 

X  dx  r     T  dx 

'h 


Ç     X  dx  r    T 

J^     a-hx      J,^     a 
et  j'obtiens 

<p(a)=.   f''  l—^ ^ )dx-^-  f'^^^dx. 

Jo      \a-h  X        a  4-  I  —  X  j  J,^     a-hx 

Changeons  a?  en  i  —  x  dans  la  seconde  intégrale,  elle  devient 
/         — - — — —  dx 

on  bien,  si  l'on  suppose  6  «<  -  ? 

J^      a  +  1  -  a-  Ji^  a-v-i-  X 

et  de  là  résulte  cette  nouvelle  expression 

o{a)=   f  (-^ ■)  dx  4-  f  '~'^     dx 

Jo      \  «  +  a;        «  +  I  —  X I  Ji^  a  -r  i  —  X 

/x{\  —  ■).x)dx          r     '    '  — ^ 
h   /  — — -  dx. 
{a  -\-  x){a  -\-\  —  X  )      Jf           «4-1  —  X 


Cela  étant,  je  change  de  nouveau  x  en  i — x,  dans  la  seconde 
i 

r  ^^=^dx, 

I,  a  -h  X 


intégrale,  qui  de^ient  ainsi 


■  '-''  ™,      1 
'b 
de  sorte  qu'elle  peut  se  remplacer  par 

'i-  Jl^  «4-1  —  X  -1  Jf^  a  -\-  X  ,  /^  ( «  -r-  3'  )  (a  4-  I  — 


X) 


Nous  avons  donc,  en  définitive. 

._    f''        x{i  —  -ix)dx  r^~''  {\-x)-dx 

^  .(,      {a  -\-  x)(a  -^\  —  x)       Jf^  («  4-.r)(c/  4- I  —  .r)' 

ce  qui  me  donne  la  satisfaction  d'avoir  généralisé  un  des  beaux  et 
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importants  l'ésultats  de  votre  Mémoire  sur  le  développement  de 
logr(a),  que  je  viens  de  relire  et  d'étudier  avec  le  plus  grand 
fruit.  J'y  ferais  une  petite  modificalion,  pour  l'extension,  à  tout  le 
plan  moins  votre  couj)ure,  de  la  formule 


(0  logr(«)  =  J-r-  f    e"- 


e^{x  —  i)  -\-  X  -^  2 


dx. 


Après  avoir  établi  cette  formule,  comme  dans  mon  Cours,  je  me 
bornerai  à  dire  que  l'équation  en  (juestion  ayant  lieu  le  long  de  la 
partie  positive  de  l'axe  des  abscisses,  d'a])rès  la  proposition  de 
Iliemann,  s'étend  dans  toute  la  région  du  {dan  où  logr(rt)  et 
J(a)  ont  été  définis  comme  fonctions  uniformes. 

En  dernier  lieu  et  pour  la  fonction  de  Jacob  Bernoulli,  je  par- 
tirai de  l'égalité 

'"S  vW=T,  =j_  .  (      .^-,      -"  *'■■■)  -  > 

en  ajoutant  membre  à  membre  avec 

b\oga=  I       b  d.r, 

on  trouve 

'^Sr(a-^6)  -^^^^S^=—J      e^-^/ix)d.r, 

(cl>X 1^1                                                         7'- 
— b]-  ^oi{b)-ho,(b)- H  03(6) 


OU 


1 .  a .  J 


Excusez  mon  griftonnage  et  croyez-moi  toujours  votre  bien  aflec- 
lueusement  dévoué. 


335.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  26  avril  iS<j2. 
Mo:v  CHER  Ami, 

A  la  page  44 1  (  '  j  de  votre  Mémoire  sur  le  développement  de 
logr(rt),  vous  donnez,  en  vous  contentant  de  l'énoncer,  ce  ré- 
sultat qu'en  posant   c„  =  /     x''f{x)dx^   où  f{x)    est   supposée 


(')  Page  44»  du  Journal  de  Mathématiques,  t.  V,  4°  série. 
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24.) 


nosiiive. 


-  csl  croissant  avec  /i,  puis  vous  dites,  avec  l'inlentioix 

(le  nriiuniilici',  (|u'il  est  facile  de  le  démontrer.  N'ayant  pu  y  par- 
venir, je  viens,  en  faisant  appel  à  votre  charité,  vous  demander 
de  me  sortir  d'embarras. 

Permettez-moi,  en  même  lemps,  de  profiter  de  l'occasion  ])our 
vous  dire  comment  j'ai  donné,  dans  une  leçon,  les  valeurs  des  inté- 

erales    /      • et    /      cil.  i^eut-élre  pourrez-vous  en 

faire  un  sujet  d'exercice  pour  vos  élèves. 

.remj)loie,  comme  Briot  et  Bouquet,  le  contour  S  :=  ABCDEFA, 
A.BC  étant  un  demi-cercle  de  rayon  R,  DEF  un  autre  de  rayons, 
et  je  pose  z  =  te'^.  On  aura  ainsi  ^  =  R,  o  croissant  de  zéro  à  7:, 


dt 


pour  ABC,  puis  a  =  TT,  et  ^  décroissant  de  R  à  £  pour  CD.  Ensuite 
^  =  £,  o  décroissant  de  7:  à  zéro,  et,  pour  FA,  z  =  t. 

Cela  étant,  Tintégrale  (ABC)  est  nulle  pour  R  très  grand,  et 
supposant  a  —  i  <<  o  et  6  —  i  ■<  o,  (DEF)  est  nulle  pour  s  infini- 
ment petit  et  l'on  trouve 

(CD)  =  e'«'T/ e'/'"  /      

Jr^  fa-l fb-l 
[  -^ 

Soit  pour  un  moment 

en  écrivant  que  (S)=:o,  puisque  le  contour  ne  renferme  aucune 
discontinuité,  on  obtient  l'égalité 

—  e'i^«  A  -H  e'iï'^ B  -f-  J  =  o 


d(. 


t'>-^  dt 


dt 
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OU  bien 

—  (cosa--+-  i  siiia-)Â  -+-  (cos^tt  -t-  i  sinôr)  B  -h  J  =  0 

cl,  par  conséquent, 

A  sinrtTT  =  B  si  11  b-,         J  —  A  cosaTr  —  B  .sin^Ti. 

La  première  relation  jnonlre  «pie  Asinarrest  indépendant  de  a 
cl  il  suffit  de  supposer  a  =  -,  i)Our  avoir  A  =  -r-^ — >  d'où 

J  =  7:(col«-  —  cot^-). 

Une  remarque  encore  :  on  obtient,  en  changeant  l  en  -, 


t  smaTi 

ce  qui  a  lieu  j>our  toute  valeur  réelle  et  positive  de  g.  Faisons  une 
coupure  de  la  partie  négative  de  l'aYe  des  abscisses,  l'intégrale 
devient  une  fonction  uniforme  holomorphe  de^,  comme  le  second 
membre;  le  théorème  de  Riemann  prouve  donc  que  l'égalité,  dé- 
montrée seulement  pour  g  réel  et  positif,  a  lieu  dans  tout  le  plan, 
moins  la  coupure.  Soit  donc  ^' =  cos9  +  ^  sinQ  ;  on  respectera  la 
coupure,  si  Ton  suppose  0  renfermé  enti-e  — it  et  +7:,  et  l'on 
|)arvient,  sur-le-clianip,  aux  valeurs 


./,  I -i- 2^  cosO -f- /-  siii«7i  ^/         l-t-'2i 

0  *^  0 


cosO  +  l-  sin  a~ 


données  dans  les  exercices  de  Calcul  intégral  de  Legendre. 

Je  ne  me  suis  pas  fait  faute  d'apprendre  aussi  à  mes  auditeurs 
comment,  avec  la  même  coupure,  vous  avez  fait  une  fonction 
holomorphe  de  logr(a)  et  J(rt). 

En  Lorraine  ou  j'ai  passé  les  vacances  de  Pâques 

Et  vous  prie  de  me  croire  toujours  votre  bien  affectueusement 
dévoué. 
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336.  —  SriELTJES  A  II ERMITE. 

Toulouse,  27  avril  1893. 
Cher   Monsieuk, 

Mille  reiuci'cimonls  pour  voire  éléganle  dcdiiclion  de  la  valeur 


des  intégrales 


z'»   ia^\  r'^  (a-l_  fb 


dt 


et  des  intégrales  de  Legendre.  Je  ne  manquerai  pas  de  les  exposer 
à  mes  élèves.  Une  autre  fois  je  pourrai  vous  dire  quelques  ré- 
liexions  sur  la  formule 


/■ 


/"-'   dt  TZff'^ 


t  sinua 

I  -I 


dont  je  me  sers  pour  discuter  le  terme  complémentaire  de  certains 
dévclopjîements  en  série. 

J'arrive  maintenant  à  votre  question  sur  l'intégrale 

Cn^    f     X'>f{:X)dx  [J\X)>0]. 

On  a 

donc 

(a)  —<  —  <  —  <•..<  •  < 

C|)  C]  C2  Cii  —  i  C  ,1 

Soit  M  un  nombre  positif  fixe  quelconque,  il  reste  à  démontrer 
que    "^'  finit  par  surpasser  M,  ainsi 

c,j+i— Mc„=/     x"{x—U)f{x)dx 

doit  devenir  >>  o  à  partir  d'une  certaine  valeur  11  =  n' .   Pour  le 
démontrer  je  prends  un  second  nombre  fixe  M' plus  grand  cpie  M 
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et  j'écris 

c„+i  —  yicn=  I     /r'»(ar  — M)/(^)<r/a7 

+  /      a;"{x  —  M)f{x)dx—         x"(M  —  x)f{  x)  dx, 

A«,  B/,,  C,i  étant  des  (\ui\nihcs positii-es  : 

A„=   /      x''(x —  'Sl)f{x)dx, 

Bn=  X" (x  —M)/{x)  dx, 


'M 
.M 


C„  =   r    a7"(M  —  x)/{x)  dx. 

^0 


Or,  d'après  le  lliéorèmc  de  la  moyenne,  il  est  elair  que 

A«+i>:\rA,„      c„+i<:\ic„, 


donc 


A„+i  ^  .  A„ 

J. >t-    7T-J 


,    -         M' 

où  A  =  -;^  est  un  nombre  fixe  plus  grand  que  l'unité.  Il  s'ensuit 

(]ur  le  l'apport  '~  croît  au  delà  de  toute  limite;  ainsi,  pour /^  =  '*'? 
on  aura  certainement  A„  >>  C«  et,  par  conséquent, 

c„+i— Mc;j=  A„-^  B/j-i-G„>o.  c.  Q.  F.  D. 

La  démonstration  suppose  essentiellement  quey(.r)  ne  s'annule 
pas  identiquement  pour  toutes  les  valeurs  de  x  au-dessus  d'une 
certaine  limite.  S'il  en  était  ainsi,  on  aurait  toujours 

-,  C|  c»  Cj 

(^t)  —<  —  <  —  <..., 

Co  c,  Ci 

mais  le  rapport  -^^^,   au  lieu  de  croître  au  delà  de  toute  limite, 

tendrait  vers  une  limite  finie  et  qui  est  précisément  la  valeur  à 
partir  de  laquelle /(a?)  s'annule.  En  effet,  si  l'on  a 

f{x)  =  o        pour        a;^K 
[mais  pas  f{x)  =  o  pour  K  —  î  <  .r  <  K,  quelque  petite  que  soit 


LKTTRE    337.  249 

la  quanlité  £>»o],  ou  pourra  apj^liquer  la  démonslralion  précé- 
(Iculc  eu  |)ronauL  pour  M  et  M'  deux  nombres  <<  K.  Le  rapport 

-^^  peut  (loue  surpasser  tout  uouibrc   •<  K  sans  jamais  pouvoir 

surpasser  K  (d'après  le  théorème  de  la  moyenne)  ;  donc  dans  ce  cas 


11111 =  K. 

Cn 


On  a,  pour  exprimer  les  nombres  de  Bernoulli,  une  formule 

B«=  f    xnf{x)dx        [/(r)>o], 

donc 

B.        15,        lîv 

B;<iT;<E<-- 

mais  I]|  =  -j  B.)=:  TT->  B3=  -r-»  B,.  =  rr-»  donc  i^our  /i  =  3  déjà 
b         "        00  ^%  jo  ^  "^ 

n 

-TT-^  >>  I ,  il  en  est  de  même  pour  les  valeurs  plus  grandes,  donc 

ces  nombres  vont  en  augmentant  à  partir  de  /î  =  3.  M.  Stern  a 
démontré  cela  dans  le  Journal  de  Crelle  d'une  façon  qui  me 
semble  moins  simple,  et  je  crois  que  M.  Lipschitz  est  aussi  revenu 
sur  ce  même  sujet. 

J'espère  bien  qu'on  reviendra  au  bon  sens  et  que  tout  le  monde 
s'apercevra  que  la  liberté  illimitée  de  la  parole  telle  cpi'on  la  pra- 
tique est  un  contresens,  si,  du  moins,  on  veut  conserver  l'ordre  et 
la  justice. 

Veuillez  me  croire  toujours  votre  affectueusement  dévoué. 


337.  —  H  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  29  avril  1S92. 
Cher  Ami, 

Il  faut  vous  résigner  et  entendre  mes  compliments;  je  suis  tout 
particulièrement  émerveillé  de  l'introduction  de  M  et  M',  jamais 
je  n'aurais  eu  une  idée  si  originale  et  si  heureuse,  mais  pourquoi 
dire  cju'il  est  facile  d'établir  des  résultats  aussi  cachés  ?  Permettez- 
moi  de  vous  indiquer  ces  légères  modifications. 
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L'inlégrale  J  ^  /      {x  —  À)-  x'^"^  f{x)  dx^  qui  est  posilive  pour 

loute  valeur  de  À,  s'exprime  par  le  trinôme  c„^)  —  aC/^À -f- C/,_)  a-. 
On  a  donc  Cn+\  c,i_ ,  >•  c^^,  d'où 

Cu  Cn-\ 

Les  relations  A„^|^^1'A«,  C/,^,  -<  MC„,  que  vous  concluez  du 
lliéorème  de  la  moyenne,  théorème  que  j'ignore  absolument,  ré- 
•iultent  des  relations 

A„^,— M'A„=  f    x'>[x(x  —  'Sl)  —  yV  (X  —M)'\f{x)  dx 

=    /      x'^{x  —  'S\){x  —  W)fix)dx, 
puis 

MC„— G„+,=  /     x"[M(^}>l  —  x)  —  x{^\—x)]f{x)dx 


=  1     x''{M  —  xy-f{x)dx. 


Avec  la  prière  de  me  renseigner  sur  ce  théorème  de  la  moyenne 
alin  que  je  le  mette  à  profit,  et  en  vous  renouvelant  l'assurance  de 
jna  bien  sincère  airection. 


338.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  I"  mai  1892. 
Cher  Monsieur, 

Je  dois  reconnaître  que  j'ai  été  peu  clair,  voici  ma  pensée.  On  a 
d  après  le  théorème  de  la  moyenne 

/      p{x)q{x)dx=p{\)  f    (j{x)dx         (a<ï<è), 

en  supposant  que  qi^x)  ne  change  pas  de  signe  entre  a  et  b.  Cela 
étant,  il  \ient  pour 

a  =  .>!',  h-^,        p{^jc)  =  x,         (j{x)  =  x"{x  —  U)f{x), 
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où  ]M'<;  ç  <<  00,  donc 

A„.M>M'A,„ 
de  même  pour 

rt  =  o,         b  =  M,         p{x)  =  x,         q{.T)  —  x>>{M  —  x)f{x), 
G/i+i  =  çi  G/, , 
où  o  <  i(  <  M,  donc 

c„+,  <  M<  :,,. 

Mais  voici  une  modification  que  je  propose  à  ma  démonstralion  : 
Après  avoir  écrit 

je  remarque  que 

A„=   /     x"{x  —U)f{x)dx-:>VU'",         V  =  f    (x  —M)/(x)dx, 
Cn=         x"{M —x)/(x)dx<::C)M",  Q=/     {^^  —  cr) /(x)  dx, 

donc 

A„— C„>PM''  — QM"; 

si  donc  on  prend  7i  assez  grand  pour  qu'on  ail 
PM'«>  QM'i         c'esl-à-dirc         «>- 


on  aura  aussi  A/,  >»  C„  puis 

^i^^  >  M. 

Le  temps  ici  est  à  la  pluie,  s'il  en  est  de  même  à  Paris,  cela 
pourrait  arranger  bien  des  choses  pour  aujourd'hui. 

Votre  affectueusement  dévoué. 

P. -S.  —  Veuillez  bien  excuser  ces  quelques  mots,  j'aurais  bien 
voulu  vous  parler  d'autres  choses  encore,  mais  je  suis  fatigué  et 
souffre  plus  que  d'ordinaire  de  ma  bronchite  chronique.  Cela  me 
vient  fort  mal  à  propos,  car  j'ai  sur  le  chantier  certaines  choses 
que  je  voudrais  rapidement  mener  à  bonne  fin. 
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339    _  IIERMITE  A  STIELTJES. 

10  mai  1892. 


Mon   ciieu   A 


"MI, 


En  allcndant,  mon  cher  ami,  de  recevoir  de  vos  nouvelles  et  en 
vous  envoyant .  avec  tous  mes  vomix  pour  un  piompt  réta])Iissemenl, 
lassurance  de  mon  aU'ecliiin  la  plus  sinf-ère  cl  la  plus  dé\ouée. 

340.  —  HERMITE  A   STIELTJES  ('). 
Mo>    CHER   Ami, 

Je  me  reproche  vivement  d  avoir  pu  vous  laisser  supposer  ua 
seul  moment  (jue  je  mettais  en  don  le  votre  intérêt,  qui  m'est 
depui-;  si  longtemps  acquis  et  que  je  n'ai  cessé  d'éprouver,  pour 
mon  algèbre,  mais  il  faut  avouer  que  mon  activité  pour  le  travail 
est  bien  médiocre  et  que  je  suis  atteint  d'une  maladie  que  j'appel- 
lerai la  pigiitic .  Je  n'ai  que  des  velléités  de  recherches,  pour  des 
questions  faciles,  et  qui  m'attachent  si  peu  qu'elles  changent  con- 
tinuellement d'objet.  En  ce  moment,  c'est  la  formule  d'Euler 

/(.r+A)-/(^)=l/.[/'(^-+-/0-/'(:r)]-^[/"(^-A)-/"(:r)]..., 

avec  le  reste,  qui  m'attire.  Si  je  rencontre  quelque  chose  et  quand 
vous  ii-ez  tout  à  Aiit  bien,  j'aurai  recours  à  vos  lumières  qui  m'ont 
été  toujours  si  utiles. 

341.  —  IIERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  7  juin   1892. 

Mox  criKR  Ami, 

Je  \  iens  recourir  à  votre  obligeance  et  vous  prier  de  m'envojer^ 
si  NOUS  l'avez  conservée,  une  lettre  remontant,  je  crois,  à  près  de 
six  mois,  qui  concernait  les  fonctions  complètes  de  première  et 


(')  Note  des  éditeurs.  —  Lettre  de  date  incertaine  :  lundi  iG  mai,  on  le  23,  oa 
le  3o.  Il  semble  qu'il  y  ait  quelque  lettre  de  Sticiljcs  entre  le  10  mai  et  la  leltrc  3'iO. 
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seconde  espcee,  ainsi  que  le  mulliplicateur,  dans  la  ihéorie  de  la 
Iransfornialion.   Il  m'est  impossible  maintenant  de  me   rappeler 

comment  j'obtenais  l'égalité  M-=  — TpTTi^  "^^  ^^^^w  de  ce  qui  m'est 
venu  à  l'idée,  au  moment  où  je  vous  ai  écrit.  Je  sais  seulement  que 
je  comptais  en  faire  usa^e  j)our  \n\  article  destiné  aux  Annales, 
après  avoir  été  en  premier  lieu  à  Prague,  où  je  m'étais  engagé  à 
envoyer  une  Note.  C'est  afin  de  ne  point  manquer  à  ce  que  j'ai 
])romis  que  je  viens  vous  prier  de  me  sauver  des  conséquences  de 
ma  négligence,  qui  me  fait  complètemeut  perdre  de  vue  et  oublier 
un  petit  résultat  de  calcul,  obtenu  non  sans  peine,  en  regrettant 
i'Msuite  avec  amertume  de  n'y  avoir  plus  pensé. 

A.vec  tous  mes  vo'ux,  mon  cher  ami,  pour  votre  sanlé  et  l'assu- 
rance de  mon  attachement  le  plus  sincère  et  le  plus  dévoué. 


342.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  8  juin  1892. 
ClIEll    MoNSIEUU, 

Je  saisis  avec  empressement  l'occasion  de  vous  rendre  le  petit 
service  c[ue  vous  me  demandez.  Je  n'ai  aucun  mérite  à  cela  puisque 
nos  Annales  en  vont  profiter.  Seulement,  comme  je  liens  beau- 
coup à  garder  vos  lettres,  j'espère  que  vous  voudrez  bien  vous 
contenter,  au  lieu  des  lettres  mêmes,  des  extraits  ci-joints,  dont  je 
garantis  rexactitudc. 

J'avais  espéré  et  cru  que  votre  récent  accident  n'avait  laissé 
iuicune  trace  et  je  vois  avec  douleur  qu'il  n'en  est  point  ainsi. 

Quant  à  moi,  n'ayez  aucune  inquiétude,  je  reprends  peu  à  peu 
mes  forces,  à  ce  point  de  sentir  des  velléités  de  reprendre  active- 
ment le  travail,  mais  je  dois  me  ménager  encore  un  peu,  et  la 
préparation  de  mon  Cours,  trois  leçons  par  semaine,  c'est  tout  ce 
que  je  peux  faire  pour  le  moment. 

V  otre  expression 

^  =  V    ~ir—z — '^' 

m'a  intéressé  beaucoup,  et  j'aurais  voulu  l'étudier  de  ])lus  près.  11 
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serait  surtout  intéressant  d'obtenir  cette  expression  par  une  ana- 
lyse directe,  mais  cela  est  probablement  assez  difficile  et  caché. 
J'aurais  voulu  aussi  essayer  si  une  analyse  semblable  s'applique  à 
ré(piation  différentielle  à  laquelle  satisfait  la  série  hjpergéomé- 
tri(pic  5'(a,  ^,  a 4-^,  a')  et  dont  la  seconde  intégrale  devient  aussi 
infinie  comme  log^  pour  x  =  o.  Mais  ce  sont  des  projets  vagues 
seulement  et  je  ne  me  sens  pas  assez  dispos  pour  entreprendre  ce 
travail  pour  le  moment. 

\  otre  bien  sincèrement  dévoué. 


343.  —  riERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  :2  juin  189a. 
Mo>'    CHER    Ami, 

Après  avoir  passé  une  semaine  dans  ma  famille  à  Nancv  el  à 
i'ianville,  (foù  j'aurais  (h\  vous  écrire,  j'ai  trouvé  à  mon  retour 
des  affaires  sérieuses  dont  je  sens  tout  le  fardeau  et  qui  ne  me 
permettent  guère  de  penser  à  l'Analyse.  C'est  à  vous,  à  votre  situa- 
lion  de  santé  c[ue  je  pense,  aux  suites  du  grand  et  pénible  voyage 
dont  NOUS  avez  eu  à  supporter  les  fatigues  pour  revenir  à  Toulouse, 
el  je  saisis  l'occasion  d'une  distinction  académique  dont  j'ai  à  vous 
faire  jiarl  ])our  vous  demander  de  vos  nouvelles. 

J'en  ai  été  extrêmement  content,  mais  sans  avoir  aucunement 
mérité  la  satisfaction  cpie  j'ai  éprouvée,  et  sans  avoir  l'ombre  d'un 
droit  à  des  remerciments  de  votre  part.  Ils  doivent  s'adresser  à 
d  auli'cs,  à  ceux  cpii,  d  un  mouvement  unanime  et  sans  aucune 
délibération,  vous  ont,  à  l'unanimité,  décerné  pour  l'ensemble  de 
\f)s  travaux  mathématiques  le  prix  Petit-Dormoy,  en  mettant 
voire  nom  à  la  suite  des  noms  honorés  d'Halphen,  d'Appell  et  de 
(ioursat.  Je  désirerais  bien  vivement  que  vous  ressentiez  un  peu 
de  plaisir  à  vous  trouver  dans  leur  compagnie,  et,  si  j'ose  le  dire, 
(|uc  M""'  Siieltjes  éprouve  un  légitime  orgueil,  que  vous  repous- 
serez toujours  loin  de  vous. 

En  attenilanl  de  savoir  si  vous  continuez  vos  découvertes,  qui 
mintéressent  tant,  dans  la  théorie  des  fractions  continues,  je  vous 
confierai  qu'à  cause  des  préoccupations,  et  aussi  de  la  paresse,  je 
ne  fais  rien  qui  vaille.  Je  suffis  tout  juste  au  travail  d'écolier  que 
mes  leçons  m'imposent;  ainsi,  je  me  suis  proposé,  ce  qui  n'est  pas 
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monter  liant,  de  démontrer  (jne  f>{x)  =  i  —  2^cos-jt-  +.  .  .  esl 

eroissant  avec  ic  de  a;  =  o  à  x  =  K  en  supposant,  bien  entendu, 
R  et  K'  réels.  P2n  pensant  que  peut-être  vos  élèves  y  trouveront 
leur  profit,  voiei  mon  petit  raisonnement.  On  a 


le  ju^emier  membre  s'annule  pour  x  ==  o  et  ^  =  K,  sa  dérivée 
',-  —  A"2  sn-:r  a  donc  une  racine  dans  l'intervalle,  nuiis  une  seule  et 
iiiiicpie,  sn-:r  allant  toujours  en  croissant  avec  a^.  La  quantité 
^-p /  A-  sn-  X  dx,  qui  [)art  de  zéro  ])Our  aboutir  à  zéro  en  pas- 
sant par  un  seul  maximum,  est  donc  toujours  de  même  signe  de 
X  ^  o  hx  =  R.  On  en  conclut  que  ■  et,  par  conséquent,  (d'(x) 

ayant  toujours  le  même  signe,  ©(j?)  varie  dans  le  même  sens  et, 
par  suite,  croit,  puisque  0(ls.)  est  plus  grand  que  0(o). 

Je   remarcfue    encore    que,    légalité    snx  = —-: —- —  donnant 

WÇx)  =  \^//xS(x)  snx,  on  voit  que  H(^)  varie  aussi  en  croissant 
entre  les  mêmes  limites. 

Dans  l'espérance,  mon  clier  ami,  d'avoir  bientôt  des  nouvelles 
de  votre  santé,  et  de  les  avoir  bonnes,  je  vous  renouvelle,  avec 
mes  vives  fébcitations,  l'expression  de  mon  afTection  la  plus  sincère 
et  la  plus  dévouée. 

344.  _  H  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  i4  juin  1892. 
Mon  cher   Ami, 

Puisse-t-il  réussir  à  vous  rendre  toutes  vos  forces  en  secondant  la 
disposition  favorable  dans  laquelle  vous  vous  trouvez  maintenant! 

Combien  je  voudrais  coopérer  à  la  préparation  de  voire  cours 
et  diminuer  votre  besogne  en  mettant  à  votre  disposition  ce  que 
jr:  fais  dans  le  même  but;  l'entente  me  serait,  je  crois,  moins 
difficile  avec  vous  qu'avec  tout  autre  en  raison  de  notre  similitude 
analytique. 
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A  tout  hasard,  soit  pour  maintenanl  ou  plus  tard,  voici  (pielque 
chose  de  mes  dernières  leçons,  dont  je  serais  très  satisfait  cl  très 
fier  que  vous  puissiez  tirer  un  peu  jiarti.  M.  RalTy,  mon  maîlre  de 
Conférences,  m'ayant  en<;agé  à  donner  lèquation  diflcrentielle  dn 
second  ordre  pour  K  et  K',  jai  procédé  de  la  manière  sui^anle, 
pour  éviter  l'ennui  de  la  dillércntiation  par  rapport  au  module. 

Avant  d'abord  obtenu  la  série 

K  =  -  (i-f-aiA-2-i-  a, A-'* -4-.  .  .4-  a„A--'"-i-, .  .), 

2 

^"  "^"^  \     ■2.4.6...'2«     ;  '  ^^  1'°^*^  ^^^)  ~  Sa„^'«,  puis 

.r(i  —  x)F' (x)  =  diX  -{-(2'X2  —  y.i)x-~-.  ,  .-i-[nx,i  —  (n  — i)o!„_,]^'"-t-. .  ., 

et  je  remarc]ue  que  l'on  a 


/  n-Xa  \  rn(2n  —  \f- 

\^ii-i  /  L       -J" 


4/i 


On   peut  donc  écrire  4^{^  —  a:)F'{x)=  j     ¥{x)dx,  d'où  la 
relation 

elle  subsiste  si  l'on  change  x  en  \  — ■  x^  d'où  Tintégrale 

j  =  GF(.r)-^C'F(i  — .r). 

Le  retour  à  la  varialjle  k'-  =  x  est  immédiat  et  donne  la  relation 
cherchée 

TIF—^^^-^' 

mais  elle  n'est  ainsi  obtenue  qu'en  supposant  .2?  <^  i ,  condition 
de  rigueur.  J'en  tire  l'occasion  de  parler  de  coupures  et  de  définir 

, —  '  r    comme    une    fonction    uniforme 

de  X  dans  tout  le  plan,  moins  la  partie  positive  de  Taxe  des 
abscisses,  à  partir  de  x  =  i.  11  s'ensuit  que  F(i — x)  aura,  de 
même,  pour  coupure  la  partie  négative  du  même  axe,  depuis  l'ori- 
gine. J'ajoute  que  les  deux  premières  dérivées  de  l'intégrale  se 
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Irouveronl  définies  de  la  inèuie  manière;  cela  élaiit,  l'égalilé 

iD,r{T(i—x)F'(a;)\  =  F{T) 

ayant  lieu,  le  long  d'un  segnienl  de  l'axe  ries  ,r,  de  grandeur  finie, 
le  théorème  de  Riemann  montre  (|u\'llc  s'élend  à  tout  le  plan,  avec 
les  deux  coupures. 

Demain  je  veux  donner  les  expressions  en  produit  de  ^(x), 
H(.r),  et  je  partirai  pour  cela  de  la  formule  dont  j'ai  précédemment 
tiré  les  dévelo|)pemeuts  en  séries  simples  de  sn.r,   cnx,   dnx  et 

e'ix)    . 

— — -  ,  a  savoir 

8  (  .7-  ) 

«/TT.f 

2K  U'(n)&(x-^o}) 


=i:-v^ 


■K  II  (  (0  )  0  (  »•  )  .  .. 

sin  — —  (to  -i-  i.ni  K  ) 


J'en  tire  d  abord  ce  nouveau  résultat  :  soit 

2K   U'(o)  H(,r  -+-  10) 


F(oc)  = 


Tt         H(w)H(.rj      ' 


cette  quantité,  (pii  a  pour  période  :i  K,  devient  infinie  pour  x  =  o, 
et  n'est  pas  dé\eloppable  par  la  fV)rmule  de  Fourier;  mais  la  difïe- 

rence  F(.r)  —  cot^-p-  qui  a  aussi  la  période  2K,  a  pour  :r  =:  o  la 

KO'/     \  n/U.r 

valeur  tune r-, — -•  <  )ii  peut  donc  iioser  r(.r)  —  cot-rr  =S/\.„e    '^    , 

et  ce  développement  aura  lieu  dans  Tinlervalle  des  deux  parallèles 
aux  dislances  2K'  de  l'origine.  11  est  donc  pennis  de  changera;  en 
X  ->r  ïK'  et,  comme  on  a 


K/  tut'  /;/  TX 

y  e  '*    —  I 
puis  aussi 


F{x^ili'}  = 


2lv  H'(o)  0(.r  +  ui)        ^^ 


TT  H(w)9(a;-) 

et,  par  conséquent, 


F(^-4-VK'j  =  e~  2K   V 


sin  —rri  w  -H  2niK'  ) 
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on  oblient.  en  égalant  les  coeflicienls  de  e    '*    ,  ces  relations  où  je 
suppose  n  positif 


A„7"        =  iiq" 


JIÏO) 

"  TiT 


si  11  — —  (  co  -4-  2  ni  K'  ) 
■3.  K 


I  ■KM 


2K 


\-„q-"  = 


'2K 


«in  — TT  I  to  —  2  /J  t  K'  I 
;  K 


Elles  donnent,  si  I  on  désigne  par  c.  +  • ,  o  ou  —  i ,  suivant  qu'on 
a  n  >>  o,  Il  =  o,  /«  <  o. 

A„  =  rot  -^  (  (•)  —  2/h'K'  )  -4-  ti. 
■>  l\ 

n  i  Tî  .»• 

et,    cela   étant,    réiialité    F(^')  —  cot-^=SA.,  e    "      conduit,    en 
faisant  :r  =  o,  à  la  formule  qui  va  me  servir 


aK  H'rto^ 


/_,    cot  -^  i  10  -I-  2  ni )  -T-  £  {    , 


-     I  !  (  10  ) 
intégrant  entre  les  limites  quelconques  to  et  x,  j'en  tire  d  abord 


lo- 


1 1 1  f  o  ) 


y 


-in  — r^(  ./•  -;-  2/(/K'  ) 

■>  l\  ï  «  —  (  .r  —  (o 


<'in  —-^  (co  -4-  i/iili') 

2K 


2K 


d'où,  après  avoir  changé  x  en  x  -'r  (.). 


II (.r  -1-  (0  ) 

H(a)) 


n 


bin — p  (  J" -+- w  ^  2nj  K')    s/tc^ 

^^_ .i^^ 

sin  -^  (^10  -f-  2  7«f  K'  ) 

2K 


L'exponentielle  disparaît  dans  les  produits  des  facteurs  où  n  a 
des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires;  on  trouve,  par  suite,  au 
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moyeu  de  l'éj^alilé  •>.  siiir/  sin/>  =:  ('os(^f  —  b)  —  co.s(«  +  6), 

r~        ■>.  rnit'K' 


H  (  a?  -t-  ».)  )  _ 
el  eomine  on  a 

011  ol)tieul 

H(.r  +  (o) 
~Il(to) 


sin  — rr(a'  -i-  co) 


n 


K 


—  COS  ]T  (  ^  -t-  ''J  j 


2  «  TI  f  K' 


K 


xniziVJ         i-^-q'*' 


sin  —tt{x  -)-  (o) 


2K 


n 


'}.q'^ 


I  ^  2<7-"  COS  —  (a;  +  oj)  +  ^'"' 


I  —   KJ-"  COS 


^V" 


Etc.,  ele. 

Je  ne  puis  assez  vous  remercier  de  la  peine  que  vous  avez  prise 
|)()ur  me  tirer  d'eml)arras  et  me  sortir  d'anxiété  en  me  faisant 
retrouver  ce  que  j'a\ais  perdu  et  oublié;  j'aurais  presque  envie  de 
NOUS  citer  l'Evanj^ile  de  Saint  Luc,  Chapitre  XV,  versets  5  et<i; 
les  Aniialfs  en  profiteront. 

En  attendant,  croyez-moi  toujours,  mon  cher  ami,  votre  bleu 
aHectiieusement  dévoué. 

P. -S.  —  J'ai  obtenu  que  Weierstrass  soit  sur  la  liste  des  candidats 
[)Our  la  place  d'Associé  étranger;  j'ai  fait  le  rapport  sur  ses  travaux. 


345. 


HERMITE  A   STIELTJES. 


Paris,  i5  juillet  1892 


Mon 


l^ermettez-moi  de  vous  réclamer  d'avance  de  vouloir  bien,  vous 
et  tous  les  vôtres,  si  vous  venez  à  I^aris  avec  M'"^  Stieltjes,  venir 
dîuer  à  la  maison,  \o  premier  mardi  que  vous  passerez  auprès  de 
nous.  Je  ne  puis  ^ous  dire  au  juste  quand  je  serai  revenu  de 
Loi-raine,  où  je  vais  passer  les  vacances,  sans  aller  à  Barèges,  dont 
je  ne  me  suis  pas  bien  trouvé  l'année  dernière.  Vous  savez  que  le 
monde  scientifique  allonge  tant  (|u'il  peut  ce  temps  Ijieidieureux 
des  vacances,  et  c'est  à  peine  si  l'on  commence  à  rentrer  au 
commencement  d'octobre.  L'Académie  est  déjà  délaissée,  je  ne  vois 
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[iliis  M.  I)i()\\n-Sc'CjuarLl,  el  il  sérail  mainlcnanl  impossible  de  pro- 
céder à  léleetiou  d'Appell,  en  reinplaceineiil  de  M.  Ronnel,  le 
nombre  des  votants  étant  bien  au-dessous  de  la  limite  réglementaire. 

Tenez  compte,  si  vous  désirez  voir  \os  amis  malliématiques  el 
astronomiques,  M.  Darboux,  M.  Tisserand,  etc.,  de  ce  besoin  de 
ne  rentrer  que.  le  plus  tard  possible;  pour  moi,  je  vous  écrii'ai,  de 
Flan\ille,  ce  que  je  fais,  ce  que  je  deviens  et  à  quoi  je  travaille,  si 
je  relrouxe  un  peu  de  courage  pour  me  mettre  à  l'ouvrage. 

En  ce  moment,  je  termine  la  rédaction,  (pii  a  traîné  longtemps, 
dune  Note  ellipli(pie  jiour  une  nouvelle  édition  du  Cours  de  la 
l'acuité  de  Scrret,  (pii  ma  été  demandée  |)ar  M'""  Serrct  ;  j'ai  enfin 
cn\ové  à  Prague  un  article  destiné,  en  fait,  aux  Annales  de  Tou- 
louse, grâce  à  x  otre  bonne  obligeance  cpii  m'a  permis  de  retrouver 
uies  idées  perdues. 

Kn  allrii(liiiit  il  en  axoii"  voire  o|)inion  et,  s'il  y  a  lieu,  vos  obser- 
vations, je  NOUS  renou\elle,  avec  tous  mes  vœux  pour  votre  retour 
à  une  bonne  sauté  et  à  votre  travail,  l'assurance  de  mon  affection 
la  plus  dévouée. 

346.  —  IIEJÎ.MITE  A   STIELTJES. 

Ftanville  par  Xoisseville  (Lorraine),   l'i  septembre  1S92. 

Moin    chei;   Ami. 

J'avais  espéré  a])prendre  comment  \ous  passez  le  temps  des 
\acances  el  savoir  par  une  lettre  d'Arcaclion  que  vous  avez  réalisé 
votre  projet  de  vous  leposer  au  bord  de  la  mer  des  fatigues  de 
Tannée,  en  attendant  de  me  donner  1  Occasion  de  vous  \oir  à  Paris 
au  commencement  d'octobre.  Mais  rien  ne  m'arrive,  et,  pour  avoir 
de  vos  nouvelles,  je  viens  me  rappeler  à  \otre  souvenir  et  vous 
entretenir  de  moi.  C  est  cependant  peu  de  choses  à  vous  dire,  car 
je  ne  fais  rien,  absolument  rien,  sous  le  ciel  de  la  Lorraine,  que 
de  lire  et  de  paresser.  Je  me  tronve  au  milieu  des  souvenirs  de  la 
guerre  de  18-0,  que  rappellent  sans  cesse,  dans  mes  promenades, 
les  multitudes  de  tombes  où  les  Aaincpieurs  et  les  vaincus  dorment 
leur  dernier  sommeil.  * 
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Mon  travail,  à  peu  près  nul,  ne  me  dislrail  pas,  je  n'ai  fail  cpic 
corriger  les  épreuxes  d'un  article  en\oyc  à  Prague,  et  tenter 
quelque  chose,  toujours  dans  le  donuiinc  elliptique.  Mais  j'ai 
encore  relu  votre  Mémoire  sur  le  développement  de  logr(a); 
\ous  savez  le  grand  intérêt  que  j'y  attache  et  je  ne  manquerai  pas 
de  faire  ressortir  les  beaux  et  importants  résultats  que  vous  avez 
obtenus,  dans  le  rapj)ort  sur  \os  titres,  que  j'aurai  à  faille,  à  l'occa- 
sion de  la  présentation  des  candidats  à  la  place  de  M.  Ossian  Bonnet 
dans  la  Section  de  Géométrie.  Juscpi'ici,  m'étant  surtout  préoccupé 
(le  la  l'onction  r(rt),  je  u'a\ais  pas  suffisamuicut  étudié  le  j)ara- 
graphe  10  de  ce  Mémoire,  d'une  portée  plus  générale  et  qui  me 
semble  extrémeuient  beau.  La  formule  de  Binet,  que  vous  aviez 
en  vue  et  à  laquelle  \ous  parvenez  par  une  méthode  si  originale, 
ne  sera  certainement  pas  la  seule  conséquence  à  tirer  de  l'expres- 
sion 


,.      ,        I     /'"^"  a  fini)    , 


qui  appartient  à  la  théorie  des  fonctions,  dans  le  sens  analytique 
le  plus  étendu. 

Et  combien  d'autres  belles  choses  n'aurais-je  pas  à  faire  valoir, 
sur  tant  de  questions  que  vous  avez  traitées,  dont  plusieurs, 
comme  celle  sur  la  variation  de  la  densité  à  l'intérieur  de  la  Terre, 
sont  en  dehors  de  ma  compétence!  Je  ne  me  rappelle  jjas  en  ce 
moment  si  vous  avez  publié  des  articles  dans  les  Annales  de 
l'Ecole  Normale  supérieure  ;  je  pense  devoir  surtout  recourir 
au  Journal  de  Malhématiques  de  M.  Jordan,  au  Bulletin  de 
M.  Darboux,  et  aux  Comptes  rendus.  En  vous  priant  de  m'indi- 
(pier  ceux  de  \os  Mémoires  sur  lesquels  vous  pouvez  désirer  que 
j'insiste  davantage  dans  le  rapport  qui  sera  lu  à  l'Académie,  et 
dans  l'espoir  que  je  recevrai  bientôt  de  bonnes  nouvelles  de  vous, 
comme  je  les  désire,  je  vous  envoie,  mon  cher  ami,  tous  mes  vœux 
pour  votre  santé,  avec  l'assurance  de  mon  plus  sincère  et  affec- 
tueux dévouement. 
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347.  —  STIELTJES  A  HERMITE . 

Arcachon,   i3,  avenue  Sainl-llonoré.   19  septembre  1892. 
GhICU     MOASIEUU, 

Vous  avez  bien  raison  de  me  reproclier  mon  lonj;  silence  el  je 
vais  essayer  de  réagir  contre  respcce  de  torpeur  (jui  m'a  envalii. 
Pendant  les  examens  du  baccalauréat,  j'ai  été  appelé  en  Hollande 
par  des  nouvelles  très  inquiétantes  sur  la  santé  demalnère.  Hélas! 
je  suis  arrivé  quelques  heures  trop  lard.  Celte  grande  perte  était 
bien  imprévue;  l'année  dernière  je  l'avais  trouvée  en  assez  mau- 
vais étal  de  santé,  mais  cet  hiver  et  plus  tard  nous  avions  toujours 
reçu  de  bonnes  nouvelles  de  sa  santé.  Même  à  peine  quelques 
semaines  avant  sa  mort,  elle  avait  fait  un  petit  voyage  àMaestricht 
et  à  Liège  pour  revoir  d'anciens  amis,  el  j'avais  compté  lui  faire 
plaisir  en  lui  apprenant  la  décision  de  l'Académie  pour  le  prix 
Lecomle.  Mais  c'était  trop  tard,  le  jour  même  où  j'ai  écrit  elle 
était  fra])pée  par  une  attaque  qui  l'a  laissée  sans  connaissance. 

.l'ai  j)erda  mon  père  bien  avant,  en  iS-yB;  celle  date  est,  pour 
moi,  la  lui  d'une  jeunesse  heureuse;  la  période  qui  l'a  suivie  a  été 
bien  plus  tourmentée  et  pas  sans  difficultés. 

J'ai  été  très  touché  en  apprenant  que  vous  relisez  mes  Mémoires 
et  que  vous  croyez  que  j'ai,  à  un  degré  quelconque,  des  titres  à  être 
signalé  dans  une  candidature  à  l'Académie.  Mais  vraiment,  mon- 
sieur, je  crains  que  votre  partialité  envers  moi  ne  vous  entraîne 
trop;  cependant  j'y  vois  une  nouvelle  marque  de  \olre  amitié.  Je 
vous  dirai  donc,  sur  votre  demande,  que  j'attache  quelque  jjrix  à 
une  Note  publiée  dans  X^-^  Acta  (t.  \  1,  je  crois)  sur  les  polynômes 
qui  satisfont  à  une  équation  linéaire 

A(x),  B(^)  étant  des  polynômes  donnés  des  degrés  p  el  p  —  i 
respectivement,  C(j7)  étant  un  polynôme  convenablement  choisi. 

C'est  M.  Heine  qui  les  a  introduits  et,  plus  particulièrement,  les 
polynômes  de  Lamé. 

Si  je  ne  me  trompe  pas,  la  remarque  que  j'ai  faite  a  échappé  à 
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M.  Kronecker.  Vous  pouvez  lire,  en  cdel,  dans  le  Tome  I  dn 
Traité  de  M.  Heine  sur  les  fonetioiis  S[)liériques  (2*-'  édition)  que 
M.  Kronecker  a  ajouté  une  Note  à  la  Communication  de  M.  Heine 
lorsque  celui-ci  a  présenté  son  travail  à  l'yVcadémie  de  Berlin. 
Dans  cette  Note,  M.  Kronecker  cherche  aussi  à  déterminer  direc- 
tement les  racines  j",,  Xo,  .  .  . ,  x„  dey  =  o  en  posant 

y  =  G(a7  —  xi){x  —  Xi). .  .{x  —  Xi,). 
11  l'cniarque  qu'on  ohtient  le  système  d'équations  algébriques 

(i)  A(a";t)j'ij+2  B(j-/,)7ij.=  o         (A- =  1  ,'2,  3,  ..-.,  n), 

et  ajoute  qu'on  peut  tirer  de  là  (|uelques-uns  des  résultats  de 
M.  Heine. 

Ce  que  j'ai  fait  c'est  simplement  ajouter  cette  observation  qu'en 

posant 

B(a;)  ai  a,, 


A(a;)        X  —  pi     '  ■  ■  '   '    a^  _ 

■P/ 

le  système  (i)  peut  s'écrire 

/,«^                   =^1            ,             ,             ^/'            ,              I             , 

I 

-1 =  0, 

Xk  —  Xn 

1                                 I 

•2?/.  — 3^X-1          a^A- — ^'A-n 

puisque  ])Our  x  =  Xk 
y'             i                  \                              I 

1 

t 

y        X  — ■  XI;       X  —  Xi                 X  —  xic-i        X 

—  ^'A  +  i                          X  - 

-^« 

devient  égal  à 


Or  le  système  (i*^)  admet  une  simple  interprétation  mécanique 
(position  d'équilibre  d'un  certain  système  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  condition  de  maximum  d'un  certain  potentiel),  d'où  l'on 
peut  conclure  immédiatement  l'existence  et  les  propriétés  des 
solutions.  Le  théorème  obtenu  ainsi  est  une  généralisation  d'un 
autre  que  M.  Klein  avait  obtenu  auparavant  par  une  méthode  toute 
difierente  et  qui  ne  s'applique  pas  à  ma  généralisation. 

Je  ne  me  rappelle  pas  en  ce  moment  si  la  Note  de  M.  Kronecker 
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a  élé  imprimée  dans  les  Monalsherichle  à  la  suite  du  travail  de 
M.  Ileino.  je  crois  que  oui  ;  mais,  en  tout  cas,  .M.  Heine  l'a  rappelée 
dans  son  Jraité. 

J'ai  vu  ces  jours-ci,  dans  un  Cours  autographié  de  M.  Klein, 
dont  je  dois  la  connaissance  à  un  de  mes  anciens  élèves,  M.  Bourget, 
(pu  a  été  à  Gutlingue  pendant  5  mois,  que  celui-ci  a  reproduit  mon 
anaivsc  dans  son  Cours. 

Je  n  ai  guère  travadlé  ici.  c  est  sculcuient  depuis  (|uel(jiies  jours 
que  j'ai  réfléchi  de  nouveau  sur  ma  fraction  couliuue,  a\cc  le  seul 
résultat  de  retrouver,  avec  \\\\  peu  de  peine  cl  ])as  tout  à  fait,  ce 
que  je  savais  déjà  et  ce  que  j'ai  déjà  rédigé  à  Toulouse.  En  quittant 
la  Hollande  je  suis  airi\é  directement  ici  sans  repasser  par  Tou- 
louse, en  sorte  que  je  n'ai  ni  mes  livres,  ni  mes  papiers. 

Nous  partirons  d  ici  le  3o  se])lendjre  pour  rentrer  à  Toulouse  el 
je  me  propose  de  faire  ensuite  le  vojage  à  Paris  dans  la  seconde 
moitié  du  mois  d'octobre.  J'espère  alors  vous  revoir  en  bonne  santé, 
c'est  là  ce  que  je  souhaite  le  plus. 

Veudicz  bien  me  ci'oire  votre  très  afl'ectueusement  dévoué. 

P. -S.  —  J'espère  que  vous  n'oublierez  pas  de  nous  donner 
votre  article  elliptique  de  Prague  pour  les  Annales. 


348.  —  Il  ERMITE  A  STIELTJES. 

I'"lan  ville  par  Noissevillc  (  Lorraiiic  ),  •).-  septembre  1892. 

Mo.\     CHER      VmI, 

J  ai  eu.  comme  vous,  le  malheur  de  perdre  ma  mère  sans  avoir 
pu  assister  à  ses  derniers  moments,  elle  nous  a  été  enlevée  après 
une  courte  maladie  qui  n'avait  pu  faire  ])résumer  une  issue  fatale, 
et  c'est  avec  le  souvenir  qui  me  reste  toujours  de  ce  grand  chagrin 
que  je  prends  la  part  la  j)lus  sincère  au  vôtre.  Le  nom  de  Monsieur 
votre  père  m'avait  été  connu  par  un  Article  publié  dans  la  Revue 
des  deux  Mondes,  où  était  exposée  la  grande  question  du  dessè- 
chement des  lacs  de  la  Hollande,  et  à  propos  du  Zuiderzée,  si  mes 
souvenirs   ne   sont  pas   infidèles.   Quel  dommage  que  tous  deux 
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n'aient  pu  vous  voir  parvenu  à  la  silualion  scientifique  élevée  que 
vos  travaux  vous  ont  acquise! 

Ne  m'attribuez  pas  un  rolc  Cjue  je  n'ai  eu  à  aucun  degré,  sauf 
par  un  consentement  donné  avec  grand  j)lai.sir,  dans  la  décision 
de  la  section  de  Géométrie,  qui  n'a  fait  (ju'mi  acte  de  justice  en 
vous  mettant  au  nombre  des  eandidals  qu'elle  présente  à  l'Aca- 
démie des  Sciences  pour  la  place  vacante  par  la  mort  de  M.  Ossian 
Bonnet. 

A  la  (lu  de  la  preiuière  semaine  d'cjclobic,  je  suis  revenu  à  Paris, 
pour  étudier  le  Mémoire  des  Acfa  sur  les  polynômes  de  Heine, 
que  je  vous  remercie  bien  de  m'avoir  signab',  et  tous  vos  auti'es 
travaux;  et  je  vous  attends,  mon  cber  ami,  airssilôt  votre  arrivée, 
en  vous  requérant  de  nous  donner  pour  dînei-  chez  M""^^  Hermite 
le  premier  mardi  que  vous  serez  à  Paris,  et  en  espérant  que  vous 
ne  serez  pas  seul.  J'espère  aussi  et  désire  bien  vivement  apprendre, 
en  vous  voyant,  qu'  Vrcacbon  vous  a  rendu  vos  forces;  c'est  le  vœu 
que  je  vous  exprime  de  tout  cœur,  en  vous  renouvelant  l'assurance 
de  mon  aflection  la  plus  sincère  et  la  plus  dévouée. 

349.  -  SriELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  20  octobre  1892. 
Chfk   Mojn'sieuk, 

J'ai  beaucoup  profité  de  notre  séjour  à  Ai'caclion  et  mon  mé- 
decin a  été  très  satisfait  de  mon  état  général  aussi  bien  que  de  l'état 
de  la  poitrine. 

Mais  je  ne  veux  plus  parler  de  ces  misères,  et  je  tiens  à  vous 
montrer  que  je  ne  suis  pas  encore  tout  à  fait  malade  et  qu'il  y  reste 
quelque  chose  de  sain.  J'énonce  donc  celte  propositioii  concernanl 
la  fraction  continue 

(.)        ^—, 


iX  -V- 
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OÙ  r/,,  ^^2.  «;)'   •  •  •  ''Ont  des  noinhres  réels  et  positifs  tels  que  la 
série 

oc 
7    Itn 


est  coiivereente.  boient  -i-^ — -  = >  7-— — r  =  '  •  •  •  K 


réduites.  Je  dis  que  l'on  a 

liin  P2«(a")      =p{x)  (n=.îo), 

limOo„(.r)      =(]{x)  (n  =  'js), 

\\niPi„+i{x)=  pi(x)  (rt  =  cc), 

\imQo.n+i{x)=^gi(x)  {n  =  zo), 

p{-r),  ({{x)-,  Pi{x),  (l\{x)  élanl  (|uatre  fonctions  holoniorphes 
dans  tout  le  plan  {x  ayant  une  valeur  quelconcpie  réelle  ou  inia- 
j;inaire).  Identiquement  on  a 

pi{x)q{x)—p(x)cji(x)  =  +  I, 
à  cause  de  l'identité 

P'in     i(x)q,„(x)  —  P,„(x)Q,„.i(x)=^l. 

La  démonstration  est  très  simple.  Considérons  d'abord  la  fonc- 
tion continue 

(H)  ^- 


^,- 


b.^ 


(u"i  b„  est  réel  positif.   \  cause  des  relations 

Q«+i=  i>,i+i  Q„+  Q„-i, 
on  voit  d'abord  que 

Qi<  Q3<  Q5<Q7...  (lie  même  pour  les  P„), 

Q2<Q4<Q6<Q8.... 

()uis 

p,     et     Q,<    i-f-6,, 

P2     et     0.,<(n-6,)(i+-62), 

P3     el     Q3<(,  +  ^,,)(,  +  ^,,)(r  +  63), 


I.ETTRK    3V9.  267 

(Jr,  si  ^  6«  csL  finie,  il  ca  est  de  iiiènie  de  I  I  (i  -t-  6/, );  done, 

1  1 

en  .snpposanl  la  série  2^^"  convergente,  iK/ii  Q:;//-i5  font  en  aiig- 

1 
mentant  constaininciil,  ne  ponri'onl  eroître  an  delà  de  tonte  limite 
et  tendront  \ers  des  limites  finies.  De  même  jDOnr  Pg/n  ^2ii-i- 

Si  j'applique  ceei  à  la  fraetion  eontinue  (1)  je  dois  supposer 
d'aliord  x  réel  et  positif  et  j'ai  alors,  par  exemple, 

fini  \'-2„{.r)  =  p(T)         {n  =  M  ), 
mais  on  peut  écrire 

ou 

.'1 

2 

La  question  de  savoir  si  P.2u{-x^)  (^  étant  quelconque)  tend  vers 
une  limite  revient  donc  à  savoir  si  la  série 

est  convergente  ou  non.  Or  je  dis  qu'elle  est  absolument  conver- 
gente. En  efVet,  les  P{x)  sont  des  puljnomes  en  .2;  à  coefficients 
réels  et  positifs.  Si  je  remplace  x  par  son  module  p,  la  série 

est  certainement  convergente,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  et 

la  somme  est 

lim  P2„(p)  =/j(f  ). 

Cette  série  (i)  est  done  absolument  convergente,  et  il  est  facile 
de  voir  que  dans  tout  domaine  fini  elle  l'est  aussi  uniformément. 
On  en  conclut  en  toute  rigueur 

lim  P2«(:r)  =/>(.r), 
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et  celte  fonction /> (a?)  est  holomorphc  dans  tout  le  plan  et  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

Co  -f-  Cl  J^  -J-  C2  .r-  -f-  C:)  5~''  -H  .  .  .  . 

Les  Ci  sont  réels  [)ositifs,  ce  sont  des  sommes  de  certaines 
séries  formées  avec  les  a,.   De  même   pour   Q^^f-î^),    ^2n+i{x), 

Une  élude  j)lus  détaillée  montre  qu'on  a  aussi 

\  «1    /    V  «2    /   V  «3    / 

c»  <  «1  <  nii  <  «2  <  /»2  <  «3  <  ms  <  .  .  . , 
/?(a^)  _       N,        ^       N,        ^        N,      _^ 

Nyt  réel  positif.  11  y  a  des  formules  analogues  pour  pi{jc),  qi[x). 

A  olre  très  sincèi'ement  dévoué. 

350.  -   H  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  22  octobre  1892. 
Mon  cher   Ami. 

A  ous  êtes  un  merveilleux  géomètre,  les  recherches  nouvelles  sur 
les  fractions  continues  algébriques  qiie  vous  me  communiquez 
sont  un  modèle  d'invention  et  d'élégance;  ni  Gauss,  ni  Jacobi  ne 
m'ont  jamais  causé  plus  de  plaisir,  et  je  vous  envoie  mes  vives  féli- 
citations, en  vous  demandant  si  je  dois  publier,  dans  les  Comptes 
rendus,  la  partie  mathéniati(|ue  de  \otre  lettre.  Pourquoi,  malheu- 
reusement, faut-il  que  je  renonce  au  plaisir  de  vous  voir  et  de  vous 
avoir  pour  causer  et  dincr  ensemble  avec  les  enfants  et  les  petits- 
enfants!  A  olre  grande  activité  intellectuelle  est  un  témoignage 
certain  de  votre  force  intérieui^e,  et  j'ai  l'entière  confiance  que  le 
mal  dont  vous  souffrez  sera  vaincu  sous  la  nouvelle  forme  qu  il 
\ient  de  prendre.  J'avais  compté  vous  donner,  vous  remettre  en 
main,  la  Note  de  Prague,  cjue  vous  m'avez  demandée  pour  les 
Annales,  je  vous  l'envoie,  puisque,  à  mon  grand  regret,  vous  ne 
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\eiiez  pas.  Elle  est  écourtée,  je  me  suis  arrête  à  inoitl('  clicinin, 
par  paresse,  |)ar  lâclielé,  en  reineltant  à  un  aulrc  monicnl  la  for- 
malion  par  une  mélhode  pareille  à  eelle  de  Sonke,  pour  les  étnia- 
tions  modulaires,  des  équations  entre  la  quantité  que  j'ai  nommée 
N  et  le  module. 

Peut-être  vous  ai-je  dit  (ju'àla  demande  de  M"""  Serret  je  réédite 
mon  ancienne  Note  elliptique,  de  Lacroix.  M.  Gauthier- Villars  la 
publiera  dans  une  nouvelle  édition  du  Cours  de  Calcul  difFérentiel 
et  intégral  de  Serret;  en  ce  moment  j'en  termine  la  rédaction.  J'y  ai 
donné  le  théorème  pour  l'addition  des  arguments  dans  la  fonction 
^  =  cp(.r),  définie  par  l'égalité 


r   d 
J  7^ 


(0 


où  R(i)  est  un  polynôme  quelconque  du  quatrième  degré,  sous 
cette  forme 

f'(a  —  y) -ho' (a)       o'(ci-hy)  —  çW)       o'irr  —  v^-^o'(:r) 
(f(a  —  y)  —  cp  a)        f(a  -f-jK)  —  ?(••?')         Çf/'  — X)  —  Çf-^V 

Supposons,  par  exemple,  que  o(x)  soit  une  fonction  impaire  et 
faisons  a  =  o.  les  deux  premiers  termes  se  détruisent  et  il  vient 

soVo^     _       (f'(^')  —  9'(.r)        o' (  y)  -^  o'( .7-) 


o(a:-hj-)  (f>(y)  —  (f(.r)  çp(j)-)  +  cl  .r  ) 

J'ai  remarqué  qu'on  en  conclut 

9.9'(o)  r^    ,       9('.r) -+- of  K)        r^    i       v(x)  -h  o(  ^■ 


on  a  aussi 

_     o'(o)\rs.^(x')  —  9-(r)l 
m(x)  f\y)  —  o'(.r)  o( y } 


et,  en  supposant, 

rrif  n^\  —   en  'y*  ^ 

en  3-        dnx 


,     ^  sn.?'        sn  X 

(f(x)  =  snx,      ,      -j : 


on    obtient    les    formules     concernant    sn[.r  -{-  y),     ca{x  -\-  y), 
dn(x-l-y).  Mais  le  plus  intéressant  est  d'en  tirer  p(x  -\-y),   il 
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f;ml  pour  cela  prendiT  o  iiifîniiiicnl  pelil.  je  trouve  ainsi 

=  p(^)  ^- PO' )  —  ;  Dl.  logf  p(  r  )  -  p(7)]  -  ^  DJ.  loo[p(a:)  -  p(^  (], 

puis 

p(a7 -H  j-)  —  p(r  —  j)  =  —  Dl.,.  log[  p(a")  -  pfy)]. 

Je  ne  puis  sortir  du  domaine  elliptifpic  ;  là  où  la  chèvre  est 
allacliée.  dit  le  proverbe,  il  faut  (pi'elle  hidute. 

Dans  l'attente  des  nouvelles  de  votre  santé  et  avec  l'assurance 
de  mon  entier  dévouement. 

351.   —  STlEJ.rJES  A   11  ERMITE. 

Toulouse.  2.5  octobre  1893. 
ChF.R    MoriJSIKUR, 

.l'ai  reçu  avec  la  plus  «grande  satislaclion  votre  Article  sur  la 
Iransforuiation  des  fonctions  elliptiques  et  il  sera  imprimé  le  plus 
tôt  possible  dans  nos  Annales.  C'est  avec  regret  que,  trop  occupé 
par  la  rédaction  de  mon  Mémoire  sur  les  fractions  continues,  je 
renonce   {)Our  le  moment  à  la   recherche   de   la   généralisation   de 

votre  formidc 

,           lin  K  —  V.  Aî/K' 
\  =  —  ■>.  A  -  sn- 

dans  le  cas  de  la  transformai  ion  (•iil)i(jue.  Puis  aussi,  comme  vous 
le  dites,  il  y  a  lieu  de  chercher  des  moyens  méthodicpies  pour 
obtenir  l'équation  dont  dépend  N,  et  les  développements  suixanl 
les  puissances  de  q. 

J'ai  vu  aussi  avec  intérêt  votre  forme  générale  du  théorème 
<raddilion,  mais  je  n'ai  pas  pu  de\iner  tout  de  suite  la  source  d'où 
elle  découle  et  j'attendrai  donc  votre  Mémoire. 

Va\  vous  écrivant  ma  dernièie  lettre,  je  ne  pensais  pas  le  moins 
du  monde  à  une  publication  dans  les  Coniples  rendus.  Aussi 
l'ai-je  écrite  un  peu  vite  et  je  n'oserais  pas  la  publier  telle  quelle, 
caria  rédaction  doit  être  peu  soignée.  Mais,  comme  je  ne  suis  pas 
moins  attaché  que  vous,  je  suis  bien  obligé  de  revenir  à  ma  fraction 
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oonlinue 

F  =  '- 


I 


a-iX 


otn-i^r 


(■Hn- 


Je  me  suis  proposé  d'élucider  complètement  la  nature  de  cette 
fx-action  continue  dans  le  cas  où  les  ai  sont  des  nombres  réels 
j)ositifs. 

Deu^  cas  sont  à  distinguer,  selon  que  la  série  ^rt«  est  co/n'er- 

1 
génie  ou  divergente.    Le  premier  cas  est  de  beaucoup  le  plus 

facile  à  traiter  et,  dans  ma  lettre,  j'ai  donné  déjà  le  résultat 
essentiel;  il  j  a  deux  limites 

I%„         p(x)  P2.V+1         p,(-t) 

où  les  Pj  q,  /?),  r/i  sont  des  fonctions  liolomorphes 

pi(x)g(x)—piT)qt(.r}  =-+-1. 

Dans  le  second  cas,  où  la  série  ^u'^^"  ^^^  divergente,  le  résultat 

1 
est  aussi  simple,  mais,  pour  l'énoncer  dans  toute  sa  simplicité,  il 

faut  d'abord  quelques  préliminaires,  il  est  nécessaire  d'élargir  un 
peu  la  notion  de  l'intégrale  définie.  En  me  réservant  d'j  revenir 
dans  une  autre  lettre,  je  me  contenterai  de  dire  que  la  fraction 
continue  est  convergente  (il  n'y  a  pas  lieu  de  distinguer  les  ré- 
duites d'ordre  pair  et  impair)  dans  tout  le  plan,  excepté  la  partie 
négative  de  l'axe  réel.  C'est  là,  en  général,  une  ligne  singulière, 
et  il  est  impossible  de  continuer  la  fonction  analytique  en  fran- 
chissant cette  ligne.  Mais  ce  qui  est  surtout  remarquable  c'est  la 
forme  analytique  sous  forme  d'intégrale  définie  qu'on  peut  donner 
à  cette  fonction  et  dont  je  parlerai  plus  loin. 

Mais  je  reviens  un  instant  au  premier  cas,  traité  dans  ma  lettre 
])récédente. 

D'abord  la  différence  des  deux  limites 


qi{x)         q{x)        g{x)qi(x) 
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est  une  fonclion  qui  décroît  plus  rapidcMieul  (]u'aucune  puissance 
négative  de  x  (supposé  réel  positif).  En  ellel,  q{x)  et  7,  [x)  sont 

de  la  forme  "Vc//./".  où  C/,  >o,  et  ces  fonctions  croissent  donc 

0 
|)liis  ra[)idcment  que  toute  puissance  positive  de  ^,  tout  comme  e-^. 

Il  s'ensuit  que  les  dévelojipenients  asymploùques  de  — — -  et  de 

P^^^\  suivant  les  ijuissauces  négatives  de  .r,  sont  les  mêmes,  et  l'on 

«7i(^) 

olilicnl  ce  développement  directement  par  le  développement  de  la 

fraction  continue  F  = "-  -\ -,  —  .  .  . ,  les  coefficients  étant 


a  I  .r 


des  fonctions  l'ationnelles  des  a,,.    De  ce  fait  que  —, —  et  ^-~ — [ 

1         q{x)  qtix) 

donnent  le  même  déxeloppement  asymptotique,  je  conclus  l'exis- 
tence des  fonctions  g{x)  telles  que 

/       gix)  X"  (/x  =  o         (  pour  n  =  0,  1 ,  2,  . .  . ,  so  ), 

»  0 

dont  j  ai  parlé  une  autre  fois. 

I^u  edet  on  a  (décomposition  en  fractions  sinq)les) 


p  (  X  ) 
q{x) 

i\I,                 AI2                 M3 

X 

-+-/»!        X  ^  in-i        X -h  m.i 

qi(x) 

No        ,        N.                N, 

X                       X  -(-   «1                X  -+-   Il -y 

ce  ( 

[fu'on  peut  écrire 

P(-T)    _            1 

»  ac 

d-ç(  Il }            Piix)  _        r' 

q{x)  J^       X -^  u  qiix) 


'f[ii),  cp,  (i/)  étant  des  fonctions  décroissantes  discontinues  définies 
ainsi 

(i(w)  =  M,-<- Mj— !\I3  — . .  .-4- M„-h  . . .         (o     <«</«i), 
o{u)=  Mj-i- .Al.,-4-.  .    -(-.M„-^...  (mi<M<m2), 

9(«)=  .M3  +  . .  .-i- M„-F.  ..         (m2<  u  <  m^), 


cp, (o;  =  \« -+-  N,  -f-  N,  + .  . .  +  I\„  -i- . .  . , 

?l("'=  .      N2-t-...-HN„  +  ...  (rtl<M</«2), 
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Ici  intervient  la  généralisation  de  l'intégrale  définie  à  laquelle 
j'ai  fait  allusion  plus  haut  :  ^{x)  étant  une  fonction  qui  varie 
toujours  dans  le  niênie  sens  (mais  qui  peut  ne  pas  admettre  de 
tlérivée  et  même  avoir  des  discontinuités  dans  tout  intervalle) 
on  pose 


Ici  rt,  5",,  X21  .  .  .,  ^//_),  b  vont  en  croissant  de  telle  manière 
<jue  les  intervalles  tendent  vers  zéro,  puis  ^k  est  compris  entre 
Xh^\  cl  Xk  {xo  =  a,  x,i=  b). 

Maintenant,  puisque      ,'     >       ,  \  donnent  le  même  développe- 

ment  asjmptotique,  qu'on  obtient  en  chaque  cas,  en  écrivant  dans 


les  intégrales 


I        _   I  u         u- 

X  -k-  a        X        X-        x^ 


on  en  conclut 

f     u"d<^(u)=l       u"drfi(n)         frt  =  o,  I,  2,  3,  ...). 

l'ar  une  intégration  par  parties  [puisque  u"  'f(u)  s'annule  pour 
u  z=z  ce]  on  en  conclut  aussi 

I      u"  ^{u)du=   I      u"<fi(u)du        (rt  =  o,  I,  2,  3,  . .  .), 
en  sorte  que/(//)  =  'f(if)  —  '^\(f')  est  une  fonction  telle  que 
/      u"/{u)du  =  o         (/<  =  o,  I,  2,  3,  . .  .)• 

Celte  fonction  est  discontinue,  mais  si  l'on  veut  avoir  une  fonc- 
tion continue  il  suffit  de  poser 

!(«)=  f  Au) du. 
n.  j8 
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Une  inlcgralion  par  pailios  douiKMa  encore 


/' 


II"  ■^i  n)  du  =  o, 


el  '^{u)  est  une  fonclion  continue. 

Puisque  jai  introduit  déjà  la  généralisation  de  la  notion  d'inté- 
grale définie,  je  peux  main  tenant  aussi  énoncer  le  résultat  dans  le 

second  cas,  où  la  série  2u^'"  ^^'  di\ergenlc.  La  fraction  continue 

1 


est  alors  égale  à 


c'est-à-dire,  c'est  une  fonction  liolomor|)he  dans  tout  le  plan 
excepté  sur  la  ligne  singulière,  'f  (w)  est  une  fonction  décroissante, 
mais  qui,  en  général,  n  admet  pas  de  dérivée  et  qui  aura  des 
discontinuités  dans  tout  inter\alle. 

Vous  voyez  que  le  résultat  dans  les  deux  cas  est  pareil;  seule- 
ment, dans  le  premier  cas,  il  j  a  deux  limites,  et  la  fonction  o(«) 
est  constante  |)ar  intervalles,  en  sorte  que  l'intégrale  se  décompose 
dans  une  série  telle  (pie 

.M,  I\l, 


Ainsi,  à  chaque  série  de  nond:)res  positifs 

formant  une  série  divergente,  cori^espond  une  fonction  décrois- 
sante '^{u)  parfaitement  déterminée. 

Dans  une  autre  lettre  je  présenterai  ce  résultat  encore  sous  une 
autre  forme  très  lucide. 

J'ai  dit  que  la  partie  négative  de  l'axe  des  x  est  une  ligne  singu- 
lière essentielle.  (]ela  est  le  cas  général  lorsque  les  a,t  sont,  pour 
ainsi  dire,  pris  au  hasard.  INIalheureusement,  dans  les  exemples, 
il  faut  bien  adopter  pour  les  a,t  (pielque  loi  simple  et  cela  entraîne 
])resque  toujours  que,  au  lieu  d'une  véritable  ligne  singulière, 
on  n'obtient  qu'une  coupure  artificielle  ;  cela  tient  à  ce  que  «(w) 
ne  j)résente   pas  le  caractère  général  d'avoir   des  sauts  brusques 
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tlaiis  loul  inlcrvalle.  Prenons,   par  exemple,  la  fraction  coulinue 
p('Tiocli([iie 


q 

X  H — 


on  a  ICI 


I  P 

«1  =  — >  «2=  — ' 

P  1 

q  p^ 

q^-  />' 

p^  q^ 


la  série  «,  +  «0+ <^3 +•  •  •   est  toujours  divergente,   car,  dans  le 
cas  p  =  q,  la  série 

«1  +  «3+  «a-+-  •  •  • 

est  divergente  et,  dans  le  cas  p^g,  la  série 

«0-1-  «i-t-  ag-f-.  .  . 
est  divergente. 

Je  traiterai  ici  seulement  le  cas  />  -<  q. 

Posons 

et  prenons 

y/aji  =  r/— /j>o; 

la  fraction  continue  est  égale  à 


^{x  -I-  a){.r  -i-  p^)  —  v/a[i  —  ,r 


et,  sous  la  forme  d'intégrale  définie  d'après  le   théorème  général 


>  on  a 


-j_    r  v/(f/.-a)([J 
2  7rX  " 


—  ?<)      c/i< 


a"  +  u 


Vous  voyez  que  ^(«)  est  constante  dans  les  intervalles  (o,  a), 
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(^,  -f- co)  et,  dans  1  intervalle  (a,  ^),  elle  admet  une  dérivée 

I     \/{u  —  a){^  —  u) 
—  ao{u)=  —  — ^^ —^ du. 

'  2TC  u 

Mais  j'abuse  de  voire  patience  et  vous  devez  m'avoir  laissé  depuis 
longtemps. 

La  théorie  des  fonctions  ellipticpics  |)eut-elle  donner  un  exemple 
de  ma  théorie  où  la  fonction  '^{u)  est  réellement  discontinue  dans 
tout  intervalle?  C'est  ce  que  j'aurais  à  examiner,  mais  j'ai  peu 
d'espoir  que  cette  incursion  dans  votre  domaine  soil  suivie  de 
succès.  Df^puis  (piehpics  jouis,  je  soulTre  moins  et  je  me  j)orte 
mieux. 

Croyez-moi  toujours  votre  bien  allectueusemenl  dévoué. 


352.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  26  octobre  1892. 
Mon   cher   Ami, 

Je  suis  tout  occupé  de  vous,  du  rapport  sur  vos  travaux  que  je 
lirai  à  l'Académie  au  Comité  secret  de  lundi.  La  Section  de  Géo- 
métrie présente  en  première  ligne  M.  Appell  et  vous  êtes  avec 
d  autres  en  seconde  ligne,  sans  classement,  par  ordre  alj)habélique. 

J  ai  recueilli  sur  vous  des  louanges  unanimes  dont  vous  me  per- 
mettrez de  me  faire  l'écho,  en  vous  signalanl  particulièrement 
celles  que  j'ai  entendues  de  ]\L  Poincaré,  qui  est  un  bon  juge.  Il 
me  faut  ajourner  à  un  moment  où  je  serai  moins  occupé  à  rédiger 
pour  vous  j)arler  de  votre  dernière  Communication,  qui  est  au 
niveau  de  la  jirécédente  et  m'a  extrêmement  intéressé. 

Peut-être  aurais-je  à  vous  demander  plus  de  détails  au  sujet  de 
votre  expression  originale 


Ne  doit-on  pas  lire 


p(x)  _         r'^  d'^i  u) 


f/(^)  J^  X  -\-  U 

^  ous  avez  déjà  introduit,  et  avec  le  ])lus  grand  succès,  une  fonc- 
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lion  discontinue  sous  un  signe  d'intégration  dans  votre  démonstra- 
tion si  rapide  et  si  élégante  de  la  transcendance  du  nombre  e,  et 
j'attache  le  plus  grand  prix  à  l'extension  que  vous  donnez  à  la 
notion  de  l'intégrale  définie.  Mais  ne  faut-il  pas  de  nouveau  écrire 

/    f{^T)(j>{x)dx  au  lieu  de    /    y(.r)<7  cp(^;)?  l*ardonnez-moi  ces 

requêtes,  je  ne  sais  pas  donner  une  suffisante  attention  à  deux 
objets  diflerents,  en  mê)ue  temps;  ne  doutez  pas  cependant  qu'une 
fois  débarrassé  de  mon  labeur  [)résent,  je  ne  reporte,  sur  l'étude 
des  notions  élémentaires  nouvelles  que  vous  a  suggérée  votre 
théorie  des  fractions  continues  algébriques,  toute  l'attention  dont 
je  suis  capable.  La  coupure  artificielle  ou  essentielle  à  laquelle 
vous  êtes  amené  est  un  fait  analytique  bien  remarquable,  et  vous 
aurez  certainement  fait  des  fractions  continues,  comme  vous  les 
traitez,  un  des  plus  intéressants  chapitres  de  l'Analyse. 

Dans  l'espéi^ance,  mon  cher  ami,  que 

et  en  vous  renouvelant,  avec  mes  félicitations  pour  vos  nouvelles 
découvertes,  l'assurance  de  mon  plus  sincère  attachement. 


353.  —  STIELTJES  A  H  ERMITE. 

Toulouse,  i3  novembi-e  1892. 
Cher   Monsieup., 

Quoique  je  n'aie  pu  m'empêcher  de  le  trouver  peu  mérité,  j'ai  été 
cependant  très  touché  du  grand  honneur  qu'on  m'a  fait  en  me 
présentant  en  seconde  ligne  pour  la  place  laissée  vacante  par  la 
mort  de  M.  Ossian  Bonnet. Veuillez  bien,  si  l'occasion  se  présente, 
exprimer  aussi  à  vos  collègues  de  la  Section  de  Géométrie  ma 
profonde  reconnaissance. 

Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  des  réduites  V„  \  Q„ 
de  la  fraction  continue 


I 

«4-+-. 
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est  celle-ci.  Considérez  une  équation  P„=o  ou  Q„=rzo.  Ses  racines 
sont  réelles,  inégales  et  toutes  négatives;  on  peut  les  considérer 
évidemment  comme  fonctions   des  «i,  «2,  ....  Or,   si  r,  est  une 

racine,  ic  dis  (lu'on  a  toujours  -^  ^  o. 

En  général,  lorsqu'une  équation  f(x)=  o  du  degré  n  a  toutes 
ses  racines  réelles,  il  faut,  pour  séparer  les  racines,  résoudre  une 
équation  du  degré  n  —  i,  f'{^)  =  o  et  quelquefois  on  peut  rem- 
placer cette  équation  f'[x)^o  par  une  autre  du  même  degré. 
Ainsi,  dans  le  cas  actuel,  les  racines  de  Q«=  o  sont  séparées  par 
celles  de  l^„=o.  Mais  il  est  fort  remarquable  que,  dans  le  cas 
actuel,  on  peut  simplifier  encore.  Si  l'équation  dont  on  veut  sé- 
parer les  racines  est  du  degré  n  [comme  par  exemple  Q2„(a;)  =  o], 
on  peut  ellectuer  cette  séparation  en  résolvant  deux  équations 
dont  la  somme  des  degrés  est  seulement  n  —  i .  Ainsi,  par  exemple, 
les  racines  de  l'étpiation  Qo,„_,_o„ (./•)  =  o  du  degré  771 -{- n  sont 
séparées  |)ar  les  racines  de  Téquation  du  degré  77i  -\-  n  —  F 

Ici  Qiiwf.r)  est  du  degré  77i.  puis  ^^,T\^)  du  degré  71  —  i.  Ce 
poljnome  P*2'/r'(-^)  ^^t  ce  que  devient  p2«(a;)  lorsqu'on  remplace 
ai  par  a-2m+i  dans 


'^■2in+ifi—l  X 


"  iiii  +-2rt 


C'est   à   l'aide    de    ce   théorème   que   l'on    démontre  la   propriété 


mentionnée  d'aboixl  — -^o. 


J'ai  ap|)liqué   cela    aux  poljnomes    de   Legendre.    En    prenant 
«2//=  -'  «liH+i  =  '^'/^  +  I  ;  la  fraction  continue  est  [égale  à] 


du  ,       /  X  -^  i\         I  I 

T  'J.X^  3  x'^ 


et  le  dénominateur  (^■2„{x)  est  égal  à  X„(2X  -f-  i).  Je  trouve  ainsi 
que,  pour  7)1'^  /?,  les  racines  de  l'équation  Xto=  o  sont  séparées 
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par  celles  de  X,„R,„_„^=o,  ici  1\,„_,/  est  un  poljnomc  du  degré 
m  —  n  —  I  qu'on  peut  calculer  d'après  les  formules 

I.orscpie  m  et  n  soni  im[):iirs,  l'écpiation  X„H„,_„=o  a  une 
racine  double  .r  =  o  et  X,„=  o  admet  celte  même  valeur  comme 
racine  simple.  11  faut  considérer  alors  une  de  ces  deux  racines 
./•  rrz  o  de  X,„R/„_„=o  comme  infiniment  petite  positive,  l'autre 
couime  infiniment  petite  négative. 

Du  reste,  toute  racine  commune  à  X„j=  o  et  Xrt=  o  doit  être 
aussi  racine  de  R,„__„=  o,  mais  je  crois  que  cela  n'arrive  que  pour 
jr  =  o  et  peut-être,  en  poussant  un  peu  plus  loin  cette  étude,  on 
pourrait  le  démontrer.  Je  n'ai  pas  encore  examiné  avec  attention 
ces  applications  particidières. 

Désignons  par  a,  a',  a",  ...  les  racines  de  Q^,„(a")  =  o,  par 
[3,  P',  P",  ...  les  racines  de  P;,-J"'(,r)  =  o  ;  alors,  d'après  ce  qui  a 
été  dit  |)lus  haut,  on  trouve,  dans  chacun  des  m -\-  n  —  i  iuler- 
valles  formés  par  les  racines  de  Q2w+2«(^)  =  o?  ^^^^  6t  une  seule 
racine  a  ou  [B.  Mais  on  ne  peut  pas  dire  a  priori  comment  les 
racines  a  et  [3  se  distribuent  dans  les  divers  intervalles  (ce  serait 
trop  beau)  et,  si  l'on  fait  varier  les  «/  (tout  en  restant  positifs), 
cette  distribution  des  a  ou  ^  peut  changer;  cependant,  jamais  deux  a 
ne  sont  égaux,  ni  deux  [3.  Ainsi,  c'est  seulement  une  racine  a  qui 
peut  devenir  égale  à  une  racine  [^;  mais  alors  ces  deux  racines  se 
confondent  en  même  temps  avec  une  racine  de  Ç)2m+2ii{^)  =  o. 
Ainsi,  si  .rA_i,  x/(,  :r/t^|  sont  trois  racines  consécutives  de 

V2/«  +  2tt  =^  O, 

l'intervalle  {jCh^\ ,  ^a)  renfermant  une  racine  a,  l'intervalle  (.Ta,  ^a+i) 
une  racine  ^j,  alors,  en  faisant  varier  les  «/,  la  racine  a  peut  passer 
dans  l'intervalle  (x^,  ^k+i),  mais  alors,  en  même  temps,  la  racine  ^ 
passera  dans  l'intervalle  (d?A_)j  ^k)-  A  un  moment  donné,  les  ra- 
cines a  et  ^  se  confondent  avec  la  racine  Xk-  C'est  ce  cas  excep- 
tionnel qui  se  présentait  tout  à  l'heure  pour  la  racine  zéro  dans 
le  cas  de  X„j=  o ('). 


(')  Note  des  éditeurs.  —  La  fin  de  la  lettre  manque. 
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354.  -  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  i5  novembre   1S92. 
Cher  Monsieur, 

Permetlez-nioi  de  corriger  une  erreur  qui  s'est  glissée  par  inad- 
vertance dans  ma  dernière  lettre. 

Pour  m  >>  /?,  les  racines  de  l'équation  X„;=  o  sont  séparées  |)ar 
celles  de  l'équation  X,iR,„_„  =  o  où  Rw_«  est  un  polynôme  i\y\ 
degré  m  —  ii  —  i .  Mais  la  loi  de  ces  poljnomes  est  la  suivante 

R,=  ,,        R,  =  .r,        ...,        R  „,.,  =  , 7- H. (n^pY 

'  '  '  '  '       (:xn-^ip  —  \){-in-^'ip-^-\)     ^ 

et  non,  comme  j'avais  écrit, 

'  '        {im  —  I  )  (  -i  m  -+-  I  )     ' 

Cette  dernière  relation,  où  p  ne  figure  pas  dans  les  coefficients 
des  R,  conduirait  à  une  expression  simple  des  R^,  mais  elle  est 
erronée. 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  afl'ectueusement  dévoué. 


355.  "   HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  a4  noveiubie  1892. 
Mon  cher  Ami, 

Je  viens  faire  appel  à  votx'e  bonne  obligeance  et  vous  renouveler 

le  triste  aveu  que  certaines  questions  dont  je  me  suis  occupé  ont 

fui  à  une  si  grande  distance  que,  pour  les  retrouver,  il  me  faut  un 

effort  qui  m'effraye  et  me  fait  reculer.  Je  ne  vois  plus  maintenant 

qu'à  travers  un  brouillard  le  procédé  que  j'ai  employé  pour  obtenir 

le  développement  de  la  quantité  R',  sous  la  forme  découverte  par 

4 
Legendre,  Plogy  +  Q,  et  c'est  au  nom  de  la  nécessité  impérieuse, 

inéluctable,  qu'il  me  faut  vous  demander,  afin  de  faire  revivre 
mes  souvenirs,  ce  que  je  vous  ait  écrit  quand  l'idée  de  la  méthode 
m'est  venue.  Mais  ne  vous  imposez  pas,  comme  vous  l'avez  déjà 
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fait  dans  une  occasion  semblable,  la  peine  de  me  transcrire  une 
ancienne  lettre;  contentez-vous,  je  vous  en  prie  instamment,  de 
me  l'envoyer  et  veuillez  compter  bien  sûrement  qu'elle  vous  sera 
fidèlement  restituée,  après  que  j'en  aurai  fait  usage.  J'ai  l'obliga- 
tion (le  donner  un  article  aux  Rendicon/i  du  Cercle  malbéma tique 
de  Palerme,  et  cette  petite  question  remplirait  mon  but  sans  que 
j'aie  à  me  détourner  de  ce  que  je  travaille  en  ce  moment.  Permettez- 
moi  de  vous  en  dire  un  mot;  il  s'agit  de  ce  genre  d'expressions 
comme  i  +  sn^,  1  +  /v  sn.r,   i  +  dnx,  . . .,  qui  sont  représentées 

par  la  formule  ^^- — -,  f{^)  étant  une   fonction  holomorphe,  et 

voici  ce  que  j'obtiens  : 


Soit 


/= ~,  M  ' 


pui 


n-/c' 


L'=(i4-A')K': 


fc)  (^  .-/■  I 


=  1/  —  [A-Hi  -I-  dur)  -+-  aAAB  snx  -+-  C-(  i  —  ànx)]. 

D'autres  cas  conduisent  à  des  expressions  d'une  nature  diffé- 
rente; on  a,  par  exemple, 


i~cnx  =  g ^— ^^ — --^ — '- ,  \-\-  cnx  =  g 


Q{x)  "         e^x) 

etc.,  etc. 

Je  me  ferai  un  plaisir,  si  vous  pensiez  que  ce  puisse  être  utile  à 
vos  élèves,  de  vous  écrire  tout  au  long  comment  on  parvient  à  ces 
résultats;  mais  ne  vous  attendez  point  à  j  trouver  quelque  inven- 
tion, ce  n'est  qu'une  affaire  de  calcul  très  élémentaire  dont  il  faut 
dire,  plus  laboris  quam  arlis. 

Veuillez,  mon  cher  ami,  me  donner  de  vos  nouvelles  en  m'en- 
voyant  la  lettre  que  je  vous  demande  sur  le  coup  d'un  besoin 
pressant  et  me  dire  comment  vous  supportez  vos  leçons.  En  espé- 
rant et  en  souhaitant  bien  vivement  que  ^ous  ne  soyez  pas  aux 
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prises   avec    le    mal,    croycz-nioi    loujours    votre   afTerlueusement 
dévoué. 

356.     -  IIERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  i3  décembre  1S93. 
Mon  cher  Ami, 

.lal  reçu,  il  y  a  quekjues  jours,  les  épreuves  à  corriger  de  la 
réimpression  dans  vos  Annales  de  la  Note  de  Prague  cl,  en  même 
lemps,  m'est  parvenue  une  lettre  de  M.  Brioschi,  qu'il  me  semble- 
rait très  utile  de  publier  à  la  suite  de  cette  Note.  M.  Brioschi 
démontre,  en  effet,  que,  dans  le  cas  de  n  impair,  on  a  l'expression 
sui\ante  : 

N  =  —  ■?.  /.  -  X  *" ' •-  ''*' ^  ''* '  ^'" ^' 
où  Ton  a 

mK  -+-  /n't'K' 

co  = — 

n 

en  prenant 


Seriez-vous  assez  bon  pour  me  faire  savoir  si  je  puis  faire  cette 
addition  qui  ne  prendra  pas  plus  d'une  page  d'impression? 

J'ai  bien  peu  travaillé  depuis  quinze  jours,  ayant  été  dérangé  par 
diverses  circonstances,  et  il  ne  m'a  pas  encore  été  possible  de 
rédiger  l'article  que  je  voulais  écrire  sur  les  développements  de  K 
et  de  K';  je  vais,  pour  m'y  mettre,  faire  tous  les  efforts  dont  je 
suis  capable. 

En  attendant,  mon  cher  ami,  de  vos  nouvelles  et  en  vous  renou- 
velant l'assurance  de  mon  affection  la  plus  sincère  et  la  plus 
dévouée. 

357.   —  STIELTJES  A   HERMITE. 

Toulouse,  i4  décembre  1892. 
Cher  Monsieur, 

Je  viens  d'écrire  à  M.  Berson,  le  secrétaire  du  Comité  de  rédac- 
tion de  nos  Annales,  pour  lui  communiquer  votre  demande.  Je 
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r(?çf)is  à  l'instant  même  sa  réponse  f"a\oral)lc;  il  écrira  par  le  cour- 
rier d'aujourd'hui  à  M.  Gauthier-Villars  à  ce  sujet,  en  sorte  f|u"il 
n'y  a  aucune  difficulté.  Personnellement,  je  suis  bien  content  aussi 
de  connaître  l'expression  générale  de  N,  quoique  j'aie  à  me  re- 
procher ma  paresse  ou  mollesse  de  ne  l'avoir  pas  (cherchée  moi- 
même. 

Après  avoir  vii  avorter  mon  projet  d'aller  à  Paris  au  mois 
d'octobre,  j'avais  espéré  au  moins  pouvoir  y  aller  vers  la  fin  de  ce 
mois  et  avoir  achevé  alors  aussi  mon  travail  sur  les  fractions  conti- 
nues. Mais  il  ne  faut  pas  y  penser,  je  suis  alité  la  plus  grande 
partie  du  temps  et,  après  la  faillite  de  tous  ces  beaux  projets,  ce 
n'est  pas  le  moment  d'eu  faire  d'autres. 

Vous  avez  bien  dii  recevoir  la  lettre  (jue  vous  m'aviez  demandée 
et  qui  contient  votre  méthode  pour  développer  K  et  K',  n'est-ce 
pas?  Je  crois  pouvoir  interpréter  ainsi  la  fin  de  votre  lettre. 

Vous  me  savez  bien  être  votre  très  affectueusement  dévoué. 


358.   —  STIELTJES  A  HE B MITE. 


359.   —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  3i  décembre  1895. 
Mon  cher  Ami, 

Veuillez  agréer  mes  souhaits  de  bonne  année  que  je  vous  offre 
bien  affectueusement  et  du  fond  du  cœur.  Je  me  permets  aussi  de 
les  adresser  à  M'"^  Stieltjes  avec  l'expression  de  ma  respectueuse 
sympathie  et  l'espérance  que  ses  soins  si  dévoués  triompheront  de 
la  maladie  et  vous  rendront  à  vos  recherches  et  à  vos  travaux.  Quels 
que  soient  votre  éloignement  et  votre  répugnance  pour  l'éloge, 
vous  ne  m'empêcherez  point  de  me  faire  un  moment  l'écho  des 
sentiments  que  j'ai  entendu  le  Directeur  de  l'enseignement  supé- 
rieur, M.  Liard,  exprimer  à  votre  endroit.  J'en  ai  ressenti  un  bien 
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vif  plaisli'  et  je  n'excède  pas  les  limites  de  la  plus  stricte  \érilé  en 
vous  disant  que  sa  sjnij)atliie  vous  est  acquise  au  même  degré  que 
son  estime 

En  attendant,  vous  ile\ez  compter  que  votre  conj^é  de  trois  mois 
seia  renouvelé,  s'il  esl  nécessaire,  j'en  ai  reçu  l'assurance. 

\  ous  ne  nierez  poiul,  mon  cher  ami,  qu'il  existe  une  certaine 
similitude  matliématicjue  entre  nous,  vu  qu'il  nous  esl  frécjuem- 
ment  arrivé  de  traiter  les  mêmes  questions,  de  nous  y  attacher  et 
de  nous  y  rencontrer.  Mais,  à  d'autres  égards,  je  difTère  de  vous 
du  tout  au  tout,  et  c'est  avec  la  plus  grande  satisfaction  c{ue  je 
reçois  les  félicitations  que  vous  voulez  hien  me  faire  à  l'occasion 
de  la  fêle  d'il  y  a  huit  jours,  ([ui  a  été  donnée  à  mes  soixante- 
dix  ans. 

Quelle  que  soit  la  résolution  (jue  vous  prendrez,  mes  vœux  vous 
suivront  |)artout  ou  vous  irez;  je  vous  les  envoie  de  tout  cœur  et 
J'y  joins  mes  sentiments  de  l'afFection  la  plus  sincère  et  la  plus 
dévouée. 

360.  —  HEHMITE  A  STIELTJES. 

Paris,   17  janvier  if^gi. 

Moin   chek  Amt, 

J'aj)prends  avec  le  plus  grand  bonheur  cjue  vous  êtes  à  Alger,  à 
l'abri  d'un  redoutable  hiver  dont  la  rigueur  se  lait  sentir  jusqu'à 
Nice  et  que  vous  avez  vaillamment  supporté  la  traversée  de  la 
Méditerranée,  Mais  il  me  tarde  d'apprendre,  lorsque  vous  pourrez 
m'en  faire  le  récit,  les  circonstances  de  votre  odyssée;  j'adresse  en 
attendant  mes  respectueuses  félicitations  à  M""^  Stieltjes  qui  a  dû 
résoudre  bien  des  |)roblèmes  et  trouver  une  solution  pour  mille 
difficultés  dans  le  cours  d'un  si  long  voyage.  Je  rends  grâce  à 
Dieu  du  succès  et  j'ai  confiance  cju'il  en  arrivera  pour  vous  comme 
pour  bien  d'autres  aux(|uels  le  climat  de  l'Africjue  a  rendu  une 
conqjlèle  santé  que  toute  la  science  des  médecins  n'aurait  jm 
obtenir  ailleurs. 

En  ce  moment,  Paris  donne  l'image  de  la  Sibérie;  partout  la 
neige  et  la  glace  avec  un  froid  de  10".  Les  approvisionnements  font 
défaut;  les  viandes  et  le  lait  manquent,  les  chemins  de  fer  étant 
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arrèlcs  par  les  neiges;  les  ménagères  sont  dans  la  désolation.  Je 
me  figure,  mon  cher  ami,  un  beau  cl  éclatant  soleil  qui  vous 
réchauflc  cl  vous  réjouit  avec  l'impression  de  bien-élre  que  vous 
donnera  un  complet  repos,  avec  l'espérance  de  reprendi'c  ensuite 
vos  belles  recherches.  J'ai  vu  dernièrement  voire  élève  M.  Bourget 
dont  j'ai  été  enchanté  et  qui  m'a  annoncé  son  intention  de  faire 
une  thèse  arithmétique,  continuation  de  celle  de  M.  Charvc  sur 
une  question  qui,  autrefois,  m'a  extrêmement  occupé.  Il  s'agit  de 
la  i('duction  continuelle  d'une  forme  quadratique  ternaire  définie 
avec  un  paramètre  variable  et  le  but  serait  d'obtenir  un  algorithme 
régulier  iacilemenl  applicable,  autant  que  le  permet  la  nature  des 
choses  pour  la  recherche  des  minima  successifs  du  produit 

(x  -+-  ay  -+-  a"-  z){x  -+-  by  4-  b'^z)(x  +  c^  -f-  c's). 

où  <7,  b,  c  sont  les  racines  d'une  équation  du  troisième  degré  à 
coefficients  entiers,  dont  une  seule  est  supposée  réelle.  Ce  rftst 
pas  sans  bien  des  réserves  que  j'ai  engagé  M.  Bourget  dans  cette 
voie  ardue;  je  me  figure  cependant  que  l'étude  attentive  des  formes 
ambiguës,  la  recherche  patiente  des  cas  critiques  où  une  variation 
infiniment  petite  du  paramètre  fait  passer  d'une  forme  réduite  à 
une  autre  qui  ue  l'est  plus,  [)euvent  conduire  à  quelques  heureuses 
consé(piences.  El  peut-être  qu'on  s'élonnera  alors  de  trouver 
simple  et  facile  ce  qui  avait  paru  absolument  inabordable.  Si  les 
longs  espoirs  et  les  vastes  pensées  m'étaient  encore  permis,  je  me 
condamnerais  à  un  travail  de  Mécanique  céleste,  comme  la  théorie 
de  la  Lune  en  fait  faire,  pour  tenter  la  fortune. 

Le  tra\ail  de  M.  Hadamard  (pii  lui  a  valu  le  prix  de  l'Académie 
est  très  court. 

Vous  ^errez  aussi,  dans  les  Coin/>tes  rendus,  une  Note  de 
M.  Cahen,  élève  de  M.  Picard,  qui  dévelo|)pe  d'intéressantes 
conséquences  des  résultats  établis  par  M.  Hadamard. 

]y[nie  Hermile  et  moi  nous  vous  envoyons,  mon  cher  ami,  tous 
nos  vœux  ainsi  qu'à  M""'  Stieltjes,  et  c'est  avec  l'espérance  de 
recevoir  bientôt  de  bonnes  nouvelles  que  je  vous  renouvelle  l'assu- 
rance de  mon  afl'eclion  la  plus  sincère  cl  la  plus  dévouée. 
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361.  —  HEU  MITE  A   STIELTJES. 

Paris,  2.5  février  1893. 
Mon   CHtu   Ami, 

Combien  j'ai  élé  [heureux]  des  bonnes  nouvelles  (|ue  j'ai  enfin 
reçues  et  d'apprendre  (juc  le  elimat  de  F  \fVi(pie  n'a  pas  trompé  mes 
espérances  !  (  '  )  Je  crois  vous  avoir  dit  que  c'est  sur  le  bienveillant 
avis  de  M.  Fizeau  que  j'ai  pensé  vous  conseiller  ce  voyage;  je  le 
verrai  demain  à  l'Académie;  je  lui  ferai  savoir  à  (piel  point  il  a  été 
bien  inspiré  et  je  suis  sur  qu'il  s'en  réjouira  autant  que  moi.  Il  en 
sera  de  même  de  tous  vos  amis,  qui  avaient  partagé  mes  inquié- 
tudes, MM.  Picard,  Darboux,  Poincaré,  etc.,  et  je  puis  dire  aussi 
de  M.  Liard,  dont  la  sympathie  vous  est  loul  acquise;  jai  pu 
m'en  assurer  en  m'entretenant  avec  lui  à  la  ."^orbonue,  où  il  est 
\enii  le  24  décembre. 

Ilélas!  je  vais,  la  semaine  [irochaine.  y  revenir,  à  la  Sor])onne. 

pour  faire  mon  Cours  sur  les  intégrales  eulériennes,  et  ce  sera  avec 

votre  assistance  que  je  le  commencerai  en  donnant  votre  démonslra- 

,       ...         1.          /  N         r(«)  T{b)     ,x  ... 

tion  (lu  llieoreme  r>(«,  6»)  =  -— 7— •  Vous  n  v  aviez  mis  aucune 

^     '      '  \  {a  -T-  b  j 

importance  en  me  la  communiquant;  mais  elle  est  restée  dans 
mon  esj)rit,  et,  [)ar  l'eflet  de  iiotie  similitude  anahtique.  j'ai  suiAÎ 
la  voie  que  vous  avez  ouverte  et  abandonnée. 

Soit  toujours  'f  (<7,  ç)  =   /     x^"^  e~'^  d.v]  en  calculant  la  quantité 

*() 

D^[cp(rt,  ^)cp(6,  ç)cp(c,  ç)J,  j'ai  trouvé,  sans  rien  changer  à  \otre 
procédé, 

cp(«,t:)cp(6,09(<^,?)=y^  f^  ?[«+^+g.3(i-f-^^--joi^,^^^'^^;-L^,^ 

en  posant 
On  a  donc 


//  — 


'Ldrdy  Y{a)\:{h)V{c') 


y yt-i-b^c         Yi^a  -^  b  -+-  c) 


(')  Aote  des  éditeurs.  —  Ce  début  montre  qu'il  existe  une  lettre  de  Stieltjes 
entre  le  17  janvier  et  le  2J  février.  lîlie  n'a  pas  élé  retrouvée. 
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ce  qui  esl,  sous  une  nouvelle  forme,  mellant  en  évidence  la  symé- 
trie en  (7,  b^  c,  la  relation  connue 

^a-\yh-i  drdy         T{a)Y(b)Y{c) 


^0      •'  0 


{\ -^  X -^ y y^+f'+e         r(a4-6-(-c) 


Mais  comment  passer  de  la  première  intégrale  à  la  seconde  et 
avoir  l'équivalent  de  l'égalité 

f"^    x^-i  dx     _    r'  x"-^-+-  x''-i 

Elle  résulte  de  la  relation  générale 

^'F(.)rf,.=  ['[F(.)H-^F(i)]</., 

(pie  j'ai   lâché  d'étendre  aux  intégrales  doubles,  ce  qui   n'a  pas 
laissé  que  de  me  coûter  quelque  peine;  enfin  j'ai  trouvé  que  l'on  a 

/       /      P(^,J')dxdj- ^  I      I     ^{x,y)dxdy, 

si  Ton  j)ose 

^{x,  y)  =  ¥{x,y)-+-  -^Pf-'  -W  -^^f-'  "V 
'  X'      \x     xl        yi      \y     y) 


^«  —  1  yh-    \ 


Si    l'on    suppose   Y(x.y)=^-, '■ — ^ — -, —  -,    un   calcul   facile 


donne  la  conclusion  cherchée,  à  savoir 

/«"=     r"   ar'^-lyb-ldx  dy  _     r'     /-' ^a-lj/6-l_|_a76-lj.c-l_l_^c-lj«-l 


0        •    0 


(i-i-a7-t-j)"-+-^+^      J^    ,/,  {i^x-i-y)'^+^+'' 


dxdy. 


Je  me  suis  contenté   avec  les  intégrales   doubles;   mais  il  me 
paraît  absolument  certain  que  l'on  aurait  de  même 

/       /       /      F(^,  J,  ^)  dx  dy  dz=  I      I      I     <i>{x,  y,  z)  dx  dy  dz, 
si  l'on  prend 

*(^,  y,  z)  =  Fix,  ^,  z)  +  ±  F  (^i,  ^,  ~/j 


j*    \y  y   yl     z'^    \z    z  z 
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Ma  démonslration  est  extrêinemenl  facile  ;   elle  consiste    à  dé- 
composer le  champ  de  Tintégralion  yOx  en  menant  la  bissectrice 


y 

F 

y 

L 

C 

B 

y^ 

y^ 

0 

A             D 

Oliii  de  langlc  droit,  en  trois  parties,  le  carré  OA.BC  dont  le  coté 
est  pris  égal  à  l'unité,  puis  les  deux  espaces  infinis  ^OE,j'OE;  un 
changement  de  variable  qui  s'ofTre  de  lui-même  donne  le  résultat. 
En  vous  priant,  mon  cher  ami,  de  demander  à  M""  Stieltjes 
dcmbrasser,  pour  M""'  Hermite  et  pour  moi,  M.  Antoine  et 
M"^  Ediili 

en    vous   conseillanl  la   prolongation    du  repos  malhéma- 

lique  et   vous  renouvelant  l'assurance  de    mon   alVection   la   plus 
sincère  et  la  plus  dévouée. 


362, 


STIELTJES  A   HERMITE. 


Alg*'!',  Ilôlcl  Dario,   Mustapha,   i'"  mars   1893. 
CuKIl    MoKSIEUn, 

A  olre  formule 

I       f       f      ^\x,y,z)  dxdf  dz  =^  f      (      f    *(^,  J>'.  ^)  <^^  <^/ ^- 


OU 


^(T,y,z)  =  F(^,  j',  3)-+-i^F(i,^,- 


y*    \y    y   y]      -*    V- 


X      y     I 

'  -  I» 


m'a  semblé  bien   intéressante.  Voici   comment  je  l'établis,    sans 
m'appujer  sur  aucune  considération  géométrique,  en  sorte  qu'on 
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])eut  raisonner  de  la  même  façon  pour  un  nombre  quelconque  de 
variables.  C'est  là  aussi  la  seule  excuse  que  je  pctix  invoquer  pour 
vous  parler  de  choses  si  élémentaires.  L'intégrale  donnée  s'étend 
sur  un  domaine  D  comprenant  l'ensemble  des  systèmes  de  valeurs 
positives  de  x^  y^  z.  Je  décompose  D  d'abord  en  deux  domaines  A 
et  B,  A  comprenant  les  systèmes  de  valeurs  où  .r,  y^  z  ne  surpassent 
pas  l'unité,  B  se  composant  de  ce  qui  reste  alors  de  D.  L'intégrale 

sur  A  est    /      /      /    ^(.r,  ^',  z)  dx  dy  dz.   Je   décompose   le    do- 

maine  B  en  trois  domaines  B^-,  By,  B^  de  celte  façon  :  un  point 
(.27,  y,  s)  appartenant  à  B  appartiendra  à  Bj;  lorsque  x  est  le  plus 
grand  des  trois  nombres  .r,  y,  3  ;  à  By  lorsque  y  est  le  plus  grand 
des  trois  nombres  x,  y,  5;  de  même  pour  B^.  Alors,  d'après  la  dé- 
finition de  B,  il  est  clair  que  dans  Bj;,  x  variera  de  i  à  cx),  tandis  que, 
pour  une  valeur  fixe  x  =  a^  \^  y  et  z  varieront  entre  o  et  a. 

Considérons    maintenant   l'intégrale     /    /    1  F(x,  y^  z)  dx  dy  dz 

étendue  sur  ce  domaine  Bx-  En  la  transformant  par  la  substitution 

JT  =  — ;>  y  =  ^,  z  =  —.>  il  est  clair  d'abord  que  x'  variera  de  o  à  1 

ce      '^  X  X  ^ 

et  ensuite  que  y'  et  z'  varieront  aussi  de  o  à  i .  Puisque  enfin  on  a, 
en  valeur  absolue, 

à{x,y,  3) 


à(^',y,  z' ) 


il  vient 

Domaine  B^. 

Les  intégrales  sur  Bj,  B^  donnent  les  autres  termes  de  votre 
formule.  Dans  le  cas  actuel,  les  difïerents  domaines  à  considérer 
se  définissent  par  l'arithmétique  dune  façon  si  simple  qu'il  n'y  a 
aucun  avantage  à  invoquer  la  représentation  géométrique. 

En  lisant  votre  travail  sur  la  formule  de  Slirling,  j'ai  été  heureux 
de  constater  que  vous  avez  rappelé  le  nom  de  M.  Bourguet,  qui,  en 
effet,  a,  le  premier,  donné  une  formule  pour  3{a)  valable  dans 
tout  le  plan,  après  que  vous  aviez  appelé  l'attention  sur  ce  fait 
(dans  le  Journal  de  Borchardt)  que  la  formule  de  Binet  ne  jouit 
pas  de  la  même  propriété. 

II.  ,9 
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Je  crois  qu'on  pourrait  a|)|ili(|uer  voire  méthode  aussi  à  l'ex- 
pression 

,     r  (  c?  -4- 1  —  J I 

log 


r(a  +  $) 


el,  sans  doute,  on  serait  conduit  à  une  intégrale  analogue  à  celle 
de  la  page  580  (ligne  4)  mais  où  le  logarithme  serait  remplacé  par 
un  arc  lang.  Cette  formule,  (pie  jai  déjà  donnée  dans  mon  travail, 
me  paraît  être  une  sœur  légitime  de  la  |)rciuirre. 

Vous  vojez,  cher  monsieur,  que  l'Analyse  commence  à  exercer 
son  attrait  sur  moi.  C'est  en  me  promenant,  cet  a|)rès-midi,  dans 
un  joli  Lois  tout  prés  d  ici  cpie  j'ai  réiléchi  sur  ce  que  je  viens  de 
vous  écrire.  Sous  cette  l'orme  modérée,  je  ne  crois  pas  qu'un  peu 
d'occupation  puisse  me  faire  du  mal;  au  contraire,  c'est  j)lutôt  une 
distraction  pour  l'esprit. 

Vous  ne  m'aviez  [)as  dit  auparavant  que  c'est  M.  Fizeau  qui 
avait  recommandé  un  séjour  à  Alger.  Quoique  je  n'aie  pas  l'honneur 
de  le  connaître,  vous  voudrez  bien  lui  dire  que  je  lui  suis  très 
reconnaissant  pour  son  hon  conseil.  Je  suis  ici  loin  des  Facultés  et 
je  ne  descends  guère  dans  la  ville.  Cela  fait  ([ue  je  n'ai  vu  depuis 
bien  longtem|)s  les  Comptes  rendus,  et  que  je  ne  sais  pas  les  pé- 
ripéties des  candidalines  pour  la  place  laissée  vacante  par  M.  Mou- 
chez. M.  Callandreau  a-l-il  de  la  chance?  Je  sais  que  c'est  un  de 
vos  anciens  élèves,  et  avec  (pii  je  suis  toujours  très  lié.  Mais  vous 
allez  reprendre  votre  Cours  et  être  bien  occupé  ainsi,  tandis  que 
moi  je  ne  suis  pas  sans  un  peu  de  remords  de  ne  pas  faire  le  mien 
et  d'en  laisser  la  charge  à  d'autres. 

^'euillez  bien,  clier  monsieur,  me  croire  toujours  votre  affec- 
tueusement dévoué. 


363.  —  IlERMITE  A   STIELTJES. 

l'.iris,  4  mars  189.3. 
Mon   cuEii   Ami, 

\  otre  démonstration  de  ma  formule  est  excellente;  je  n'en 
aurais  jamais  eu  l'idée  <  t,  à  suivre  la  voie  à  la(|uelle  je  songeais,  je 
me  serais  égaré  et  perdu  dans  mille  embarras;  en  tout  cas,  Tatlen- 
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lion  (|iie  vous  lui  avez  donnée  est  la  meilleure  récompense  du 
travail  ({u'elle  m'a  demandé.  Des  intégrales  eulériennes,  bien  que 
ce  soit  l'objet  de  mes  leçons,  je  suis  très  loin  en  ce  moment;  une 
autre  question  me  préoeupe.  Je  vous  envoie  un  article  que  j'ai 
reçu  de  M.  David  Ililberl  sur  la  transcendance  des  nombres  e  et  7:, 
qui  vous  intéressera  certainement  au  plus  haut  point  et  (jui  un- 
plonge  dans  un  abîme  de  perplexités  ;  je  ne  puis  me  résoudre  à  croire 
que  l'éminent  géomètre  a  commis  une  erreur,  et  je  ne  serai  aucu- 
nement surpris,  ni  mécontent  de  reconnaître  (|ue  je  suis  en  faute; 
mais  il  me  faut  en  appeler  devant  un  juge  iuq)arlial  et  vous  me 
rendrez  grand  service  en  me  montrant  en  (juoi  je  me  suis  sans 
doute  trompé. 

En  me  bornant  au  nombre  e  et  supposant,  pour  plus  de  simpli- 
cité, /i  =  I ,  l'auteur  veut  établir  (jue  le  nombre  entier 

z9{z    -\)9^'^  e'"dz -k- a^e  1      z9iz  —  i}P+^  e-'  dz 


Pi^a  zP{z    -i)P+^  e'-dz -i- aie  I 


est  ditlerent  de  zéro,  ce  qui  est  le  point  essentiel  dans  sa  méthode. 
On  peut  écrire,  en  changeant  z  en  z  4-  i  dans  la  seconde  intégrale, 


Pi 


^af    z9{z    -i)P+i  e--<f/z^-rti   /      (z  ^  i)?  z?+i  e-~  dz, 


ce  qui  montre  bien  <|ue  P,  est  entier.  Vous  voyez  aussi  que  l'on  a 

Fi  —  a  .  I .  '2 .  .  .  p  (  I  H-  a  )  -i-  ai  .  I  .  -2 .  .  .  (  :  --i-  I  M  i  -f-  a,  ), 
OÙ  a  et  a,  sont  entiers  comme  a  et  a,.  De  là  résulte 

=  a (  I -H  a  j  H-  «1  (  p  -H  1  ) (  1  H-  a,  ), 

et  il  faut  prouver  que  le  second  meuibre  est  différent  de  zéro.  Pour 
cela,  M.  Hilbert  se  contente  de  dire  (|u'il  faut  prendre  p  divisible 
par  a;  or,  je  ne  vois  pas  du  tout  pourquoi,  en  faisant  p  =  «cj,  on 
n'aurait  point 

a(i  -^  a  )  4-  ai(i  H-  aa'  )(i  -H.  «i  )  —  o. 

Celte  égalité  peut  encore  s'écrire 

a[i-l-a  -+-  aij'(i-t-ai)]  -+-rti(i4-ai)  =  0. 


agi  CORRESPONDANCE  d'hermite  et  de  stieltjes. 

Mais,  de  quelque  manière  que  je  la  retourne,  ce  qui  est  évident 
pour  l'auteur  m'échappe.  C'est  sans  nul  doute  ma  faute,  et  je  vous 
serai  on  ne  peut  plus  reconnaissant  de  m'amener  à  le  reconnaître 
et  en  faire  une  sincère  pénitence. 

En  vous  su|)pliant  en  grâce  de  ne  point  gâter  le  plaisir  de  vos 
promenades  en  pensant  à  votre  cours,  et  de  vous  donner  la  com- 
j)lète  satisfaction  de  vivre  à  la  façon  des  zoophyles,  je  rétablis  votre 
correspondance  avec  le  monde  extérieur  en  vous  apprenant  que 
M.  Callandreau,  il  y  aura  après-demain  déjà  quinze  jours,  a  été 
élu,  à  la  presque  uiianimité,  membre  de  l'Académie  des  Sciences. 
Le  seul  concurrent  sérieux  qu'il  aurait  pu  avoir,  M.  Radau,  ne 
s'est  point  jirésenté  personnellement  aux  Vcadémiciens  et  n'a  pas 
entamé  la  lutte;  on  songe  sérieusement  à  lui,  cependant,  pour  une 
élection  prochaine. 

Je  n'ai  pu  parler  lundi  dernier  à  M.  Fizeau  (jui  a  quitté  la 
salle  des  séances  lorsque  y  y  arrivais;  j'espère  le  voir  prochaine- 
ment, lui  donner  de  vos  nouvelles  et  le  féliciter  d'avoir  si  heureu- 
sement donné  le  conseil  de  votre  séjour  sur  la  terre  d'Afrique. 

Dans  l'espérance,  mon  cher  ami,  d'apprendre  que  vous  allez  de 
mieux  en  mieux,  et  en  vous  renou\  elant  l'assurance  de  mon  bien 
iilferlueux  dévoùment. 


364.  —  STIELTJKS  A   H  ERMITE. 

Algei",  8  mars  189.3.  Hôlel  Dario,  Mustapha. 

Chkr   Mo:vsieur, 

Mille  remcrcîments  |)0iir  la  communication  du  liavail  de 
M.  Hilbert  que  j'ai  lu  et  admiré  avec  un  très  vif  plaisir.  J'ai  eu  le 
bonheur  de  faire  connaissance  avec  l'auteur  en  1886,  lorsqu'il  a 
passé  quelques  mois  à  Paris,  el  il  m'envoie  régulièrement  ses 
travaux,  en  sorte  que  je  trouverai  certainement  à  Toulouse  le 
Mémoire  que  je  [vous]  renvoie.  Quant  à  la  petite  difficulté  qui 
vous  a  arrêté,  je  dirai,  pour  le  cas  où  vous  n'auriez  pas  saisi  l'inlen- 
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lion  flo  l'iiiilrur,  que  dans  les  fornuilcs  de  voire  lettre 

Pi^aT    zP(z^i)9+^  e-^dz-i- ai  I       ( z -^  \)P  z9+^  e-^  dz, 

«-0  «0 

Pi  =  a  .  1 .9. ,  .  .0(1-4-  a)  -f-  «[.  I  .•;>..  .  .(p  4-  i)(i  -I-  «i), 

a  est  divisible  par  p  +  i ,  ce  qui  est  le  point  essentiel. 

p 

■ ^ —  =  a(n- a) -+- rti(p -H  i)(  i-t- ai  ) 

1 . 2 . . .  p  ' 

ne  peut  donc  être  nul,  car  a  devrait  être  divisible  par  p  +  i, 
tandis  que  a  est  plus  petit  que  p  et  diviseur  de  p,  ce  qui  est 
absurde. 

En  général,  ayant 

p 

î — =±  a(i  .2. .  ,  rt)P+'         (modp-Hij, 


M.  Hilbert  dit  qu'en  prenant  pour  p  un  multiple  de  «(1.2.  .  .n) 
P,  ne  saurait  s'annuler.  En  effet,  il  faudrait  que  a{\ .  2  . . .  /i)P+'  fût 
divisible  par  p  H-  i .  Or,  soit  p  un  facteur  premier  de  p  +  i ,  />  divi- 
serait encore  «(1.2.  .  .«)P+'  et  par  conséquent  aussi  «(1.2.  .  ,/i) 
et  enfin  aussi  p,  qui  est  multiple  de  a(i.2.  .  .n)\  p  divisant  p 
et  p  +  1 ,  cela  est  absurde. 

On  pourrait  déterminer  0  aussi  un  peu  autrement  par  la  condi- 
tion que  p  +  1  est  premier  el plus  grand  que  «(1.2.  .  .n).  puis 

toujours  X  — —  -<  I.  En  effet,  de  cette  façon  on  voit  aussi  que 

•^  1.2. .  .p  '  *■ 

P/ne  peut  pas  s'annuler,  car    . 

p 

^ —  ==b  a(i.2.  .  .«)P+i  =  zha(i.2. .  .n)         (mod  p  +  1), 

i.a...p  ^  ^  r        -') 

d'après  le  théorème  de  Fermât.  p4-i  ne  peut  pas  diviser  a(i  .2... n), 
puisque  p  +  I  >  rt(i .  2  .  .  .  ;^«)  d'après  l'hypothèse.  De  même,  page  4, 
on  pourrait  prendre  p  +  i  premier  et  plus  grand  que  rt^*'èj,  ;  on 
aurait  encore 

— ï^  =a6pM+MèP+i=a6M6M        (modp-t-i), 


ag  I  CORRESPONDANCE    D  HERMITE    ET    DE    STIELTJES. 

C'est  grâce  à  cette  intervention  de  quelques  vérités  arilliinéli(jues 
que  M.  Hilbert  obtient  une  démonstration  si  simple.  Dans  (juel(|ues 
années,  je  pense  que  les  candidats  à  TEcole  Polytechnique  devront 
savoir  démontrer  l'impossibilité  de  la  (juacbature  du  cercle.  Mais 
justement  à  cause  décela,  il  me  seml)le  que  1  auteur  aurait  bien  dû 
insister  sur  le  raisonnement  (ju  il  a  supprimé;  car,  jusqu  à  pré- 
sent, on  n'avait  pas  encore  appelé  en  aide  Farithmétique  juscprà 
ce  point  dans  cette  question.  Je  crois  qu'elle  estvidée  maintenant; 
peut-être  pourra-t-on  simplifier  encore  un  peu  la  partie  analyti(jue 
en  renforçant  la  partie  qui  est  du  domaine  de  la  théorie  des 
nombres. 

J'ai  été  bien  heureux  d'apprendre  l'élection  de  M.  Callandreau 
et  aussi  la  justice  qu'on  rend  à  M,  Radau,  que  je  ne  connais  |)as, 
mais  (pii  m'a  inspiré  toujours  beaucoup  d  estime. 

Je  peux  vous  donner  toujours  de  bonnes  nouvelles  de  ma  santé. 
J^e  «loinaine  où  je  lais  mes  promenades  s'étend  peu  à  peu.  Veuillez 
bien  me  conserver  votre  amitié,  qui  constitue  une  partie  sensible 
de  m  an  bonheur. 

Votre  dévoué. 

/"*.  5.  —  J'ouvre  ma  lettre  encore  une  fois  parce  que  je  n'ai  pas 
exprimé  assez  mon  admiration  pour  le  principe  nouveau,  je  crois, 
qui  sert  de  fondement  à  la  démonstration  de  M.  Hilbert  et  qui  lui 
permet  d'arriver  au  but  sans  a\oir  besoin  des  formules  de  réduc- 
tion pour  les  intégrales  indéfinies  de  la  forme 


/ 


/(z)F(z)"  e--dz. 

J'ai  besoin,  du  reste,  de  rélléchir  encore  sur  cette  démonstration 
|)Our  en  bien  pénétrer  l'esprit  et  bien  voir  en  quoi  elle  se  distingue 
de  celles  proposées  jusqu'à  ce  jour. 

365     -  HERMITE  A  STIELTJES 

Paris,  i5  mars  iSyS. 
Mon  cher  Ami, 

Vous  avez  aperçu,  au  premier  coup  d'oeil,  ce  qui  m'avait  si  com- 
plètement échappé  et,  grâce  à  vous,  le  nuage  s'étant  dissipé,  j'ai 
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pu  partager  pleinemenL  votre  sentiment  cl'adniinilion  pour  la  dé- 
inonsti'ation  de  M.  Ililbcrt.  En  vous  remerciant  de  votre  bonne 
assistance,  je  viens  vous  apprendre  qu'un'autre  ëminenl  géomètre, 
M.  Hurvvitz,  y  a  également  droit.  Dans  une  lettre  qui  vient  de 
m'arriver,  M.  Hurwitz  me  dit  avoir  lui-même  appelé  l'attention  de 
M.  Hilbert  sur  la  simplification  que  vous  avez  apportée  à  la  démon- 
stration de  la  transcendance  du  nomljre  e  :  c'est  donc  votre  travail 
qui  a  été  l'origine  de  ses  recberches.  Il  ajoute  qu'il  est  parveuu  à 
une  démonstration  encore  plus  simple  que  celle  de  M.  Hilbert,  qui 
sera  publiée  dans  les  JVachrichten  de  Goltingue,  et  il  a  la  bonté 
de  me  la  communiquer.  Comme  je  ne  puis  douter  que  vous  y  pren- 
drez grand  intérêt,  je  vous  la  transcris  textuellement  : 
«   Je  pars  de  l'identité 

D,[e-xF(^)]^_e-/(^), 
en  posant,  pour  abréger, 

F(^)  =  /('.r)+/'(.r)^...-t-/('-)(^), 

/{x)  désignant  une  fonction  entière  de  degré  /■.  En  appliquant 
l'équation  connue 

of.r  )—  0(0)  =.r'|.'(0.r)         (<>  <6  <  0 
je  trouve 

(A)  F(:f-j  — r-M^(o)  =  — .re'>-^'-'-/(0.r). 
»   Supposons  maintenant  que  l'équation 

(B)  Gj-f-  G,e-+-C2e5-:-...+  G„e"=  o 

S  ibjisle.  Go,  C,,  ...,  C„  étant  des  nombres  entiers  et  Cq  étant 
positif  et  différent  de  zéro.  En  désignant  par/»  un  nombre  premier 
plus  grand  que  Cq  et  que  n,  je  fais 

y  (r  )  -r .-r/'-i  (I  —  .r  ) ■'  ('  '2  —  .r  )''.  -  .i  n  —.r):\ 

i  .1.  .  .  jj  --  \  ~  ' 

el  j'applique  la  formule  (A)  pour  .r  —  1,  2,  .  . .,  n.  Ainsi  j'obtiens 

F(A-)_e/.  F(o)  =  E/,         (/.  =  1,2,  ...,  n), 

les  nombres  z^  devenant  infiniment  petits  si  l'on  fait  croître  p,  et 
^(o)?  ^(O^  •  •  -^  F(/t)  étant  des  entiers  dont  le  premier  lï'est  pas 
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(lixisibk'  par/>.  trindis  que  Unis  les  autres  suul  tli\  isihles  par/>.  Or, 
de  l'équalion  {li)  on  lire 

CoF(o)-T-C,F(n^...-r- G„F(«)  =o, 

si  p  est  supérieur  à  une  certaine  limite.  Mais  la  dernière  équation 
inq)lique  contradiction,  tous  les  termes  étant  dixisibles  par  /?, 
excepté  le  premier  qui  ne  lest  pas.  » 

Vons  auriez  bien  certainement  fait  celle  belle  démonstration,  et 
je  ne  serais  pas  surpris  cjue  M.  Hurwitz,  avec  qui  vous  vous  êtes 
déjà  rencontré  autrefois  à  l'occasion  de  la  décomposition  en  cinq 
carrés  des  entiers  ([ui  sont  des  carrés,  vous  ait  pré\enu;  mais 
comme  je  me  trouve  distancé  et  dépassé  sur  cette  question  I 

C'est  avec  bonheur  (pie  j  apprends  à  quel  point  \ous  est  favo- 
rable le  climat  de  lAfrique,  j'espère  aussi  que  ^ous  avez  tou- 
jours de  bonnes  nouvelles  de  vos  petits  enfants.  Les  nôtres  ont, 
en  ce  moment,  les  oreillons,  ce  qui  les  fait  souffrir  un  peu  et  met 
notre  maison  à  l'index,  à  cause  du  caractère  contagieux  de  cette 
affection.  A  notre  époque,  la  médecine  est  inhumaine  à  force  d'hu- 
manité; elle  préscr\e  de  la  maladie  en  conseillant  de  fuir  les 
malades. 

De  mes  leçons  je  ne  vous  dis  rien,  si  ce  n'est  que  j'ai  échoué 

com|)lètemenl  en  essavanl  de  développer  — — —  en  partant  de  la 
formule 


c/.r 


J'ai  bien  vu   qu'en  retranchant  memf)re  à  membre  avec 

loga  —   /      (e--r  — e-«-c)  -  , 
'Jfi  X 


on  lrou\  e 


ou  encore 


r"  dx 

-  [e-a^_(i-:r)-«]  — , 


T(a) 
(juantilé  nulle  pour  a  infini,  et  qu'on  a 


a  /  a  a- 
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Mais,  des  polynômes  X,,  X.,  ...,  X„,  je  n'ai  vu  aiilre  chose  que 
la  relation 

X„+,  -  f\{X„-X'„)dx, 
«^  0 

dont  je  n'ai  rien  su  tirer. 

En  vous  priant,  mon  cher  ami,  de  croire  toujours  à  mon  afl'ec- 
liou  la  plus  sincère  et  la  plus  dévouée. 

366.  —  STIELTJES  A  H  ERMITE. 
\ 

Alger,   19  mars  i8()3. 
Chek  Monsieur, 

J'avais  entrevu,  en  effet,  une  démonstration  de  la  transcendance 
du  nombi-e  e  analogue  ou  identique  à  celle  de  M.  Hurwitz  que 
vous  avez  eu  la  bonté  de  me  communiquer.  Je  voyais  bien  le  rôle 
du  noml  rc  premier/)  et  l'intervention  de  la  formule 

pour  éliminer  les  intégrales  définies.  Mais,  voilà  !  sans  faire  le 
moindre  effort  pour  réaliser  ce  que  je  voyais  en  rêve,  j'ai  quitté  ce 
sujet  pour  essayer  de  retrouver  une  déduction  simple  de  la  formule 
(due  à  M.  Kummer)  qui  donne  le  développement  de  logr(.r)  en 
série  de  Foui-ier  obtenue  autrefois.  Pour  le  moment,  les  choses 
difficiles,  ou  qui  me  paraissent  telles,  m'effraient  et  je  me  rends 
bien  compte  que  j'ai  l'humeur  un  peu  capricieuse,  même  pour  les 
choses  de  la  vie  ordinaire. 

Je  ne  vois  pas  plus  que  vous  comment  on  pourrait  retrouver  le 

développement  connu  de  -^7 — r  —  logrt  au  moyen  de  la  formule 


dx        /Xi       X9       Xt 

e-^  [  —  -^  -^  +  ~  ^ 

x\-"       v^  X, 


1 

Xo  =  —  1),  X„+,  =3     /       x(Xn  —  -X',  l''^^'- 
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Los  termes  en  — -,  ^)  •■•  doivent  disparaître  :  je  lai  vérifii'  nonr 

les  premiers  :  mais  on  ne  voit  pas  pourquoi  cela  arrive  toujours. 
()uant  aux  noml)res  de  Bernoulli  qui  doivent  s  introduire,  et  aux 
propric'tés  du  ternie  complémenliire,  il  |)arait  bien  difficile  d"v 
arriver  par  cette  voie. 

Je  vais  vous  parler  maintenant  de  la  formule  de  M.  Ruminer. 
Par  une  ^généralisation  qui  s'offre  cFelle-même,  je  serai  conduit 
ainsi,  de  nouveau,  à  la  formule  pour  logr(«  +  ç)r(rt4-i  —  ^), 
d'où  vous  avez  tiré,  dans  \(itre  travail  récent,  la  formule  de  Slirling 
généralisée.  Mais  je  serai  un  j)eu  long  et  je  vous  dispense  bien 
d  avance  de  me  suivre  jusqu'au  bout. 

En  déveloj)pant  logr(.r)  dans  lintervalle  (o —  i)  on  a,  d'après 
les  formules  générales. 


logr(a")  =  ao  -^  ai  co?-it.x  ^-  a2COs4  ~x  -+- . 
-r-  P I  «i  n  ?.  - ar  —  S^  si n  4  ~ a^  -!- . 


(o  <  J-  <  1  I. 


|iuis,  pour  n  Ç.I 


^0  =   /      ''»gr(, -ri  dx  =r  log/a-, 

a„  -f-  ,S,.,  i  =  ■>  I      <;î"-r/  log  r  (a-  )  dx. 
Au   lieu  d'intégrer  de   O   vers  A,    on  peut  prendre   le  cbemin 


CL 


0  A 

OCBA.  L'intégrale  sur  C13  est  nulle  à  la  limite.  Donc 

Jq  Jl 

et,  si  l'on  pose  x  --  U\  or  =  i  -J-  /c. 


i.ïïTTiu;  36G. 

c'rsl-à-dirc 

a„  4-  {i„  i  = 

—  >.i  1      e--^" 

^    0 

et  |)iii.s(jac, 
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(,-2.7n.'|og(/r)  di-, 


log(iV)  -r  logr  -+^  -'  f, 

où 

G=  — r'(i)  =  —   r     f-^loga^  <:/3" 
•  0 

est  la  constante  d'Euler  o,55- 

J'ai  (Ht  qu'à  la  limite  l'intégrale  sur  CB  est  nulle.  En  elTet, 
elle  esl 

2  e-î/m/.-  /     ^2/(7:^/  log  r  (  Ai  ^-  .r  )  dr  ; 
«  0 
or  l'expression 

g-j/;TcA  ><  rnod  log T {ki  -\-  x  )         (  o  <  a"  <  1  ) 

est  nulle  pour  k  =  30.  C'est  ce  qui  résulte  de  mon  Mémoire  dans 
le  Journal  de  M.  Jordan;  sans  doute  on  pourrait  l'établir  encore 
facilement  d'autre  façon. 

On  constate  immédiatement  qu'on  peut  généraliser  cette  ana- 
lyse en  considérant  le  développement  trigonométrique  de  logr(ii7) 
dans  l'intervalle  (o  à  r),  /•  étant  un  nombre  entier  quelconque, 
ou  encore  dans  l'intervalle  a  à  a  +  /*,  a  étant  positif,  /■  entier 
|)0sitif  : 

,      „  .     .                             iiz{ X  —  a]                  Aitix  —  a) 
logl  (  37 )  =  «0  -!-  a,  cos h  aj  cos  — ^ -+-... 

-^  pi  sin -H  Pj  sni  ■ h . .  . 


ao  =  -    /  \o^V{x)dx, 

*^  n 


rL;, 
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sul)>litiiant 

T  ^^  a  -\-  fV,         X  —  a^  r -{-  iv, 

oi     f^   —  ?  "  ^  '' 
^t/j-^P/ji^       —le       '■      \ogT{a  -^  ii-)di' 

/      e       '■     \os;T(a -^  r -^  ii>)  dv 

n  X.  2  IITZ  I' 

=  ——  e       ~Vdv, 

P  =  log('a  +  iv  )  +  log(a  +  IH-  tV)  -r-. .  .-H  log(a  -h  r  —  i  -h  ii> }. 

La  fonction  transcendante  logF  (^)  a  disparu  ainsi  dans  les  inté- 
grales qui  donnent  les  valeurs  de  a„  et  p„.  Mais  c'est  seulement 
dans  le  cas  de  M.  Kumnier  qu'on  obtient  la  valeur  explicite  de  ces 
intégrales.  Je  me  bornerai  maintenant  à  considérer  le  cas  le  plus 
simple  et  le  plus  intéressant  /'  =  i .  Or  on  a  alors 

J^n  +  l  

logl"(r)  dx  =  a{\oga  —  i  )  -f-  log  /v.t:, 
a 

a«  -H  ^n  i  =  —  9.i  I      e-  2"7i''  log (  a  -;-  iV  )  dv, 

et,  en  écrivant  a  -f-  H  au  heu  de  x, 

logr(«  -^  ^  }  —  oLq  -{-  OLi  cos27r^  —  a2  COS47:;  ^-.  .  . 

-f-  (iisin  9.-Ï  -t-  Ê2  sin  i'^?-^-  •  •  (o  <  |  <  i). 

A  cause  de 

I  p 

log(a  H-  iv)  —  -  Iog(«2  _^  (;2  j  _4_  ,'  arc  tang  -  , 


on  a 


a„  =  2    /      arc  tang- e-2'27ifc?(> 

pn  =  —    f        l0g(  «2  _H  (,2)  g-2//7r.'  c/v, 

puis  on  conclut  aussi 

-logr(a  -t-  Ç)  r(a  -4-  I  —  i,)  =  9.7.0  -h  -2x1  cos-mÇ  H-  ^«2  cos4~$  -f-. . ., 

et  cette  formule  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  celle  que  vous  obtenez 
page    585,    ligne    2    en    remontant.    En   effet,    le    coefficient 'de 
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cosamiiç,  ici,  est 

'2a,„  =  î  /      arc  tan  y  -  e-2"'iï»'  di>, 
i/o  "■ 

et,  à  l'endroit  cité,  on  trouve 

—       /  (IT. 

TT  J_  ^  m  {x^-+-  a^  ) 

L'identité  des  deux  expressions  est  évidente. 

Du  reste,  d'après  les  expressions  de  a,,,  jS,,,   on  voit  qu'on  ob- 
tient, expinmées  par  une  seule  intégrale  définie,  les  sommes 


^a„  cos2/jitJ,      ^  p,j  sin '2/111;  —  -  log 


r(a+i-5) 


Mais  je  ne  poursuivrai  pas  plus  loin  ce  sujet  et  je  terminerai  par 
cette  remarque  que  la  formule  que  j'ai  obtenue  pour 


I  ^  r(«-4-ç)t'(«-^' 


rH«) 
(page  587  de  votre  travail)  peut  se  mettre  sous  cette  forme 


a 


«g    '-  ::    -X'os    '- 


(a  4-  rt  )- J 


\     r'^    adu  V  e27i«  .4 


ginti  _]_  g-2iiu —  2C0S?,ir$ 


gna e— ■'ï»  )2 


J'espère,  cher  Monsieur,  que  la  maladie  dont  souffrent  vos  en- 
fants conservera  le  caractère  bénin  qu'elle  a  ordinairement,  et  que 
NOUS  sortii-ez  bientôt  de  la  quarantaine.  Nous  pensons  rentrer  à 
Toulouse  peu  de  jours  après  Pâques,  en  sorte  que  je  reprendrai 
mon  cours  après  les  vacances.  Crojez-moi  toujours  votre  très  sin- 
cèrement dévoué. 
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367.  —  IIERMITE  A   STIELTJES. 

Paris,  20  mars  i8y3. 
Mon  cher   Ami, 

M.  Fizeau  a  témoigné  le  plus  grand  plaisir  en  apprenant  les 
résultats  favorables  de  votre  séjour  à  Alger  et  me  charge  expressé- 
ment (le  vous  faire  parvenir  l'expression  de  sa  vive  sympathie,  de 
uiéme  M.  Berthelol  et  M.  Bertrand,  présents  à  notre  entretien. 
D'aujourd'hui  en  huit,  je  partirai  pour  pysser  à  Flanville,  en  Lor- 
raine, les  congés  de  Pàcjues  dont  je  me  sens  grand  besoin,  ne  me 
sentant  plus  l'ondjre  de  courage  pour  le  travail.  Je  puis,  toutjuste, 
préparer  et  faire  mes  leçons,  et  il  faut  me  contenter  de  ces  chan- 
gements infiniment  petits  dont  ne  s'aperçoivent  même  pas  ceux 
auxquels  ils  s'adressent.  Ainsi,  je  prends  la  formule 

r(a  )       J  ^  \e^  —  i         X  )        ' 
et  je  remarcpie  qu'en  retranchant  mend)re  à  membre  avec  l'équa- 

/•"      (tllX    pX 

lofra  =   / —  dx. 

.1  X 


tion 


on  obtient 


-log«=  I      ( 


ru<  I        "      ./     *  6'-^—  1      X 


e^jc  jj- 


p    <     !•  ■  .    ,•  Via)         ,  •    /-    •     -»r   • 

(I  ou   1  exj)ressu)n   asynqjtolique  p^ —  =iogrt  pourc/inum.  Mais 

on  peut  écrire 


lia)        ,  r     x^i  —  e-'-      ga-»--      ,  r^  e-^ 


X    -  I      ë"-^ 

dx. 


X  i  —  e-' 


et,  en  développant  en  série  ~^~.^   l'intégrale    s'exprime   par  le; 
.piantilés    I      ^ «^''+«'-^'<:/a:,  c'est-à-dire 

dx  —    /         e(a+/j)jr  (Ij-^ 
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3o3 


ou  1)1  en 


log 


a  -f-  n  -h  I 
a  -h  n 


On  a  doue  cette  formule  qui  ne  laisse  pas  que  de  me  causer  un 
peu  d'embarras 


Fia)  "         ^La  +  /i  ' 


(/i  =  o,  i,  i,   . 


parce  qu'elle  implique  une  coupure  absolument  inoppoiliine. 
Permeltez-moi  de  revenir  un  moment  sur  la  quantité 


.>■    -c/lof;(  1  -1-'-   ) 


a         a* 


La  diflérentiation  donne  l'identité 

X      l        X,        \., 

X  -\-  a\  a         a* 


X'         X' 
a  a^ 


et,  en  chassant  le  dénominateur,  on  obtient  la  relation  de  récur- 
rence 

d'où 


et  enfin 


"^'n+x  —  -^'(X/,  —  X,',  ) 


x„-hi  =  /    a( x„  —  x;j dx. 


puisque  tous  les  polynômes  s'annulent  a\ec  x.  La  relation  (  T)  me 
tente  quelque  peu.  On  en  tire 

/x;,^,e--^  dx  =  /^(X,,  — X;,  )e-^  dx  =   1  xd{~  X„e-^), 

et,  par  consécpient,  en  intéj^rant  par  parties, 

X„4_i  e-^'  4-  /  X,;+i  e--^'  dx  =  —  x  X„  e--^  -H  /  X„  e--^  dx  ; 

mais,  encore  une  fois,  je  n'ai  plus  de  courage  à  l'ouvrage.  Je  vais 
écrire  à  M.  Hur\vitz  pour  lui  demander  de  publier  sa  lettre  dans 
les  Comptes  rendus  :  quelle  merveilleuse  chose   que  sa  démon- 
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slralioii!  En  vous  rappelant  mon  adresse  à  Flanville,  par  Noise- 
ville  (Lorraine),  et  vous  priant  de  me  croire  toujours  votre  ami 
bien  alTectueusement  dévoué. 

368.    -    IIERMITE  A   STIELTJES. 

Paris,  i6  avril  189.3. 
MoA    CHER   Ami, 

Jai  eu  le  regret  de  ne  pouvoir  me  joindre  à  M.  Baillaud  et  à 
M.  Tannerj  dans  les  démarches  qu'ils  ont  faites  au  Ministère  pour 
obtenir  le  congé  qui  vous  a  été  donné  :  c'est  à  eux  seuls  que  sont 
dus  vos  rcmercîments;  ils  y  ont  tous  les  droits,  mais  je  n'ai  pas 
besoin  de  vous  dire  combien  je  suis  heureux  que  leur  zèle  et  leur 
dévouement  aient  été  couronnés  de  succès.  Incessamment,  je 
compte  être  renseigné  par  M.  Tannery  sur  toutes  les  circon- 
stances de  votre  alFaire  et,  dorénavant,  s'il  v  a  lieu,  nous  serons 
trois  pour  agir. 

Ne  regrettez  pas  trop  ce  que  vous  appelez  votre  indolence;  rien 
ne  me  semblait  meilleur,  à  Flanville,  que  de  vivre  submergé  par 
la  paresse,  et  à  mon  retour,  les  leçons  de  la  Sorbonne,  les  obliga- 
tions de  toutes  sortes,  me  rappellent  le  texte  des  Actes  des 
Apôtres  :  durum  est  tibi  conti'a  stimulum  calcilrare. 

Permettez-moi  de  vous  apprendre  que  M.  Lerch,  de  Prague,  est 
un  de  vos  admirateurs;  il  m'a  récemment  écrit  au  sujet  de  votre 
mémoire  sur  la  valeur  approchée  de  logT(rt)  pour  m'en  exprimer 
son  sentiment  auquel  je  ne  contredis  point,  vous  devez  le  savoir. 
Mais  il  m'(djserve  que  la  formule  du  terme  complémentaire 

"(«'=2^     ^3:^^-/r        (^  =  0,1,.,..., 

a  été  obtenue  antérieurement,  sous  différentes  formes,  par  M.  Gil- 
bert, de  Lou\ain,  dans  un  mémoire  de  lAcadémie  de  Bruxelles, 
(t.  II,  1875),  que  j'ai  dû  certainement  avoir  sous  les  jeux,  et  que 
j'ai  eu  le  tort  d'avoir  complètement  oublié. 

En  même  temps  il  me  donne  l'expression  suivante  : 


TU  (  a  ,1  =   /     -~ -^^  (x  —  -]  dx, 


X)  /    _  2 
'{a  -T-  X)  \  7. 
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d'où  l'on  lire,  en  intégrant  par  parties, 


W{ 


lo^  Via  -+-  X  )  dx, 


ce  qui  est  le  lien  qui  rattache  nï(rt)  à  l'intégrale  de  Raabe. 

Je  crois  toutefois  que  M.  Bourguet  a  sa  belle  part  dans  cette 
(piestion,  et  qu'il  a  montré  un  bien  beau  talent  d'invention  pour 
arriver  à  la  formule  dont  la  vôtre,  ou  celle  de  M.  Gilbert,  est  la 
conséquence. 

Un  mot  encore  au  sujet  des  logarithmes  qui  entrent  dans  la 
série 

loglV«)=-Ca-^y——lo8  (•-+--)    • 

J'ai  cru  nécessaire,  dans  mes  leçons,  d'insister  sur  leur  détermi- 

nation,  et  de  la  conclure  de  linlégrale  /      -^>  prise  en  suivant  une 

Ji       " 

lii;ne  droite  de  i   à  a,  ou  plutôt  /  — —,  c'est-à-dire,  en  rem- 

»  '         ^  J,  •  +  -  ' 

plaçant  a  par  c/  +  i , 


/  "     a  dx     __      r*  ■    dx 

^/      v-^  ax  ~    I       I 

"  I        -  +  X 


Soit 


a  ^ 


cette  intégrale  s'exprime  par 


les  arc  tangentes  étant  compris  enlre  —  -  et  H — ^-  J'en  conclus  la 
formule  sui\ante  : 

log(j'  +/■_/)  r-    ^\oa{x'^  -{-  y-) 

.  [                  x''-  —  X  -\-  y-                          I  —  X 
-H  J    arc  lang = h  arc  tans 

\  y  y 

Celle  détermination  unique  est  une  fonction  continue  de  x  et  r, 

II."  20 
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sauf  lorsffuc  les  IVaclions ■ —  cl deviennent  infinies, 

y  y 

c'est-à-dire  dans  le  voisinage  de  y=o.  Supposons  ,r<^o;  les 
numérateurs  sont  positifs,  par  conséquent  lorsque  y  passe  du 
positif  au    négatif,    les    deux  arc  tangentes  passent  brusquemenl 

de  -h  -  à  —  -;  la  partie  négative  de  Taxe  des  x  est  donc  une  ligne 

de  discontinuité.  Mais  pour  ,r  >>  o  les  fractions  sont  de  signes  con- 
traires et  leur  somme  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  j'. 

Tout  cela,  mon  cher  Ami,  c'est  pour  les  écoliers  :  on  peut  \ 
ajouter  qu'en  définissant  le  logarithme  pour  des  valeurs  imagi- 
naires par  l'expression  à  sens  unique  que  vous  connaissez  ample- 
ment 


\0" =   / 

°x~i      J_j     x-z 


on  trouve  exactement  le  résultat  qui  précède. 

En  attendant  de  vos  nouvelles,  et  vous  priant  de  croire  toujours 
à  mes  sentiments  de  la  meilleure  et  de  la  plus  sincère  afieclion. 


369.         IIERMITE  A   STIELTJES. 

l^ai'is,  2,')  avril  i8y3. 
lMo]N-   CHER   Ami, 

Vous  me  causez  autant  de  surprise  que  de  plaisir  en  m'appre- 
nant  votre  retour  en  France  ('  );  jetais  loin  de  m'y  attendre,  et  jr 
vous  félicite  vivement  d'avoir  hien  supporté  la  fatigue  d'un  si  grand 
voyage  et  de  vous  trouver  heureusement  réuni  à  votre  famille. 

Pendant  que,  de  votre  |)ersonne,  vous  décrivez  un  contour  fermé 
d'une  immense  étendue,  j'en  fais  de  tout  |)etits,  d  infiniment  petits 
sur  le  tableau  de  la  Sorbonne  en  poursuiv.mt  la  théorie  de  la 
fonction  eulérienne  qui  prendrait  tout  le  temps  de  mon  Cours  s'il 
ne  me  fallait  aussi  faire  des  fonctions  elliptiques.  Mais  je  ne  fais 
aucune  recherche;  les  idées  me  manquent;  ce  que  je  crois  rencon- 
trer se  trouve  n'avoir  aucune  valeur,  et  je  ne  recueille  que  des 
déceptions,  l.n  \oici  une  entre   autres;    on  a,  comme  on  le  vérifie 


(')  Celle  lelire  répond  à  une  lellre  perdue  de  Slielljes.  (Aote  des  redaci  j 
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immédialenient, 


2     r^  «2  dx 


_    I  I 

)        n        a  -{-  n 


avec  la  condition  que,  dans  le  second  membre,  a  et  n  soient  pris 
positivement.  Il  en  résulte  qu'en  faisant 


on  obtient 


u 


a^f(x)  dx  ^    ,  ,^     , 


et,  par  conséquent , 

2     /""  X 

-    I      a  nvclan'^  -  fix)  dx —-- Ca -h  \02Ti  a -i- i), 

TT  ,  A  'a 


ou  encore 


arc  tanga7/(^«a")  ^:r  =  --  Ga  +logr(a  -!-  i). 

Pour  «  =  I ,  il  ^ienl  cette  inutile  formule 

9.     /"° 

-    /      ave  tangx/{x)  dx  =  —  C, 

de  sorte  qu'on  peut  écrire,  sans  profit  aucun  pour  le  calcul  et  même 
avec  beaucoup  moins  de  simplicité  qu'en  partant  de  la  définition 
de  r(rt),  la  valeur  de  C  par  une  intégrale  définie. 

Je  n'ai  pas  besoin  de  vous  dire  que  j'aurais  voulu  avoir  pour 
logr(a)  une  expression  simple,  semblable  à  celle  du  terme  com- 
plémentaire de  la  formule  de  Stirling,  qui  m'aurait  appris  quelque 
chose;  mon  espoir  a  été  trompé  et  il  faut  me  résigner,  quoiqu'il 
m'en  coûte,  à  ne  pas  voir  la  théorie  s'ouvrir  par  une  voie  dans 
laquelle  l'argument  a  n'apparaîtrait  que  sous  forme  rationnelle 
dans  les  intégrales,  au  lieu  d'y  figurer  en  exponentielle. 

En  vous  suppliant,  en  vous  conjurant  de  repousser  toute  idée  de 

(  '  ;  Note  de  Stleltjes.  —  C  est  négatif  ici  et  égal  k  —  (>,')--■ .  .■ 
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travail  afin  de  vous  consacrer  uniquement  au  repos,  au  repos  le 
plus  absolu  après  votre  odyssée  qui  a  été  visiblement  favorisée  pai- 
le  ciel,  et  en  vous  demandant  de  compter  fermement  sur  moi  pour 
le  soin  de  vos  intérêts  au  Ministère,  je  vous  prie,  mon  cher  Ami, 
de  croire  toujours  à  mes  sentiments  de  la  plus  sincère  et  de  la 
meilleure  affection. 


370.         sriELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  5  mai  1898. 
Cher  Mu^siecr, 

Vous  me  pei^mettrez  de  vous  écrire  de  temps  en  temps  dans  le 
seul  but  davoir  de  vos  nouvelles. 

Sans  doute  \ous  avez  perdu  de  vue  maintenant  la  fonction  F  cl 
ce  sont  les  fonctions  elliptiques  qui  doivent  vous  occuper.  C'est 
cependant  sur  le  premier  sujet  que  je  vous  dirai  deux  mots  un  peu 
plus  bas.  Mais  s'il  vous  coûte  un  elTort  pour  vous  arracher  des 
fonctions  elliptiques  ne  faites  aucune  attention  à  ce  que  je  dirai: 
aussi  cela  ne  vaut  pas  grand'chose. 

Je  continue  à  me  porter  assez  bien;  cependant  je  ne  suis  pas 
très  solide  encore  et,  ayant  voulu  m'appliquer  fortement  à  un 
sujet  difficile,  cela  ne  ma  pas  bien  réussi.  Aussi  je  renonce 
encore,  pour  le  moment,  à  travailler  sérieusement  et  je  me  con- 
tente de  réHécliir  un  peu  superficiellement  et  vaguement  sur 
divers  sujets.  ^  oici  maintenant  1  idée  qui  mest  passée  par  la 
tète.  \  ous  savez  qu'on  peut  représenter  J(  rt)  par  une  intégrale 

/       e-"x  ■:.(x)  clx, 

mais  on  doit  supposer  la  partie  réelle  de  a  positive  tandis  qu'il 
convient  de  considérer  J(a)  dans  tout  le  plan  avec  la  coupure  d^-  o 
à  —  X.  Ainsi,  dans 

a  ^ /-(coso -H  £ siii'i)         ('■>'>), 

1  argument  '^  varie  entre  les  limites  1=  -. 
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Ajant  remai(jiié  que 


\Ja  =  \J r  I  cos  -  -I-  t  sin  -  1 


a  une  partie  vCicWç, positive,  je  nie  suis  demandé  si  l'on  ne  pourrait 
|)as  représenter  J(«)  dans  tout  le  plan  (exeeplé  la  coupure)  par 
une  Inti'jirale  de  la  forme 


£ 


e-^\'^'(^{x)  dx. 
En  supposant 

0 

il  vient 


/ 


e--^-\'^i ^ (.r )  (Ix  =z2\ 


Identifiant  cette  série  avec  celle  de  Stlrlln^ 

B|     _      n,      ^      R.      _ 
1  .  lit        3  ..'i  .«•*         j.u.a' 

on  obtient  les  c„  et 

Bi.r  B,a-3  B:^x''  tî..ri3 


f(x')  = 


1 . 2 . 1  !      3.4.31       5.6.9:       7 . 8 . 1 j : 


La  valeur  asjmptotique  de   B«_^,  :  B,^  étant  — ;;  on  constate  que 

la  série  obtenue  est  toujours  convergente  ;  o(^)  est  une  fonc- 
tion entière. 

Il  va  sans  dire  que  cette  déduction  manque  de  rigueur  et,  pour 
savoir  ce  que  vaut  le  résultat,  il  faudrait  étudier  maintenant  la 
fonction  'f{x),  reconnaître  comment  elle  se  comporte  pour  x  très 
grand,  pour  savoir  si  l'intégrale 

/      e^-^^vf{x)dx 

a  un  sens.  Voilà  une  recherche  qui  parait  difhcile;  j'entrevois  la 
possibilité  de  représenter  '~^{x)  par  une  intégrale  définie;  mais  je 
ne  sais  pas  si  l'on  pourra  en  tirer  quel([ue  chose.  J'ai  cependant 
•[uelques  raisons  pour  croire  que,  pour  x  très  grand,  'f  (.r)  tend 
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vers  zrro  en  changeant  de  signe  conlinucllenient  comme  la  fonc- 
tion de  Bessel  et  de  Fourier. 

La  série  o(j:)  étant  toujours  convergente,  il  ne  faut  pas  s'étonner 
qu'elle  conduise,  par  rinlégralion,  à  la  série  de  Slirling  qui  est 
ilivcrg(Mite.  l'n  eflet,  dans  des  cas  pareils,  on  nest  jamais  autorisé 
à  intégrer  les  termes  de  la  série;  cela  ne  peut  se  justifier  que  dans 
des  cas  particuliers.    Vinsi,  par  exenq)ie,  sup|)osons  <7  >  o  et 


i      X -''''^-l 


dx. 


I — e^''^  !  -  x         l>-^x-  b'* x^ 

■ =  h 


I  .  •}.  1  .  i  .  i  I  .  V  .  3  . 


est  une  série  toujours  convergente;  m  lis  en  intégrant  il  vient 
h         h'-         />s  h'* 

série  ([ui  n'est  convergente  que  sous  la  condition  [  6  [  ■<  a. 

Puisqu'il  est  assez  probable,  d'après  ce  qui  précède,  que  J(V/) 
peut  s'exprimer  dans  tout  le  plan  par 

/      e--^'y" ^( X)  dx, 

on  peut  chercher  aussi  à  obtenir  cette  formule  en  partant  des 
expressions  connues  de  i  (o-)  dans  tout  le  plan.  C'est  de  cette 
façon  que  j'ai  cru  retrouver,  en  effet,  cette  formule,  avec  une 
expression  de  f(^)  qui  me  donne  à  penser  c[ue  y{^)  tend  vers 
zéro  pour  ^  =  00,  comme  je  le  disais  plus  haut.  Mais  je  n'ai  pas 
encore  suffisamment  approfondi  ce  sujet,  qui,  peut-être,  se  mon- 
trera trop  difficile  pour  moi. 

En  espérant  d'avoir  bientôt  de  bonnes  nouvelles  devons,  je  vous 
renouvelle,  cher  Monsieur,  l'expression  de  mes  sentiments  d'afiec- 
tueux  dévouement. 
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371.    -  STfELTJES  A   IIERMITE. 

Toulouse,  \'i  mai   iSçjS. 

Gmku   Monsieur, 

Le  géonirlie  anglais  G.  Boole  a  donné,  en  i85(),  dans  son  Trea- 
lise  on  dijjerential  équations  (Chap.  VI,  p.  i3)  la  formule  sui- 
vante, 

K2[/"'(r)+-/"'(-^)](7--^)' 


1  .■>. 

0 

■>.(■>.<■'- 

1 

- 1) 

où  B),  Bo,  . . .  sont  les  nombres  de  BernouUi. 

Je  me  suis  proposé  d'établir  cette  formule  avec  le  terme  com- 
plémentaire. Le  problème  n'est  pas  difficile;  c'est  plutôt  un  bon 
exercice  d'écolier,  mais  qui  n'est  pas  sans  intérêt.  J'ai  servileinenl 
suivi  vos  méthodes  pour  les  fonctions  de  Bernoulli  et  la  formub; 
sommatoire,  qui  s'appliquent  ici  encore  avec  un  plein  succès. 
Voici  mes  résultats  : 

— i-f-cpia;    i)2-!-...-f-©(a",  «) 


1 . 2   .  .n 


<>.  9.f  0.2—  l  )  ■>.(-i''  —  n  2(  26—  i)       ^        , 

=  1 B 1  G  H — — -  Bo  j  ' ,.,.,.  B3  x;5  -i~  .  . 

e2+ I  1.2  1.2.J.4      ■  1.2.3.4.5.6 

cp  ('  I  —  a',  2  n )  —  cf  ( a?,  2  n  ), 

o  (  ,r,  2/1)  =  ,r-"  —  (  2  n  )]  (  2-  —  1  )  — -  x'-"-^ 

B  B 

4-  f  2  «  )3  ( 2''  —  1  )  —  :r2"-3  —  (  '2 n  )i  (  2^  —  !  )  ^  x--'-»  -h  .  .  . , 
2  ~  j 

,.  +  A)  -/(or)  =  '^^^^  Bi  [/(.r)+/'(^-f-  /0]A  -  '^^^^^  B,\f"'ix)+/"'{x-^h)]h^- 
^  (—lyi-i  ■^■^^■'^'  — ')B„  ry.2,,-1  (^  )  -+- /2«-'  (  ^  -4-  /ol  /i2"-i  -+-  R„, 

^  1.2.0.  .  .i2/i)  -^  '  " 

/,2«-t-l  /-  ' 

R«  —  T /     (f(u-2n)/-"+Ua:  +  hu)du. 

1.1.6. ..(^n)J^    TV    '        /./  V  / 
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Le  polynôme  ( —  i)"  'f  ('^,  2/?)  est  constamment  posilit'  dans  l'in- 
tervalle (  o.  1)  et  croît  de  u  =  o  à.  m  =^  -5  iiour  décroître  de  u  ^=  - 

'  ■>.     '  t. 

à  {/ =  I .   C'est  ce  qu'on  établit  encore  en  suivant  votre  méthode 
qui  conduit  aux  formules 


I  —  ç(a',  2) !- 'i(a7,  t  I 


cos 

1  _ 

— 

log 

cos 

1 

2 

z 

COI 

^{x 

—  ' 

') 

^ 

1.2  I . 2 . J . 4 


(a„>o); 


cos -^2 
X,  =  i  —  (ix  —  i)"-,         X2  =  i  — (a^r  —  i)^,         X3=  \  ~  (ix  —  i)'^, 

On  a 


/ 


o(  U,  -zn  }  du  =  ( —  i)" 


(  2  /i  H-  I  j  (  2  n  -r-  2  ; 

d'où  1  on  conclut  pour  R„  l'expression  suivante  : 

R„=  (—  0"    4(a^"-^^— l)B„^i    y2„+,^  ^  ^()h\/f2„+l  (o  <  0  <  l). 

■        l  .-l.S.  .  .\  -2/1  -^  i  ) 

C'est  le  terme  suivant  de  la  série,  dans  lec[uel  on  a  remplacé 

/■2«+>(a7)-i-/2«+i(a--h/n         par         2/2''+i  (  .r  —  0/t). 

Les  polynômes  '^  peuvent  s'exprimer  facilement  par  les  pol}  nomes 
de  Bernoulli.  mais  je  ne  vois  pas  qu'on  puisse  tirer  cpielque  chose 
d'utile  de  ces  formules,  et  il  semble  que  les  polynômes  o  méritent 
une  étude  directe. 

Vous  voyez  que  je  continue  à  me  distraire  en  travaillant  un  peu, 
tout  doucement,  je  ramasse  surtout  de  nouveaux  matériaux  pour 
mon  travail  sur  les  fractions  continues,  et  je  vous  dirai  que  cette 
excursion  sur  une  formule  de  Boole  n'est  pas  étrangère  à  mon  des- 
sein principal.  En  effet,  j'ai  été  ainsi  conduit,  par  exemple,  à  consi- 
dérer l'intégrale 


/■ 


(x  —  i)zi        .,  I         o(x,i)        a(x,^) 


cos p- —  e   "^  dz  =  — 


En  supposant  o  <a:<C  i ,  la  série  divergente  a  toutes  les  propriétés 
de  celle  de  Stirling;  mais  je   trouve  qu'elle  donne   une  fraction 
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continue  converfirente 


a-\- 


As 


on  ^2//=  n"^-!  ^^2rt4.i  =^  {n  -^  x)  [n  -^  \  —  x).  L'intégrale  s'exprime 
sans  doute  par  la  fraction 

|;l08r(a), 
etc.,  etc. 

En  faisant  les  meilleurs  vœux  pour  votre  santé,  vous  voudrez 
l)ien  accepter  la  nouvelle  assurance  de  mon  dévouement  sincère. 


372.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  17  mai  1898. 


Moi 


Après  chaque  leçon  je  dors  sur  les  deux  oreilles  et  je  serais 
désolé  de  mon  état  de  paresse  si  je  n'apprenais  que  M.  Bertrand 
ne  vaut  guère  mieux.  On  vient  de  me  raconter  qu'il  a  passé  quatre 
jours  à  Saint-Malo,  dans  une  chambre  d'hôtel,  à  regarder  en  face 
de  lui  la  mer,  sans  bouger,  sans  rien  faire;  j'aurais  grande  envie 
de  suivre  son  exemple;  mais  les  leçons  sont  là,  plus  impérieuses 
encore  que  le  devoir  que  j'ai  laissé  en  souffrance  de  vous  écrire  et 
de  vous  répondre.  Au  sujet  de  votre  égalité 

— =  j  _j_  ç(^^  \)z  -\-..  .-^  o{x,  n)  — — —  •  •  •  , 


\t  remarque  que 

e--Hi  e-~ — i  e-2 — 1 

Faisant  donc 


r=2s..,(>) 


i .  i. .  .11 
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\ous  voyez  qu'on  trnnxc 

[/  T  -  "  I  '  f  X  \ 

On  a  aussi,  lorsque  n  esl  pair, 

ce  ([ui   donne 

o{x,  H)  —-  S„(23:)    -  U"-^'  S„  (  -  1  • 

l^oui'  //  iinpaii-,  l'égalité  analogue  étant 


n—  I 

(  —  11     2 


-^  '   '\  »      c.       ,  (  —  1)2/  ,        \ 


B.vM, 


le  ic'sultat  est  moins  simple. 

Permettez-moi  de  vous  demander  si  Ton  a  remarqué  les  expres- 
sions asjmptotiques  suivantes  : 

e       ,  (— i)"'-'B,„     . 

■AT. 

ni  -i-  1 

Klles  mettent  en  évidence  la  proposition  de  Malmsten  que 

(— n'"  S,,„(a"')  ^      .o 
et         (  -  i)'«+i  S2„,+i  (^^  ) 

•IX  —  I 

sont  des  quanlités  positives  lorsque  x  varie  de  zéro  à  l'unité  et  ont 

un  seui  maximum  iiour  .r  =  -  • 

Et  maintenant,  cher  Ami,  veuillez  entr'ouvrir  la  porte  (pii  donne 
accès  aux  confidences,  ne  pouvant  me  retenir  de  vous  conter 
mon  histoire. 

J  ai  un  article  à  envoyer  en  Amérique;  je  n'ai  pas  le  courage  de 
chercher  dans  mes  souvenirs;  les  valeurs  asjmptotiques  de  S„(.r) 
(pie  j'ai  à  ma  disposition  feraient  bien  mon  alVaire,  si  mon  résultat 
n'a  pas  été  déjà  donné.  En  comptant,  mon  cher  Ami,  sur  votre 
érudition  autant  que  sur  votre  obligeance,  je  vous  prie  de  me 
croire  toujours  \otre  bien  sincèrement  et  aflectueusement  dévoué. 
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373.         STIKLTJES  A  H  ERMITE. 

Toulouse,  18  mai   i8(j.3. 
Chfk    MoNSIEUn, 

Sur  Ja  qucsliôu  de  la  valeur  asymplolique  des  polynômes  de 
Bernoulli  je  dois  vous  sii^iialcr  iiu  arliele  de  M.  Appell  :  Noii- 
s^elles  Annales  de  mathématiques  (.V'  série,  t.  VI,  année  iHS'j, 
p.  517).  Après  la  publication  de  mon  Mémoire  sur  le  dévehjp- 
pemenl  de  logT(«)  (1889),  M.  Appell  m'a  écrit  une  lettre  pour 
appeler  mon  attention  sur  son  travail  que  j'aurais  du  citer  à  la 
dernière  page  du  mien;  mais  le  mal  (Hait  fait.  Vous  verrez  que 
M.  Appell  obtient  les  formules 

cp,„+,(^)  =  (- i)"+i(.2«  +  .  )1 -^^^-^^^( . -;- £,,,^,  ), 


OÙ  e^n  et  £2//+!  tendent  vers  zéro  avec  ~  ■>  et  cela  [iouv  toute  valeur 

réelle  ou  imaginaire  de  x,  à  l'exception  seulement  des  valeurs 
entières  o,  =c  i ,  ±2,  ...  Cela  est  d'abord  un  peu  surprenant; 
cependant  c'est  parfaitement  vrai,  comme  cela  résulte  du  raison- 
nement développé  par  M.  Appell.  Je  crois  qu'il  a,  lui-même,  envi- 
sagé seulement  les  valeurs  réelles,  puisqu'il  dit  qu'on  peut  déduire 
son  résultat  aussi  de  la  considéi-ation  du  développement  trigono- 
métrique  des  fonctions  cp.  Or  cela  n'est  vrai  que  tant  que  x  est 
réel.  En  effet,  supposons  o  -<  x  <.  i ,  on  a 

cp„(r  -(-  l)  =   cp„(a-)  -+-  37",  ^n{X  ^1)  —  0„{x)  -^  X'>-\-{x  -r-l)",  

Or  ces  quantités  .r",  {x-\-i)"  sont  infiniment  petites  et  négli- 
geables par  rapport  à  '^n{x)  qui  croit  plus  rapidement  que  la  puis- 
sance /î"""^  d'un  nombre  fixe.  Ainsi  '^'«(x),  cp„(j7  +  i),  ...  ont  même 
expression  asymptotique.  Le  développement  trigonométrique  sup- 
pose essentiellement  x  réel  et  compris  entre  o  et  i.  On  ne  peut 
pas  aborder  de  cette  manière  les  valeurs  imaginaires. 

Ce  résultat,  que  '0„{x)  croît  avec  n  plus  rapidement  que  la  puis- 
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sance  /?■«■"•'  (run  noiiil)rc  fixe  fjiicIcoïKjiu'  (si  yrand  qu'on  voudrait 
le  prendre)  intervient  fâcheusement  si  l'on  se  propose  le  [)roblème 
suivant  :  Soit 

ao 


une  fonction  entière;  la  série  étant  toujours  convergente,  on 
demande  de  déterminer  une  seconde  fonction  entière  H  (a;)  telle 
que 

H(.r-t-i)  — H(a-)  =  G(j-), 

Si  la  série 

go 

(2)  2^f'u'in(^) 

0 

était  convergente  on  pourrait  la  prendre  immédiatement  pour  H(x) 
et  la  question  serait  résolue.  Mais,  à  cause  de  la  circonstance  men- 
tionnée, la  série  (2)  n'est  pas  toujours  convergente  et  lest  même 
seulement  dans  des  cas  exce[)tionnels.  C'est  pour  cela  que  la 
solution  de  la  question  posée  n'est  pas  si  simple;  M.  Guicliard 
l'a  résolue  complètement  dans  un  beau  mémoire.  Récemment 
M.  A|»|)ell  est  revenu  sur  celle  question  dans  le  journal  de  Jordan; 
il  a  modifié  un  peu  la  méthode  de  M.  Guichard.  Au  fond  la  solu- 
tion revient  à  ceci,  que,  au  lieu  de  (2),  on  prend 

00 

(3)  ll(x)=^a.,[o„(x)~^n{^>], 

0 

où  les  Rrt  admettent  la  période  i  et  sont  choisis  tels  que  la  série  (3) 
est  convergente  en  même  temps  que  (i).  Toute  la  difficulté  réside 
dans  le  choix  de  ces  R„(:r)  qui  peut  se  faire  encore  d'une  infinité 
(le  manières.  En  étudiant  les  Mémoires  cités,  j'ai  cru  qu'on  pou- 
vait le  faire  bien  plus  simplement  que  MM.  Guichard  et  Appell  et 
je  soupçonne  fort  qu'il  suffit  de  prendre  pour  R«(^)  la  somme 
des  n  premiers  termes  du  développement  trigonométrique  de 
On{x).  Mais,  jusqu'à  présent,  le  temps  m'a  manqué  pour  déve- 
lopper l'idée  qui  s'était  présentée  à  moi  à  cette  occasion.  Vous 
voyez  que  la    question   est   intéressante   et  rappelle  les  procédés 
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de  M.   Millag-Lefflcr  pour  former   des   l'ouclious   uniformes  avee 
des  discontinuités  donn('es. 

Veuillez  bien  accepter  les  meilleurs  vœux  pour  Notre  santé  de  la 
part  de  votre  alleclueuscment  dévoué. 


374.         Il  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  20  mai  1893. 
MOJV    CHER    A_\II, 

Vous  m'avez  rendu,  cette  fois  comme  tant  d'autres,  un  service 
dont  j'ai  grandement  le  devoir  de  vous  remercier,  en  me  donnant 
d'une  manière  si  claire  les  résultats  que  M,  Appell  a  obtenus  sur 
les  polynômes  '^-iit+Ki-^)  et  cpj,/(^).  Ils  ne  diffèrent  pas,  dans  le 
fond,  de  mon  résultat,  puisque  l'on  a,  asjmptotiquement, 

\  .•>...  .'in        I 

mais,  ce  que  je  n'avais  pas  vu,  ce  que  vous  m'avez  appris,  c'est 
que  (p„(^-|-i),  ^«(x  +  2),  ...  ont  même  valeur  asymptotique 
que  zt(^x).  Reste  cependant  la  supposition  de  x  imaginaire  :  c'est 
un  cas  très  intéressant  à  étudier,  et  je  me  ferai  un  plaisir  de  lire, 
sur  ce  point,  le  Mémoire  de  M.  Appell.  Quelle  chose  importante 
aussi,  que  cette  application  de  l'idée  profonde,  de  rendre  conver- 
gente,  en  choisissant  comme   il  faut  la  quantité  R,, (j?),   la  série 

^  a,<['j„(./' )  — R„(x)]?Je  ne  cesserai  de  vous  tourmenter  jusqu'à 

ce  que  vous  ayez  simplifié  l'analyse  de  M.  Appell,  en  suivant  lidéi* 
heureuse  qui  vous  est  venue  de  vous  servir  du  développement  tri- 
gonométrique  des  polynômes  o„(j7).  On  trouve  ce  développement 
plus  facilement  que  Raabe  {Ci'elle,  1.4-2,  p.  348),  si  l'on  cherche 
à  dévelojiper  par  la  formule  de  Fourier  e"-^  pour  :r  >>  o  et  <  1 , 
a  restant  quelconque.  Il  vient  ainsi 

e"-''         ■^      giniTzx  ^^  a  cos ■?. /i T. X       -^  ■?. HTz  s'wi  1  n - X 

c"  —  I   ~^  a  —  ■iniT.  ^ j^  a^^  ^n-T.-      jLU     a^-i-i/t--- 

(n  =  o.  d=  f ,  dr  2,  .  .  .  ). 
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Cela  étant,  j'isole  le  terme  qui  correspond  à  n  =  o,  qui  est  - 
et  j'obtiens 

gax — I         1  ,  '^  a  cosinr.x  -^  inr.^minTLX 

(  «  =  I,  2,  3,  .  .  .). 


Mais  on  a 


— =  >   S„,<  jr 


et 


Bi  (  — i)'«-iB, 

a 


1.2  \  .1. .  .i-in 


et  il  suffit  de  développer  les  fractions ; — —-■, — — -, 

suivant  les  puissances  de  a  pour  arriver  aux  expressions 
S2/h(^)  s         •^  2/171:  sin2rt-j? 


=  2(-  !)'"->  2 


(2/4  71)=""-^* 

i( — i)"'-'  /  ._ sin.î"^ 


T  \1in+\ 


2  .  .  .  (  2  //l  -l-  1  j  I  .  2  .  3  .  .  .  I  2  «l  -+-  2 


( —  I)'"     /                      cos4~.r 
cos27:a7H ^ — 


(■IT,)"-' 


■)■ 


Reste  à  réduire  cette  dernière  formule,  ce  qui  se  fait  en  multi- 
pliant par  1.2..  .1111  -h  1  )  et  employant  la  valeur  asymptotique 


T  .  2  . . .  (  2  /?? 


■  iTT  i2/«-t-2 


(277) 


Mais  ces  développements,  si  élégants,  sont  frappés  de  malédic- 
tion; leurs  dérivées  d'ordre  im  ~-\  et  iin  -\-  'x  sont  des  séries  qui 
n'ont  aucun  sens.  L'Analyse  retire  d'une  main  ce  quelle  donne  de 
l'autre.  Je  me  détourne  avec  effroi  et  horreur  de  cette  plaie  lamen- 
table des  fonctions  continues  qui  n'ont  point  de  dérivées  et  je 
viens  vous  féliciter  bien  vivement  de  votre  merveilleux  dévelop- 

nemenl  en  fi'action  continue  de  l'intégrale   /      - — ^^ — —f" e~'^^  dz. 

Jq  cos^  iz 

Vous  dites  qu'elle  s'exprime  sans  doute  par  D^logria);  ce  serait 

une  chose  non  impossible  certainement,  mais  bien  extraordinaire, 
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si  vous  parveniez  par  cette  voie  à  une  formule  qui  subsisterait  dans 
toute  l'étendue  des  valeurs  réelles.  Donnez-moi,  mon  cher  Ami, 
(le  votre  génie,  je  vous  donnerai  en  échange  de  ma  paresse,  et  je 
vous  propose  cet  échange  afin  que  vous  ne  fassiez  pas  de  troj) 
grands  ell'orts  de  travail  et  que  \ous  vous  reposiez  autant  qu'il  est 
nécessaire.  J'excède  la  mesure,  hélas!  et,  surtout  quand  le  temps 
est  à  l'orage,  je  ne  fais  que  rêvasser  ou  dormir.  Dans  huit  jours  je 
serai  en  Lorraine  pour  une  semaine,  étant  appelé  pour  une  affaire 
de  famille;  de  Flanville  je  vous  écrirai  en  sollicitant  votre  conseil 
au  sujet  des  nombres  de  Bernoulli  qui  me  donnent  le  sujet  d'un 
médiocre  article. 

Recevez,  en  attendant,  l'assurance  de  mon  affection  la  plus 
dévouée. 

375.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  i4  juii»  i>^93. 
Cher  Moins ieuk, 

J'ai  bien  de  la  peine  à  croire  que  ce  n'est  pas  à  vous  que  je 
doive,  pour  la  plus  grande  partie,  la  nouvelle  distinction  (pie  vous 
m'annoncez  (').  Si  ce  n'est  pas  directement,  au  moins  indirec- 
tement, par  le  rapport  sur  mes  travaux  que  vous  avez  fait  l'année 
dernière  lors(:[u'il  s'agissait  de  présenter  des  candidats  à  la  place 
laissée  vacante  par  la  mort  d'Ossian  Bonnet.  Je  suis  ainsi  fait; 
j'ai  le  sentiment  très  net  que  tout  cela  est  bien  au  delà  de  mon 
mérite. 

Je  travaille  toujours  à  mon  Mémoire  sur  les  fractions  continues 
qui  avance  doucement.  Ma  santé  est  assez  bonne;  cependant  j'ai 
ressenti  les  premiers  SYmptL)mes  de  la  maladie  de  vessie  qui  m'a 
tant  fait  souilrir  l'année  dernière.  Heureusement  un  re[)OS  absolu 
pendant  quelques  jours  a  suffi  pour  les  faire  disparaître. 

Je  vais  vous  imiter  maintenant  en  parlant  de  choses  de  pas  bien 
haute  volée.  Vous  savez  que  Binet  s'est  proposé  de  remplacer  la 


(')  Noie  des  éditeurs.  —  Il  manque  certainement  une  lettre  d'Hermite,  dans 
I.Kjuelle  il  annonce  à  Sticlljes  que  l'Académie  vient  de  lui  décerner  le  Prix  Petit 
(l'Ormov. 
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série  tic  Slirling-, 

w    ._     ï^i  ^^-  ^^ 


i.i.z        3.4--'        5.6.;;- 
par  lin  développement  convergent,  et  il  a  obtenu  cette  expression 


x(i  —  x){-i.  ^  x). .  .yn  —  ï  —  X }  dx, 


•-  0       ^  ' 


I 

I 

■2  3 

I  1 

3-»  y  9 

«4  = 

—    ) 

«5  = 

«G  — 

— ;  > 

a-,  =  

120 

io 

iG8 

14 

720 

La  série  est  convergente  pour  ^  >  o  et  même  pour  5  =  o  si  Ion 
multiplie  d'abord  par  z. 

Je  remarque  que  tous  les  coefficients  «3,  a,,  ...  sont  positifs.  En 
efl'et,  en  changeante  en  i  —  x  on  a 

«/i  —    -  /     ( -y)  ^(i  —  x)  (i  -^  ■'^){'i-  -r-  x). .  .\  n  —  ï-^  x)  dx, 

donc  aussi 

■ia,i=   f      ( x\  x(\  —  x)oix)dx, 

OÙ 

^{x)  =  (-2  ~  X)  (3  —  X)  (4  — X). .  .{  n  —  i  —  X) 

—  (  I  -r-  a")  (2  -^  X ).  .  .{  n  '  -  'À  -i-  X }. 

Or  ijour  X  <<  -  on  a 
^  2 

n  —  I  —  X  "^  n  —  2  —  X, 

donc    '■:i(x)^o:    i)()ur.r>-5au   contraire,    'c(jc)<Co.  Ainsi,    If 

produit  ( xj  csfj?)  est  constamment  >>  o;   donc  a,,^  o.  Cela 

ctant,  je  dis  que  la  série 


:iZ{Z  —  l){Z^-2)  .\Z[Z   ^-lj(;-r-•2j(^-T-3) 

est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  r  ^  </  -{-  bi  dont  la 
partie  réelle  a  est  positive.  En  elfet,  il  est  clair  que  pour  z=^a  -{-  hi. 
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on  a 

\z\ya,     |^(^-l-ij|  >a(r/M-i), 

I  3  (  3  -f-  I  )  (  ;;  +  2  )  I  >  «  (  «  +  '  )  (  «  -H  2t  ),      .  .  . , 
donc  la  série 


3 -(-  +  ,)  (-  +  .,) 

a  ses  termes  positifs  el  plus  petits  que  les  termes  correspondants 
de  la  série 

'^ a{a  -^  i )  {a  -\-  -i.) 

qui  est  convergente. 

On  en  conclut  facilement  que  la  série  de  Binel  représente  i(z) 
pour  toute  valeur  de  z  dont  la  partie  réelle  est  ^o. 

J'ai  certaines  raisons  pour  croire  qu'il  existe  pour  J(s)  un  déve- 
loppement analogue  à  la  série  de  Binet 


'<^)=2i^ 


où  P«(^)  est  un  polynôme  en  s  tel  que  les  racines  de  ^n{z)  sont^o 
el  qui  représenterait  i{z)  dans  tout  le  plan,  excepté  la  coupure 
de  o  à  —  oo.  Mais  je  ne  vois  pas  comment  obtenir  ce  dévelop- 
pement dont  l'existence  me  paraît  très  probable. 

Tout  à  riieure  je  me  propose  d'aller  à  la  Bibliothèque  pour  voir 
la  composition  de  la  Commission  pour  le  Prix  Petit  d'Ormoy. 

Veuillez  bien  accepter,  cher  monsieur,  la  nouvelle  assurance  de 
mes  sentiments  aflectueux  et  reconnaissants.  Je  regrette  beaucoup 
([ue  des  afl'aires  sérieuses  vous  empêchent  de  penser  à  l'Analyse 
en  ce  moment. 

376.  —  H  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  25  juin  1898. 
Mon  cher  Ami, 

L'extension  que  vous  avez  donnée  à  la  formule  de  Binet 

J(-N^J Il 

^"^  \1Z  3^(3  -h  I)  (5  +  2) 

II.  21 
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m'a  causé  un  véritable  plaisir.  Vous  lui  donnez  ainsi  une  impor- 
tance que  je  n'étais  pas  disposé  à  lui  reconnaître,  ayant  eu  jusqu'ici 
le  très  grand  tort  de  la  dédaigner  à  cause  de  sa  convergence  déplo- 
rablcment  lente.  Mais  vous  soulevez  une  question  qui  m'intéresse 
à  un  bien  plus  haut  degré,  la  représentation  de  J(^)  par  une  série 

rationnelle  2-iv — ^  dans  l(nil  le  plan,  moins  la  partie  négative  de 

l'axe  des  abscisses!  Si,  comme  je  l'espère  et  serais  bien  content  de 
l'apprendre,  le  repos  \  ous  a  débarrassé  de  vos  récentes  souffrances, 
je  viens  vous  prier  de  ne  point  l'abandonner. 

Comment  comprenez-vous,  d'une  manière  générale,  un  mode 
d'expression  par  une  série  rationnelle,  comportant  une  coupui'e, 
avec  des  diflerences  finies,  à  une  distance  infiniment  petite  aux 
deux  bords?  Je  ne  vous  cache  point,  je  vous  avouerai,  cjue  j'ai  des 
doutes  et,  ne  pouvant  faire  l'efTort  nécessaire,  j'attends  vos  lumières 
pour  les  dissiper. 

La  fatigue  ordinaire  à  la  fin  de  l'année  me  confine  de  plus  en 
plus  dans  ce  c|ue  saint  François  de  Sales  appelle  les  basses  vallées 
de  l'humilité,  Peiunettez-moi  de  vous  en  dire  un  mot  pour  le  cas. 
où  vous  aurez  à  enseigner  l'application  aux  fonctions  elliptiques 
du  théorème  de  M.  Mittag-Leffler,  que  j'ai  très  mal  donnée  dans 
mon  Cours,  page  269  de  la  dernière  édition.  Au  lieu  de  la  fraction 
/  a-^  b\ 


'L(x)=^  — ^^^ H- j  il  vaut  beaucoup  mieux  considérer  celle 


h 


2 


de  Jacobi  :  Z(.r)  =■  ^  .  '     >  en  faisant  toujours  «  =  2K  et  ^>'  =  2/K.' 

0(.r)  '' 

afin  d'é\iter  l'embarras  d'isoler  le  pôle  a:  =  o.  Cela  étant,  le  point 
essentiel  est  de  démontrer  la  convergence  de  la  série 


(//;,  /i  =  o,  ±  1,  dr  -i,   .  .  .  ); 


/           a  -\-  b  ,  Y 

I  ./■ h  ma  -ir  />o  \ 


\oici  comment  je  l'ai  traité  dans  ma  dernière  leçon. 

On  peut  poser  .r ^^—  =  y.a  -\-  [i>b,   a  et   |j  étant  réels;   le 

terme  général  devient  ainsi  -, ~ 7-—,  ce  (lui  permet 

d  admettre  que  a  cl    ^  soient  positifs  et   moindres   cjuc    l'unité. 
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Considdranlj  enfin,  l'expression  plus  simple 


I 


1 

Cl  me  bornant  au  cas  où  m  cL  /i  sonl  posilils,  j'envisage  la  surface 

^  =  [(a -t- 3^)2  + (p -1-7)2]-^' 

dont  l'ordonnée  décroît  quand  x  cl  y  augmentent.  Soit  z„i,n  sa 
\alcur  pour  ^  =  /?i,  j'  =  n;  le  plan  mené  perpendiculairement  à 
son  extrémité  rencontre  les  ordonnées  5»2,«_),  -S/«_),«,  2w_),«_«  au- 
dessous  de  la  surface  et  détermine  unparallélépipède  rectangle  ayant 
pour  base  un  carré  égal  à  l'unité  sur  le  plan  des  xy.  Le  volume  est 
donc  ;5,„^„  et  l'on  voit  cpie  la  somme  ^^  ^,w,«  étendue  aux  valeurs 
m  =  1 ,  2,  3,  . . .,  // ^=  1 ,  2,  o,  . . .  a  pour  limite  supérieure  l'inté- 
grale 


Elle  est  donc  finie;  en  remarquant  que,  d'après  le  théorème  de 
Cauchy,  les  sommes  ^  ^,„^o  {'fi  =  i  ?  2,  . . .),  ^  z^^n  (/?  =  i ,  2,  . . .) 
ont  j)our  limites  supérieures  les  intégrales  simples 


I 


^^[(a  +  ^)2-hp]    2=  -L 


P'        iJ^a-^+ji^ 


et 


r./^[.2-.(P+,oT^=i-— i 


on  achève  d'établir  que  la  somme  double  est  finie.  En  changeant 
ensuite  m  en  —  m  on  a  la  quantité 

[(,„_C()2  +  (p  +  «)2]--2 

qui  a  la  même  forme,  car  m  partant  de  l'unité  on  peut  changer  m 
en  1  +  m,  poser  i  —  a  ^  a'  qui  sera  positif  comme  a,  etc. 

Maintenant,   une  observation  qui  n'est  peut-être    pas   inulile. 
Ayant  obtenu  la  relation 

"^  &{x)       ^{x—jj)--' 
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OÙ   je  fais  p  = 
partir  de  ^  =  o, 


ou   je  fais  />  = nîa  —  no,  j  en  conclus,   en  intégrant   a 


A  2 


^"^^=2[^-(T::^] 


Jai  représenté  aK  et  2iK'  par  a  et  ^;  on  a  donc,  en  faisant  suc- 
cessivement X  ^  a  elx  =  b, 

2L[J^- "  i  a  -  py- \  '"'''         2dl'P  ~  (b-pf\  ""''• 

Les  seconds  termes,  dans  les  deux  sommes,  se  déduisant  du 
premier  par  le  changement  de  ni  on  m+i  et  de  /i  en  /i  +  i .  J'ai 
vainement  jusqu'ici  cherché  à  obtenir  ce  résultat  d'une  manière 
directe,  cl  souvent  j'en  ai  eu  besoin. 

Dans  l'espérance  c[ue  vous  nie  donnerez  bientùt  de  vos  nou- 
velles et  en  vous  priant  de  croire  toujours  à  mon  affection  la  plus 
dévouée. 


377    —  STIELTJES  A  //ERMITE. 

Toulouse,  12  juillet  iSgS. 
Cher  Monsieur, 

Je  sens  le  besoin  de  vous  répéter  encore  comment  j'ai  été  touché 
par  votre  accueil  si  amical  pendant  mon  dernier  séjour  à  Paris. 
C'est  par  petites  étapes  que  j'ai  fait  le  voyage  pour  revenir  ici,  en 
sorte  que  je  ne  me  suis  pas  trop  fatigué.  J'ai  retrouvé  ma  famille 
en  bonne  santé  et  je  suis  heureux  d'apprendre  qu'à  Paris  tout 
rentre  dans  l'ordre  maintenant.  Vraiment  ce  peuple  de  Paris  est 
extraordinaire  ;  mais  aussi  les  écrivains  modernes  ont  trop  pris  le 
|)arti  de  l'exalter.  Au  xvi^  siècle  Rabelais  disait  :  «  ...  Car  le 
peuple  de  Paris  est  tant  sot,  tant  badault  et  tant  inepte  de  nature, 
c[ue  ung  basteleur,  ung  porteur  de  roguatons,  un  mulet  avecques 
ces  cymbales,  un  vielleux  au  myllieu  d'un  carrefour,  assemblera 
plus  de  gens  que  ne  ferayt  ung  bon  prescheur  évangélicque.  »  Je 
ne  vois  pas  d'auteur  moderne  qui  oserait  s'exprimer  ainsi,  voyez 
V.  Hugo! 
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Maintenant  deux  mots  encore  sur  les  relations 

p  =  — ; ma  —  nb         (  m,  n  =  o,  ±  i ,  ±  2,  zh  3,  . . .  ). 

Soit,  pour  abréger,  —  =  (m,  /*);  la  première  relation  s'écrit 

S  =^  \(  m,  n)  —  {m  +  i ,  n  )J  =  o         (/«,  n  =  o,  ±:  i ,  =fi  2,  ±  3,   .  .  .). 

A  cause  de  la  convergence  absolue,  il  est  permis  de  rassembler 
d'abord  les  termes  pour  lescpiels  n  a  une  valeur  fixe  et  d'écrire 


ou 


■C"  =2  [('«)«)  —  (  "^  -t-  I  >  «)]  (  /«  =  o,   ±  I ,   ±  2,    .  .  .  )• 

Or,  cela  veut  dire,  p  eV  q  étant  des  nombres  positifs  croissant 
au  delà  de  toute  limite, 

^„=  lini^  [(m,  «)  —  (/«  +  {,  i})], 
-l> 

c'est-à-dire  4^„  est  la  limite  de 

[—p,  /i)-4- (  —  />-+-  [,  n)-\-(—p-+-  ■!,  n) -{-...-+-(  q,  n) 

—  {—  p  -{-  i ,  n)  —  (—  p  -+-  2,  n)  — . . .—  {g ,  n)  —  {g-hi,n), 

c'est-à-dire  la   limite    de  +( — P:  fi)  —  {q-hi,n)   pour  />  ^  x, 
<7  =  00;  donc  4^„^  o  et  puis  S  =  o,  c.  q.  f.  d. 

Je  me  rappellerai  toujours  la  soirée  du  4  juillet;  quel  dommage 
(|u'elle  ait  été  troublée  ainsi.  Je  pars  aujourd'hui  même  pour 
Bagnères-de-Bigorre. 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  très  dévoué. 
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378.  —  lŒRMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  a8  juillet  1893. 

Mon  cher  A:\ii, 

J'ai  été,  il  y  a  bien  des  années,  à  Bagnères-de-Bigorre,  j'en  ai 
gardé  bon  somenir,  cl  j'espère  que  vous  y  serez  dans  les  meil- 
leures conditions  sous  le  raj)porl  du  climat  et  de  la  beauté  du 
pays.  Aous  voudrez  bien,  je  j)ense,  me  donner  de  vos  nouvelles 
a\ant  mon  départ  de  Paris  cpii  nama  pas  lieu  avant  le  6  ou  le  n  du 
mois  prochain,  à  cause  du  mariage  de  ma  petite-fille,  auquel  nous 
devons  naturellement  assister.  Quel  dommage  que  les  troubles  du 
quartier  m'aient  privé  du  plaisir  de  vous  la  faire  connaître  ainsi  que 
son  futur,  M.  Petit,  agrégé  d'histoire,  professeur  à  l'Ecole  Monge! 
La  réunion,  manquée  par  suite  des  événements,  a  eu  lieu  hier,  et 
vous  y  avez  été  remplacé  par  un  de  vos  admirateurs  enthousiastes, 
M.  Matyàs  Lerch,  c[ui  est  venu  de  Prague  voir  les  mathématiciens 
français  après  avoir  rendu  visite  aux  Allemands  à  Wurzbourg  et  à 
Bonn,  en  devant  ensuite  poursuivre  son  voyage  à  Liège  et  à  Gand, 
chez  les  Belges.  Il  est  extrêmement  ingénieux,  et  je  fais  grand  cas 
de  son  talent  cjui  s'est  exercé  sur  beaucoup  de  sujets,  entre  autres 
sur  les  intégrales  eulériennes.  Voici  un  résultat  dont  il  m'a  derniè- 
rement donné  communication  et  qui,  peut-être,  vous  intéressera. 
Il  obtient  cette  formule 

1      T,/                               I              /          I  \  1  II      sinaTT 

logr(a  -^  a)  -r-  a  —  u  lo^u  -r- 1  « 1  log^r  ~ —  log  — - — 


■2  /  2 

x — luir^)        \og{x  -h  '}.ui-  ) 


dx, 


gx-i-iai-K i  gx  —  ialTl j 

qui  suppose  o«<rt<;  i  et  w>>o.  Dans  le  cas  de  a=  ->  elle  devient 


2 


arc  lan^ 
logT  (  if  -i —  )  -^11  —  u  loff« loff-  —  -     I        ^-; dx. 

Mais,  malheureusement,  au  moins  pour  moi,  l'intégrale  du 
second  membre  ne  fait  nullement  reconnaître  ce  qu'on  doit  trouver 
en  changeant  a  en  u  -{-  i , 
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Vous  me  cilez,  mon  cher  Ami,  un  Icxle  de  Rabelais  qui  est  une 
protestation  contre  l'inepte  orgueil  de  la  \  ille-Lumière,  la  Ville- 
l'ensce,  etc.;  permettez-moi  xme  citation  d'un  article  tout  récent 
de  M.  Lavisse,  qui  est  intitule  Le  quartier  latin  et  qui  concerne 
l'état  d'esprit,  l'état  moral  de  nos  étudiants  :  <(  Cette  jeunesse  est 
en  train  de  devenir  inconsciente  de  l'immoralité  en  littérature. . . . 
On  assiste  à  une  réunion,  à  un  banquet,  à  une  fête.  Ces  jeunes  gens 
y  parlent,  et  ils  aiment  qu'on  leur  parle  sérieusement.  Puis,  tout  à 
coup,  l'un  d'eux  se  met  au  piano,  et  tes  voilà  qui  chantent  des 
chansons  à  faire  rougir  les  singes,  sans  se  soucier  ni  de  la  qualité, 
ni  de  la  pi'ofession,  ni  de  l'âge  de  leurs  invités  qui  les  écoulent » 

En  attendant,  mou  cher  ami,  avec  impatience,  des  nouvelles  de 
votre  santé  dans  votre  séjour  aux  Pyrénées  et  vous  remerciant 
bien  de  votre  démonstration  des  égalités 


i:[ 


pi  (  rt  _  p  yl 

veuillez  eroii^e  toujours  à  mon  alFcction  la  plus  sincère  et  la  plus 
dévouée. 

379.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  7  août  1893. 
Mon  cher  Ami, 

Je  serai  demain  à  Flanville  où  il  me  tarde  d'ariùver  pour  y 
prendre  un  repos  dont  je  sens  extrêmement  le  besoin.  Ce  n'est  pas 
un  beau  et  riant  pays  comme  les  Pyrénées.  La  contrée  est  plate  et 
monotone;  partout  des  tombes  multipliées  y  rappellent  les  tristes 
souvenirs  de  la  guerre;  mais  j'y  suis  en  famille,  loin  de  Paris,  et 
je  m'y  régale  de  paix,  de  tranquillité  et  de  bon  air.  J'emporte  avec 
moi  un  paquet  de  vos  lettres  d'il  y  a  longtemps,  de  1888,  avec 
l'intention  de  ressaisir  les  questions  qui  nous  occupaient  dans  ce 
temps  et  dont  il  ne  me  reste  plus  qu'un  bien  faible  souvenir. 
Sans  doute  il  me  faudra  recourir  à  votre  bonne  obligeance,  si, 
comme  je  l'espère,  vous  avez  pu  vous-même  vous  remettre  au 
travail,  afin  de  combler  les  lacunes  de  ma  mémoire,  retrouver  et 
réunir  mes  idées,  disjecti  inemhra  poetœ.  J'ai  été  distrait  du  tra- 
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vail  par  des  circonstances  de  famille  :  le  mariai2,e  du  ne  de  mes 
petites-filles  avec  un  professeur  de  l'Université,  M.  Charles  Petit, 
qui  a  eu  lieu  samedi  dernier  à  Sainl-ïhomas-d'Aquin,  et  aussi 
par  le  malheur  d'un  de  mes  neveux,  M.  Henry  Bertrand,  le  fils 
aîné  de  M.  Alexandre  Bertrand,  qui  a  perdu  une  charmante  enfant, 
enlevée  à  l'âge  de  5  ans  par  une  méningite.  Les  préoccupations 
causées  par  ce  concours  de  choses,  les  unes  heureuses,  les  autres 
funestes,  m'ont  tellement  éloigné  de  l'Analyse  que  je  n'ai  pu  et 
que  je  ne  puis  encore  retrouver  ce  dont  vous  m'avez  parlé  au 
sujet  des  intégrales  ayant  des  lignes  de  discontinuité.  Je  crois  me 
souvenir  que  vous  les  considérez  sous  la  forme  /  od'h^  la  fonc- 
tion 'h  jouant  le  principal  rôle,  de  sorte  que  votre  point  de  vue 
n'a  aucun  rapport  avec  ce  que  j  ai  fait  autrefois;  mais  tout  m'échappe 
absolument,  malgré  l'intérêt  de  la  question;  rien  ne  me  reste  de 
ce  que  vous  m'en  avez  dit,  et  j'aurais  grand  plaisir,  cette  fois 
comme  bien  d'autres,  à  suivre  la  voie  que  vous  avez  ou\erle,  si 
vous  voulez  bien  me  mettre  dans  le  chemin. 

Dans  une  prochaine  lettre  je  vous  demanderai  aussi  votre  avis 
au  sujet  d'un  point  du  beau  travail  de  M.  \A  eierstrass  sur  la  nou- 
velle fonction  p{x).  Dans  les  dernières  pages,  la  forme  normale 
de  l'intégrale  de   troisième  espèce  y  est  donnée  par  l'expression 

/■  p'(:r  ) -h  p'(  «)    ,  ^  1-  .,  ,    .         ,       ,.      . 

;    ^-^ — i —r — -  ""^i    sans  lixer   cl  une   manière    précise    la   limite 

J     P(-^)— P(«)  ' 

inférieure.  Il  m'a  semblé  quil  y  aurait  avantage  à  adopter  la  quan- 
tité   / :dx,  qui  conduit  iiour  l'addition  des  arguments 

Jo    p(^)  — ]n«)      '11 

à  un  théorème  fort  simple.  Quelle  chose  singulière  et  remarquable 
([ue  p{x)  soit  l'origine  de  tant  de  relations  analytiques  imprévues, 
qui  justifient  si  complètement  son  iiilroduclion  comme  un  élé- 
ment indispensable,  ayant  son  rôle  propre  et  distinct  des  trans- 
cendantes siiic,  cn:r,  dn.r.  Mais  je  ne  puis  croire  avec  Halphen 
que  ces  anciens  éléments  doivent  céder  la  place  au  nouveau  venu 
et  que  les  belles  relations  auxquelles  ils  conduisent  n'aient  plus, 
ainsi  qu'il  lé  dit  dans  son  premier  Volume,  qu'une  importance 
historique.  Je  me  sens  aussi  gêné,  mais  sans  doute  à  tort,  que  les 
racines  de  l'équation  p(^x)  ^=  o  se  dérobent:  jamais  il  n'en  est 
question,  il  semble  qu'on  veuille  à  tout  prix  les  fuir. 

En  espérant,  mon  cher  ami,  que  la  magistrature  vous  aura  laissé 
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en  paix,  que  vous  ne  prononcerez  pas  sur  le  sorlde  vos  concitoyens 
criminels  et  coupables  ('),  et  que  vous  êtes  heureusement  installé 
à  Bagnères-de-Bigorre,  veuillez  recevoir  la  nouvelle  assurance  de 
mon  affection  entièrement  dévouée. 


380.  —  SriELTJES  A   H  ERMITE. 

Bagnères-de-Bigorre,  rue  Ilaute-du-Poiiey,   12  août  i8g3. 

Cher  jMonsieuii, 

J'ai  appris  avec  regret  que  la  joie  que  vous  a  dû  causer  le 
mariage  de  votre  petite-fille  n'a  pas  été  sans  mélange  et  que  M.  Ber- 
trand a  perdu  sa  fille  à  la  suite  d'une  méningite.  C'est  une  bien 
terrible  maladie  et  la  guérison  est  presque  autant  à  craindre  qu'une 
issue  fatale.  Une  de  mes  connaissances  a  un  fils  de  douze  ou  treize 
ans  qui,  à  la  suite  d'une  méningite,  est  resté  complètement  sans  rai- 
son ;  c'est  à  peine  s'il  sait  dire  quelques  mots  et  se  servir  de  ses  mains. 

Grâce  à  un  certificat  du  médecin,  j'ai  pu  m'excuser  pour  le  jury 
de  la  Cour  d'assises,  et  nous  sommes  ici  aussi  bien  que  possible. 
Mais  je  dois  vous  avouer  que  je  n'ai  pas  encore  repris  le  travail; 
je  suis  rigoureusement  le  régime  que  m'a  prescrit  M.  Daremberg; 
mon  appétit  s'est  réveillé  un  peu,  et,  grâce  à  une  certaine  poudre 
de  viande,  j'espère  arriver  à  augmenter  de  poids.  C'est  là  ce  que 
je  n'ai  pu  faire  jusqu'ici,  et,  en  arrivant  à  Bagnères,  j'ai  constaté 
que  je  pesais  un  peu  moins  qu'au  commencement  de  l'année. 

Je  ne  vous  parlerai  donc  ni  des  intégrales    /  ç<^'j»,  ni  de  la  fonc- 

tion  p  et  des  intégrales  de  troisième  espèce,  mais  j'essaierai  de  me 
retrouver  un  peu  dans  le  second  sujet.  Pour  moi,  la  fonction  p{u) 
est  une  fonction  doublement  périodique  du  second  ordre  dont  les 
deux  infinis  se  confondent  et  sont  a  =  o.  Si  f{u)  est  une  fonction 
de  cette  nature,  la  plus  générale  est 


(')  Note  des  éditeurs.  —  Il  doit  manquer  une  lettre  de  Stieltjes,  où  il  annon- 
çait qu'il  faisait  partie  du  Jury. 
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C  el  C  clanl  des  conslanles.  Pour  avoir  p  on  a  déterminé  le 
rapport  C  ;  C  par  la  condition  que  dans  Texpression 

\''(u)-=  aV{u)^-i-  ùV{ii)--^  cF(u)-h  d, 

h  =  o.  De  cette  façon,  comme  vous  le  remarquez,  les  racines  de 
p(^u)=o  se  dérobent  et  de\icnnenl  des  fonctions  transcendantes 
fort  compliquées  et  non  étudiées  des  périodes. 

Mais  j'oublie  que  je  n'ai  pas  besoin  de  vous  dii'e  ces  choses,  j'ad- 
mire votre  courage  d'entreprendre  l'étude  de  p{u)  et  des  relations 
analytiques  auxquelles  elle  donne  lieu.  Un  de  ces  jours,  je  recom- 
mencerai à  travailler  un  peu;  je  relirai  d'abord  ce  que  j'ai  rédigé 
sur  les  fractions  continues,  puis  je  pousserai  plus  loin  ce  travail. 
En  même  temps  je  me  propose  de  réfléchir  sur  les  nombres  algé- 
briques. Dernièrement,  à  Paris,  il  m'est  venu  une  idée  sur  ce  sujet, 
et,  quoique  je  n'aie  pas  grand  espoir  qu'elle  mènera  à  un  résultat,  je 
dois,  par  acquit  de  conscience,  examiner  ce  sujet. 

J'espère,  cher  monsieur,  que  je  continuerai  à  recevoir  de  bonnes 
nouvelles  de  vous,  et  que,  dans  la  suite,  je  pourrai  vous  écrire  des 
choses  plus  intéressantes. 

Veuillez  bien  accepter  la  nouvelle  assurance  de  mes  sentiments 
d'afTeclueux  dévouement. 


381.  —  IIERMITE  A  STIELTJES. 

Flanville,  par  Noiseville  (Lorraine),  26  août  i8(j3. 

Mo:v   CHER  Ami, 

J'avais  espéré,  en  arrivant  en  Lorraine,  me  remettre  au  travail 
et  prendre  courage  à  l'ouvrage;  mais  jamais  je  ne  me  suis  senti 
plus  éloigné  des  mathématiques.  Tout  mon  temps  se  passe  à  ne  rien 
faire,  ou  bien  à  lire,  ce  qui  revient  au  même;  je  ne  puis  même  me 
décider  à  étudier  les  formules  et  propositions  pour  l'emploi  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  de  M.  Weierstrass,  que  j'ai 
emportées  dans  cette  intention.  Dans  cette  situation  d'esprit,  en  me 
laissant  aller  à  la  rêverie,  je  me  suis  souvenu  avoir  autrefois  songé 
aux  fonctions  de  deux  variables  qui  restent  toujours  de  même 
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signe  pour  Ion  tes  les  valeurs  réelles.  iVrmellez-nioi  de  vous  indi- 
quer un  Ljpc  analytique  de  ce  genre  d'expressions,  ([ui  est  donné 

par  la  quantité  •         — '  en  supposant  que  /(x)  varie  dans  le 

X      y 

même  sens  que  x.  II  est  clair  que,  si  cette  fonction  croit  avec  la 
variable  entre  deux  limites  quelconques  x  ^=  a  et  ^  =.  />,  la  frac- 
tion considérée  sera  positive  [)our  toutes  les  valeurs  de  x  et  y, 
à  l'intérieur  du  rectangle  que  je  figure,  EFGH,  compris  entre  les 
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droites  ^  =  «,  x  =.  b  d'une  part,  y  =  a^  y  =  6  de  l'autre.  El  il 


en  sera  de  même  pour  la  somme 


A{^)-A{y)   ,  M^)-My) 


x—y  x—y 

d'un  nombre  fini  ou  infini  de  termes    7  - — '- — •    "^  • 

^mÀ  X  — y 

Je  demande  maintenant  si  tout  polynôme  entier  F (.2?,  y)  positif 
à  l'intérieur  de  ce  rectangle  peut  se  mettre  sous  une  telle  forme; 
mais  j'en  doute  beaucoup  et,  après  avoir  quelque  peu  songé  à  cher- 
cher une  méthode  d'exhaustion  pour  y  parvenir,  j'ai  renoncé  à  ma 
tentative  :  telnm  imbelle  sine  ictu. 

Je  désirerais  vivement  apprendre  que  vous  vous  êtes  mis  à  rédiger 
ces  recherches  sur  les  fractions  continues  qui  contiennent  tant  de 
beaux  résultats  et  auxquelles  je  me  suis  vivement  intéressé;  non 
seulement  par  affection  pour  les  fractions  continues,  mais  pour 
être  assuré  que  le  régime  de  M.  Daremberg  et  le  bon  air  des  Pyré- 
nées vous  ont  rendu  votre  activité  mathématique.  C'est  avec  le 
plus  grand  plaisir  que  je  lirai  et  étudierai  ce  que  vous  aurez  écrit 
sur  cette  théorie  que  vos  découvertes  ont  agrandie  et  transformée, 
et  qui  ne  vous  doit  pas  moins  que  celle  de  logr(^),  que  les  poly- 
nômes de  Legendre  et  autres  encore. 

Avec  tous  mes  vœux,  mon  cher  ami,  pour  que  la  bonne  santé 
et  les  forces  vous  reviennent,  et  en  vous  renouvelant  l'assurance 
de  mon  bien  sincère  et  bien  affectueux  attachement. 
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382.  —  II ERMITE  A  STIELTJES. 

(  Carte  postale.) 

Flanville  (Lorraine),  27  août  i%3. 

Soit  o{x,  y)^={x  —  "■){x — b){y  —  ci){y — b)  :  l'expression 
d'une  fonction  de  deux  variables,  positive  à  l'intérieur  du  rec- 

langle  est  la  somme  2u     — —  'r"i^O')^  ^cs  fonctions /(^r) 

.^m  X       y 

variant  dans  le  même  sens,  les  entiers  n  étant  arbitraires.  On  pour- 
rait prendre  encore  des  fonctions  entières  à  coefficients  positifs  des 

., ,    f(x) —  f(y)     f,  \        ^  -,  I 

quantités  — —  _     "^  '  •  J  abandonne  entièrement  la  question. 

383.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Bagnères-de-Bigoîre,  29  août  1893. 
Cher  Moksieur, 

Je  n'ai  pas  été  plus  vaillant  que  vous  et  je  n'ose  pas  encore 
aborder  des  questions  nouvelles.  Cependant,  puisque  vous  m'en 
donnez  la  permission,  je  vous  enverrai  prochainement  quelques 
fragments  sur  les  fractions  continues.  Quant  à  la  question  que 
vous  soulevez  dans  votre  dernière  lettre,  j'ai  seulement  remarqué 
qu'on  peut  vérifier  immédiatement  si,  oui  ou  non,  un  polynôme 

F(.z-,  j')  peut  se  mettre  sous  la  forme  — — - —  ,  c'est-à-dire 

si  (x — y)F(x,  y)  est  de  la  forme /( .2")  —  f{y)-  Cela  n'arrive 
évidemment  que  dans  des  cas  très  particuliers.  Mais  avec  vous,  je 
crois  qu'il  faut  abandonner  la  question;  peut-être  n'ai-je  pas  com- 
pris très  ])ien  votre  intention. 

Dans  cette  j)énurie  malbématique,  jai  consulté  mes  notes  et  j'y 
ai  trouvé  la  remarque  suivante  : 

Si,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  a  et  pour  /^  =  o,  i ,  2,  3,  . . . 
l'intégrale 


l(a,  n)=   I      x"e-''-^(f(x)  dx 
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il  une  valeur positne  (ou  nulle),  alors  la  fonclion  (f{x)  (supposée 
continue)  ne  peut  pas  devenir  négative  entre  ^  =  o  et  x  =  oo. 
Soit  en  effet  c  un  nombre  positif  quelconque  :  je  vais  montrer 

que 

<p(c)~  o. 

Je  pose  a  =  -  et  je  considère  l'intégrale 

D'après  l'hypothèse,  cette  expression  est  positive  (ou  nulle)  pour 
/?  =  o,  I,  2,3,  ...,  donc,  si  pour  /z  =  Goelle  tend  vers  une  liini.te  (ce 
qui  est  le  cas  comme  on  le  verra),  cette  limite  est  nécessairement 
positive  (ou  nulle). 

1  — i 
La  fonction  y  =  -e      '^  est  toujours  positive,  plus  petite  que  i, 

excepté  pour  x  =  c;  alors j)/  est  maximum  =  i.  Pour  n  très  grand, 
^"  est  donc  sensiblement  nulle,  excepté  dans  le  voisinage  immé- 
diat àe  X  =  c.  Il  s'ensuit  qu'on  peut  remplacer  sensiblement  l'in- 
tégrale par 


-5 


0  étant  un  nombre  positif  très  petit.  Pour  a;  =  c(i-|-«),  ona  sen- 
siblement 

y  ={\-\-  u) e~"  =  i  —  -  u-  .  .  .=  e    ^     ^ 
puisque  ii  reste  petit.  Ainsi 

J^c  +  Ô  _     /*       '^         —l„ui 

'  j'^(f(x)d.r  =  \/nl  e    2       ,p(c4-CM)       c  du 

c  —  ô  "^8 

0    ,- 

"*"ô^"     1 

=  /  e    -       cp    c  -t-  r  — ^     c  «c. 

La  limite  pour  n  =  ce  est  donc 

/•+"  _!..  , . 

=    /  e    2     c^(c)c  di>  =  C'f{c)^iT:, 
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et  puisque  cette  limite  est  positive  ou  nulle,  j'en  conclus 

tf(c)^0  C.    Q.    F.    D. 

Vous  voyez  que  j'ai  simplement  employé  la  méthode  de  Laplace 
pour  évaluer  avec  approximation,  pour  n  très  grand,  l'intégrale 
considérée.  On  peut  rendre  le  raisonnement  absolument  rigoureux; 
ce  n'est  pas  bien  difficile,  mais  un  peu  long  à  exposer.  La  conclu- 
sion subsiste  si  l'on  sait  seulement  que  !(«,  n)  est  ^o  pour  toutes 
les  valeurs  entières  de  n  au-dessus  d'une  limite  fixe,  et  pour  toutes 
les  valeurs  de  a  au-dessus  d'un  nombre  fixe. 

J'avais  imagine  cette  |)roposition  en  \  ue  d'une  apjilication  à  la 
théorie  de  la  fonction  F;  mais  j"j  ai  rencontré  une  autre  difficulté 
qu'il  faudra  examiner  encore  de  plus  près. 

^  cuillez  bien  me  croire  toujours,  cher  monsieur,  votre  affec- 
lueusemeut  dé\oué. 


384.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Flanville,  par  Noiscville  (Lorraine),  9  septembre  1898. 

Mon   cher  Ami, 

Je  ne  réussis  pas  à  secouer  ma  torj)eur;  je  reste  enlisé  dans  une 
extrême  paresse  ;  mais  je  n'ai  pu  voir  sans  admiration  votre  méthode 

})0ur    établir    que     la    condition      /     x'^  e~^^ '~:i  {x)  dx ';>  o    pour 

/<  =  1,  2,  3,  ...  entraine  que  'f(^)  ne  peut'devenir  négative  entre 
x^=  o  ct.2'  =  X.  A  ous  aurez  évidemment  un  résultat  tout  pareil  pour 

l'intégrale    double     /        /     x" y"'e-''-'^-h- ^(^x.,  y)  dx  dy    qui    se 

démontrera  de  même  ;  serait-il  aussi  susceptible  d'application 
comme  celle  que  vous  aviez  en  vue  pour  la  fonction  F  et  que  je 
serais  bien  curieux  de  connaître. 

Je  répondrai  à  vos  recherches  profondes  et  pleines  d'invention 
par  des  remarques  d'écolier  que  voici  : 

On  a  identiquement 

X  —  S  =  ^{x  —  a) -^  B{b  —  x), 
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si  l'on  pose  A  =  -, -,  B  =  r — —  et  de  là  résulte  la  Iransformaliuu 

'  o  —  a  a  —  a 

du  polynôme  F(^)=: (a:  —  g){x  —  g')---  en  une  fonction  homo- 
gène de  A"  —  a  cl  b  —  x.  Changeons  g  successivement  en  g*^  g" ••• 
et  désignons  par  A',  B',  A",  B",  etc.,  les  valeurs  correspondantes 
des  quantités  A  et  B,  on  aura  l'expression  suivante  : 

F(.r)  =  [A(.r  — a)4-B(£»  — ar)][A'(^-  —  a)-\-]i' {b  ~  x)].  . .. 

Ceci  posé,  admettons  qu'on  ait  a  <i  b  el  que  g,  g',  g",  etc.,  soient 
en  dehors  de  l'intervalle  «...  6  ;  les  constantes  A,  A',  A",  B,  B',  B". . . 
seront  de  même  signe  et  en  désignant  par  n  le  nombre  des  quan- 
tités g  qui  sont  supérieures  à  b,  il  est  clair  qu'on  peut  écrire 

F{x)  =  {  —  i)"[G{x  —  ay"+Gi{x—a)"^-^b  —  x)-i-...-\-  Gn(b  —  x)'"], 

m  étant  le  degré  du  polynôme,  les  coefficients  G,  G|,  . . .,  G,,  étant 
tous  positifs.  Il  est  mis  ainsi  eu  évidence  que  F(.r)  conserve  le 
même  signe  pour  les  valeurs  de  x  qui  sont  comprises  entre  a  et  b. 
Pour  aller  plus  loin  et  considérer  le  cas  où  F(x)  aurait  des  racines 
imaginaires,  soit 

(x  —  xy-  ^  i^i  =  A{x  —  ay-h  B{x  —  a){b  —  x)^  G{b  —  xy, 

on  trouve  aisément 

(a  — a)2+p2    ^-A(b~ay, 

2[(a  — a)(^  — a)4-  ^-^J.--.  B{b  —  ay, 

(  b  — 'xy -i- ^-^    ^  G(b-  ay. 

Les  coefficients  A  et  C  sont  donc  positifs  et  il  en  sera  de  même 
de  B,  sous  la  condition 

(a  —  a)(6  —  a)+  p-^>o. 
Considérons  le  cercle  {a  —  x){b  —  x)+y-  =  o.  Son  centre  est 


sur  l'axe  des^  qu'il  coupe  aux  points  A  et  B  tels  qu'on  ait  OA  =  rt, 
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OB=:  b.  La  condition  posée  reviciil  à  dire  (jiie  les  racines  arb  i'^ 
sont  en  dehors  de  ce  cercle.  Si  elle  est  remplie  pour  toutes  les 
racines,  la  multiplication  du  produit  des  facteurs  réels  par  les  fac- 
teurs qui  correspondent  aux  racines  imaginaires  conjuguées,  don- 
nera un  polynôme  homogène  en  x  —  a  et  b  —  x  dont  tous  les 
coefficients  seront  encore  de  même  signe.  Vous  voyez  aussi  que  la 
condition  relative  aux  racines  imaginaires  entraîne  celle  qui  cor- 
respond aux  racines  réelles  g,  g\  g" ,  .... 

Chemin  faisant,  j'ai  remarqué  que  léquatiou  suivante  : 

A  {x  —  a)2  4-  B  (.r  —  a){b  —  x)^  Q.{b  —  xf  ~  D{x  —  a)^E{b  —  x)+  ¥  =o, 

dune  forme  un  peu  plus  généi'ale,  étant  supposée  avoir  des  racines 
imaginaires,  suivant  (pie  la  quantité  suivante 

Br6— a)^-r-(E-t-Dj(B  —  r/)-4-^F 
A  —  B  -T-  C 

sera  négative  ou  positive,  les  racines  seront  à  l'intérieur  ou  à  l'exté- 
rieur du  cercle  considéré  plus  havit  :  nugœ  analyticœ  ! 

J'avais  cru  un  moment  que  tout  polynôme  F(x, y)  qui  conserve 
le  même  signe  sous  les  conditions  x  <i  b^  x'>  a,  et  j-  ■<  b\  y  >■  a 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

Ft.r,  j)  =  -LGix  ~  a  )'-^{b  —  x)'^{y  —  n')^\b'  —  y)?\ 

les  coefficients  G  étant  tous  de  même  signe;  mais,  d'après  ce  qui 
pi'écède,  il  est  clair  qu'il  faut  y  renoncer. 

A  ous  souvenez-vous  que  lorsque  vous  êtes  venu  à  la  maison,  un 
mardi  du  commencement  de  juillet,  des  charges  de  cavalerie  par- 
couraient le  boulevard;  l'émeute  grondait  et  à  empêché  de  venir 
ma  petite-fille  et  son  fiancé  que  nous  attendions  à  diner.  N'ayant 
pu  vous  les  présenter  à  cause  des  circonstances,  permettez-moi  de 
me   dédommager  en  vous  envoyant    leur  photographie; 


En  attendant  des  nouvelles  de  votre  station  pyrénéenne  et  en 
vous  renouvelant,  mon  ciier  ami,  l'assurance  de  mon  bien  affec- 
tueux attachement. 
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385.  —  STIELTJES  A  IIERMITE. 

Bagncies-dc-Iiij^orrc,  12  scplemlirc  1893. 
Cher  Moksieur, 

Depuis  quelque  temps  déjà  je  me  faisais  des  reproches  de  ne  [)as 
vous  avoir  envoyé  quelque  chose  sur  les  fi-actions  continues  comme 
je  l'avais  promis.  IMais,  quoique  je  ne  doive  pas  me  plaindre  et  <]ii(;  je 
me  porte  assez  Lien,  je  n'ai  aucun  i;orit  pour  l(^  travail,  et,  ce  lra\;iil, 
qui  m'a  demandé  tant  de  réflexions,  ne  me  disait  plus  rien.  Je  m'ar- 
rache enfin  à  ma  paresse  et,  en  eflet,  je  de\iendrais  trop  coupable 
si  je  ne  le  faisais  pas  après  \otre  dernière  lettre.  Laissez-moi  donc, 
d'abord,  vous  remercier  vivement  de  m'avoir  envoyé  cette  photo- 
graphie de  M.  et  M""^  Petit;  cela  a  causé  aussi  à  ma  femme  autant 
de  plaisir  qu'à  moi.  Je  suppose  que  la  maison  qui  est  au  fond  est 
votre  habitation  à  Flanville. 

Dans  les  feuilles  que  je  vous  envoie  ci-joint  et  que  vous  pouvez 
garder,  il  n'y  a  encore  i^ien  de  nouveau,  si  ce  n'est  la  cinquième, 
mais  je  vous  en\errai  peu  à  peu  la  suite. 

Il  me  serait  difficile,  en  ce  moment,  de  vous  parler  de  l'applica- 
tion à  la  fonction  F  du  théorème  de  ma  dernière  lettre,  et  je  vous 
demande  la  permission  de  revenir  plus  tard  sur  ce  sujet,  lorsque  je 
serai  de  retour  à  Toulouse,  où  sont  mes  notes. 

Vous  vous  rappelez  peut-être,  et  vous  verrez  bientôt  comment, 
que  les  fractions  continues  m'ont  conduit  à  une  infinité  de  fonc- 
tions y(^)  (non  identiquement  nulles)  telles  que 


j: 


^"  f{.^)  '^^^  =0  (/i  =  o,  1 ,  2,  3,  .  .  .). 


L'exemple  le  plus  simple  de  ces  fonctions  est 

J'ai  remarqué   que,  si  l'on  remplace  la  limite  supérieure  par  un 
nombre  fixe  «,  on  ne  peut  pas  avoir 


/ 


X"  f{x )  dx  =  o, 
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sans  fiu'on  ait  idciil  l(|ii('in('iil  /Çz)^o.En  cUrl.  supposons  /"(^^)>>o, 
0  élanl  un  n()inl)rc  (piclcoiwpic  rnirc  o  et  a,  et  considrioiis  l'inté- 
gra le 


/' 


hy 


M 


/(  .r  )  (!x, 

^T        .  •       ■  1  (  ^    ^^    >' 

Al  étant  une  conslanle  j)Osili\e  assez  grande  pour  que  i iç 

resle  positif  entre  o  et  (t . 

Lorsque  n  est  très  grand,      i '■ — ^y est  sensiljlcnient  nul 

dans  tout  l"intcr\alle  (o,  a),  à  l'exception  du  voisinage  immédiat 
de  r  =  h.  Dès  lors,  en  supposant  J\b)^  o  ei/(x)  continue  dans 
le  voisinage  de  x  ^  ^,  il  est  clair  cpie  l'intégrale  sera  ^  o  pour  n 
très  grand.  Or  l'intégrale  doit  être  nulle;  donc  on  ne  saurait  avoir 
J\b)>  o  et,  de  la  même  façon,  on  voit  que /*(/>)  ne  peut  pas  être 
négatif:  iXowr  f[b)^=  o.  c.   o.   f.   d. 

A  ous  \ojez  aussi  pounjuoi  le  raisonnement  ne  s'applique  plus 
au  cas  a  =  a;,  car  alors  il  est  imj^ossible  de  déterminer  le  nombre  Al 
de  façon  eon\enal)le. 

Je  réfléchis  de  temps  en  temps  sur  ces  fonctions  pai-adoxales 
(c'est  ainsi  que  je  les  désigne  provisoirement) /(^.r)  telles  que 


f 


X'  f{  .r  )  d.r  =  o  (  /i  =  o    I  ,■>.,.,.  »  ; 


j'espère  arri\er  à  ilémontrer  qu'il  existe  toujours  une  infinité  de 
fonctions  paradoxales  qui  coïncident  dans  l'intervalle  (o,  a)  avec 
une  fonction  arbitraire  d()nn(''e. 

Je  m'aperçois  en  ce  jnomcnt  (pie  le  théorème y*(.r)  =  o  lorsque 

/     .z"y  (.r)  f/,r  (/?  =  o.  I,  2,  ...)    pourrait    se   démontrer   encore 

ainsi.  Soit 

fi  T  )  d.r 


■(')=  f  ^~' 


y {z-)  sera  uniforme  dans  tout  lc|)lan,  a\ec  la  coupure  (o,  a).  Pour 

I  ^  1  >»  <r/,   F(-)   peut  se  dévelop[)er    en  série  -^  -[-  ^  +. . .  ;  mais 

c^-  =  o;   donc   F(::)=o  pour  \z\~:>a,  donc  ¥ {z)  partout  nulle, 
même   dans  le  voisinage  immédiat  de  la  coupui-e.  En  appliquant 
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alors  voire  rcsullal  sur  ht  difVérencc  des  valeurs  de  F(^)  aux  (\v\i\ 
côtés  de  la  coupure,  on  retombe  sury(6)=  o.        c.   q.   f.  d. 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  alTectueusemenl  dévoué. 

P.  S.  — •  Au  dernier  mouient,  je  remets  à  demain  l'envoi  des 
feuilles  sur  les  fractions  continues,  voulant  ajouter  quelque  chose. 

386.  -  STIELTJES  A  FI  ERMITE. 

Bagnèrcs-de-Bigorre,  rue  Ilaulc-du-Pouey,  l'i  septembre  189^. 

Cher  Monsieur, 

Je  continue  à  vous  inonder  de  ma  prose,  et  je  n'ai  pas  fini,  br 
cas  où  la  série  «i  -t-  «2+-  ■  •  est  divergente  exigeant  un  siège  en 
règle  et  des  travaux  d'approche. 

J'ai  réfléchi  sur  vos  tentatives  de  mettre  un  polynôme  sous  une 
forme  telle  qu'on  reconnaît  immédiatement  le  signe  qu'il  a  dans 
un  certain  intervalle,  mais  je  n'ai  pas  su  pousser  plus  loin. 

Voici  une  observation  bien  simple,  qui  met  en  évidence  une 
infinité  de  fonctions  paradoxales  d'un  genre  particulier. 

Soit/(x)  une  fonction  impaire  tX.  périodique 

Alors  l'intégrale 

est  nulle  non  seulement  pour  n  =0,  i,  2,3,  4;.  •••  mais  encore 
po  ur  /i  =  —  I ,  —  2 ,  —  3 ,  —  i ,  .... 

Pour  s'en  convaincre  il  suffit  de  remarquer  que 

/         e-"'-  f(u)  (lu  =  0, 

et  d'employer  la  substitution 

u  =  — 1-  io":t. 

'2 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  aft'ectueusement  dévoué. 
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/'.  S.  —  Le  1^''  octobre,  nous  rentrerons  à  Toulouse. 
Si  l'on  a 

/(•^- -^i'  •r)=  — /(^' r )>     /(•^' -■^ "^  î)  ""  —•^^■^' -^'^ ' 

si,  de  plus,  l'intégrale 

I  y         e-^"-y'f(x,y)dxdy 

est  nulle,  ce  qui  arri\era,  par  exemple,  lorsque  /(.z',  j^)  est  im- 
paire soit  par  rapport  à  l'une  des  variables  x  ou  y.  ou  bien  par 
rapport  à  x  cly  simulLanémenl. 

ou 

A^,-J'-)=-A-r,y), 
ou 

alors  l'intégrale  double 

''0         -  0 

est  nulle  j)0ur  toutes  les  valeurs  entières  posili\C5  ou  négatives 
de  m  et  /?,  /{x,  y)  =  y 'sin2  7:(.r  +  J')  ]>ar  exemple, 

387.  —  STIELTJES  A  HERMITE  (»). 

3  oclobrc  i8f)3. 

/"*.  S.   —  En  écrivant  la  fraction  continue  sous  la  forme 


h. 


on  a 


(')  Le  coiniucnceaienl  de  celle  lettre  maïuiue. 
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Pour  m  =  -,  3  = —  I ,  je  retrouve  en  efTcL  une  formule  é(|uiv;i- 
lenle  à  celle-ci  d'Eisenslcin  : 


I  H-  .r  +  a;^ -t-  x^'  -f-  :c'" 


x'^ —  r 
I 


X*  —  X'' 

I 


388.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Flanvillc  (Lorraine),  5  oclobrc  I^V)3. 
Mon  cher   Ami, 

Votre  travail  sur  les  fractions  continues  sera  l'un  des  plus  consi- 
dérables et  des  plus  heaux  que  vous  ayez  produits.  C'est  un  vaste 
champ  entièrement  nouveau  que  vous  a\ez  ouvert  à  l'Algèbre  et 
à  r  Analyse  et,  sans  avoir  pu  encore  suffisamment  réfléchir  sur  tant 
de  résultats  que  vous  avez  découverts,  les  questions  se  présentent 
en  foule  à  mon  esprit.  J'appellerai  seulement  votre  attention  sur 
un  mode  de  formation  des  réduites  aucjuel  j'ai  été  amené  en 
m'occupant  de  l'approximation  maximum  par  des  polynômes  X, 
X,,  X2  de  degrés  donnés  de  l'expression 

SX  +  S'X:  +  S"X,. 

Je  me  suis  deiîiandé,  en  présence  de  ces  merveilleuses  propriétés 
que  vous  venez  de  tirer  de  l'expression 


«1^  --f- 


«3^  -+- 


oii  les  a,,  sont  positifs,  s'il  n'y  aurait  pas  lieu  de  les   rechercher 
mutatis  mutandis  dans  le  domaine  voisin  où  le  hasard  m'a  con- 
duit et  que  je  vais  vous  indiquer. 
J'opère  sur  les  séries  entières  en  a?, 

S  =  a  +  p  .r  -H  7  .r-  +  .  .  . , 
S'  =  a'  4-  [i'.r  -+-  'l'x-  -4- .  . , , 
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fil   (Iclcrniinaiit    deux    liiuoiucs  <lii    prcinicr  degré    A,  B   el   deux 
constantes  a.  h  de  ni;inirre  à  axoir 

SA  +  S'a  =  S,r-, 

S6  +S'B  =  s;.^■^ 

en  désignant  par  S,    cl  Sj  deux  nouvelles  séries  semblables  aux 
|)reinières.  Soit  ensuite 

Sj  Al  -=-  S',  «1  =  So-r-, 

S, 6,  ~  s;  B,  =  su-î, 

el  continuons  ee  système  d'opérations  tie  manière  à  déduiie  succes- 
sivement de  S  el  S'  les  séries 

S),      Sa,       .  •  . .      S„+i, 

s;,    s;,    ...,    s;,,,. 

On  oblieiit.  par  suite,   les  relations 

SP^  S'P'  =   S,;  +  ,./-2"+2, 

SQ-uS'Q'=S'„+,.r-^''+2, 

où  1*,  P\  (^),  (^)'  sont  des  polynômes  des  degrés /i  +  i,  /?,  /<,  /<  +  i . 
On  trouve  aussi  très  facilement  rpie  l'on  a 

PO'-  OV'=--cx'-»-K 

c  étant  une  constante;  on  voit  enlin  qu'en  déterminant  p  et  q  de 
manière  que  le  terme  indépendant  àe  x  disparaisse  dans  la  somme 

p'>n+\  -t-  ^S,',_j_,  el  posant 

Vp^qcj  =  \.       V  j, -^  (v  cj  =  \,, 
on  a 

SX  -f-  S'X,  =  <jx-"^-^-   

C'est  donc  un  autre  mode  de  formation  des  réduites  et.  de 
même,  on  ])eut  parvenir  à  celles  que  ^f.  Padé  a  considérées  dans 
sa  Thèse  de  doctoral,  de  manière  que  le  degré  de  X  surpasse  de  m 
unités  le  degré  de  X,.  Soit  E  la  partie  entière  de  développement 

1     S'  ,    , 

(le  ^>  arrêtée  au  terme  en  x"^    \  nous  aurons 

SE  — S'=  Su^ï"". 
Cela  étant,  il  suflit  d'appliquer  l'équation  précédente  à  So  et  S. 
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Formons  ainsi  les  rolalions 

on  en  conclut  aiscmcnl 

S(l',r'"  -+-  l"E]  —  S'I»'  =  S,, ,  ,./•■■' t-^'+-', 
S(Q.r'"-t-  Q'E)  -  S'Q'=  S;;.,.  ,^-'"+2«+2. 

Délerniinons  encore  p  et  ^  par  la  condilion 
el  soit 

nous  aurons  la  relation  cherchée 

SX  —  S'X,  ^  s;,  n  .r'"+-'!''+2. 

l^'ordre  (l'approximation  maximum  est  obtenu  a\ec  deux  polv- 
nomes  des  degrcs  m  +  /^  +  i  el  n  -{-  i . 

Voulant,  mon  cher  ami,  répondre  sans  retard  à  xolre  appel 
amical,  je  vous  envoie,  a\ec  le  fruit  médiocre  de  mon  mi'diocrc 
effort  de  ces  derniers  jours  mes  plus  vives  félicilalions  pour  \os 
belles  découx cries,  avec  lous  mes  \œux  pour  \olre  prochain  séjoui- 
sur  la  terre  d  Afrique.  \  otre  j:;rande  activité  malhémalique  )nc 
donne  les  meilleures  espérances  que  vous  éles  en  pleiue  \  oie  de  yu(''- 
rison.  A  mon  relour  à  Paris,  à  la  fin  de  la  semaine  prochaine, 
je  me  réserve  de  \ ous  écrire  plus  au  louy. 

En  attendant  reccNCz  la  nouvelle  assurance  de  mes  senlimenls 
de  l'affeclion  la  plus  sincère  el  la  plus  déxouée. 


389.  —  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  19  oclobre  1890. 


Mo: 


Me  voici,  à  mon  grand  regret,  revenu  à  Paris;  je  n'ai   plus  le 
calme  ni  la  tranquillité  de  la  campagne  et,  au  lieu  des  ai-bres  et  de 
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la  vordiirc  que  jaimais  à  avoir  sous  les  yeux,  je  n'aperçois  partout 
([ue  des  drapeaux  qui  (lotlent  aux  fenêtres,  dra]>eaux  français  et 
russes  qui  décorent  la  Sorbonne  où,  demain,  nous  aurons  la  visite 
de  lainiral   Vvelane. 

Pendant  les  deiniièrcs  semaines  des  vacances,  j  ai  (picUpir  peu 
secoué  la  torpeur  du  commencement;  j  ai  rédigé  un  article  pour 
m'accjuitter  d'un  engagement  que  j'avais  pris,  et,  comme  précé- 
demment, je  NOUS  l'enverrai  aussitôt  pour  que  vous  voyiez  s'il  y 
aurait  lieu  de  le  reproduire  dans  vos  .innales.  Désirant  vous 
fournir  une  occasion  de  m'apprendre  comment  vous  vous  trouvez 
depuis  votre  retour  à  Toulouse,  je  viens  vous  faire  part  d'un  point 
(jue  j'y  ai  traité  et  qui  touche  d  assez  près  à  ce  cjui  vous  occupe. 
Sans  pénétrer  comme  vous,  en  Aainqueur,  dans  la  théorie  tics  frac- 
tions continues  algébriques,  je  reste  dans  son  voisinage  en  pour- 
sui\ant  toujours  des  tentatives  d'extensicui  ([ui  me  font  sentir  plus 
xixcment  ([ue  jamais  la  difficnlh'  du  sujet.  ^  oiri  toutefois  une 
remarque. 

Soient  S  et  S'  deux  séries  de  cette  forme  — (-   "^t  H — ^  +  •  •  •  >  (^n 

peut  déterminer  des  polvnomes  entiers  P  et  Q  des  degrés  m  et  n 

par  la  condition  <pie  dans  la  (piantité  SP  +  S'Q  les  termes  en  -> 

-^  '  •••'  — r—r;  manquent.  On  aura   donc,  en  désignant  par  E  la 
partie  entière  de  cette  expression,  l'égalité  sui\ante 

SP+S'Q-E=  ^ i '- 1-.... 

Cela  étant,  je  considère  les  relations  semblables  où,  le  degré  de  Q 
restant  fixe,  le  polynôme  P,  de  degré  m,  devient  successivement 
des  degrés  m  -\-  i,  m  -f-  2  et  m  -f-  3.  On  aura  donc 

SP,4-S'Q,-E,= 

SP3-4-S'Q3-E3  = 
et  vous  allez  \oirque  cette  supposition  que  les  'degrés  de  Q,  Q(, 


x"'^" 

-t-.i 

^i 

X '"'*'" 

-i-i 

S  3 
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(^)o,   Q:i  restent  tous  égaux  à  n  oiivi-e  un  rapprocliemenl  a\rc  la 
lin-orie  des  fractions  continues  algébriques. 
Posons,  en  elTel, 

Q3=  XQ-+-X,Qi+  ),,Q,, 

K3  =  xeh-XiEi  +  x,i<;2, 


en  désignant  par  (IM^,  M.^)  le  déterminant 


I'     \\ 

Q    Qi 
E     E, 


Q2 
Eo 


on  aura' 


X(PQiE,)  =  (P3Q,E,),         X,(PQ,Eo)  =  PQ3Eo,         X,(PQi  E2)-(PQ,  E3V 

Or,   il  est  aisé  d'obtenir  le  degré  en  x  des  divers  déterminanis 
fpii  figurent  dans  ces  formules.  Pour  un  instant,  je  fais 

(P,Q2)=P,0,-P,Q„  (P,Q3)=PlQ3-P3Q., 

il  est  clair  cpie  Ton  a 

(PQtE,)  =  (P,Q.)(;:;;^+...) 

et  comme  les  degrés  de  (PiQ^))  (l'Qa)^  (PQi  )  sont  respectivement 
m  -\-  n  -{-  2^  m  -\-  n  -\-  1^  m  +  n  -\-  i,  on  arrive  à  ce  résultat  impor- 
tant que  le  déterminant  (PQ,Eo)  est  une  simple  constante.  Je  dis 
ensuite  qu'il  en  est  de  même  pour  (P.iQ(  E2)  ;  les  deux  déterminants 
ont,  en  effet,  la  même  composition  analytique  ;  on  passe  du  premier 
au  second  par  le  changement  de  m  en  m  -\-i. 

.l'envisage  en  dernier  lieu  (PQ3E2)  et  (PQjEa).  On  a  d'abord 


(P03Eo):=fPQ3) 

+  (PQ-2) 


^•in+it-+- 


■) 


(P^Q-i 


T^e  dernier  terme,  c{ui  est  du  degré  le  plus  élevé,  est  simplement, 
du  premier  degré,  et,  de  la  même  manière,  on  prouverait  qu'il  en 
est  pareillement  de  (PQiEs).  Dans  l'échelle  de  récurrence,  X  est. 
donc  une  constante;  )v(,  )>2  sont  des  binômes  du  premier  degré. 
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Je  vais  partir  a\('c  AI""  llcniiile  pour  nue  |)ronienade  en  voituic 
sur  les  l)()ule\ar(ls,  afin  (|iie  nous  ne  restions  pas  étrangers  à  ce  qui 
se  passe  autour  de  nous. 

Adieu,  eher  ami,  avec  Tassurance  de  ma  sincère  et  constante 
all'ection. 

390.  —  IIERMITi:  A  STIELTJES  (»). 

k  Paris,  4  novcnilx'C  i8ij3. 

Mo.\     (HKU     A  AU, 

Je  vous  ai  di'jà  dit  (pic  M.  Lcrcli  es!  un  de  vos  adniiraleurs  ;  une 
lettre  (pie  je  viens  de  recevoii-  m'exprime  encore  le  mcMue  senti- 
nienl  pour  vous  en  m'apprenant  (|ue  M.  Gilbert  avait  obtenu, 
avant  que  vous  l'eussiez  publi(',  rexj)ression  du  terme  complémcn- 
laire  de  la  lormule  de  Slirling  par  la  formule 


dx. 


Mais  je  ne  crois  pas  que  le  géomètre  de  Louvain  en  ail  tiré  la 
conclusion  si  importante  et  qui\ous  est  entic-remenl  due,  (jueJ(//) 
est  une  fonction  uniforme  dans  tout  le  j)lan,  avec  la  partie  néga- 
li\  e  de  1  axe  des  x  pour  cou  j)uie. 

J  ai  été  on  ne  |)eut  plus  content  d'aj)prendre  que  \ous  avez  eu 
une  li'aversée  agiéal)le  de  Marseille  à  Alger,  et  que  vous  arrivez  en 
bonne  disposition  pour  rédiger  vos  découvertes  sur  la  tliéorie  des 
fractions  continues  algébriques.  J'v  prends  le  plus  vif  intérêt,  avec 
le  regret  de  ne  pouvoir  marcher  sur  vos  traces  \  mais  je  suis  comme 
enlizé  dans  certaines  questions  que  je  sens  la  nécessité  de  tirer  an 
(dair  sans  cependant  ])ouvoir  croire  qu'elles  aient  quelque  im[)or- 
lance.  Il  serait  trop  long  de  vous  conter  comment,  par  exem|ile,  je 
suis  conduit  à  étudier  toutes  les  approximations  maxima  dune 
lonclion  par  la  série  entière  des  fractions  dont  le  dénominateur  e-l 
de  degré  lixe,  les  «Jegrés  des  numérateurs  j)renant  toutes  les  \alcurs 
possibles,   en  cherchant  des  lois  de  récurrence  ])Our  les  oblenii'. 

(')  Aote  des  éditeurs.  —  Il  scmljlc  qiiecetle  leltie  soiLune  iL-ponsc  à  une  Icllrc 
de  Slielljps  (]ue  nous  navons  pas  retrouvée. 
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T/oi'igine  s'en  Irons c  dans  nu  Lraxail  que  j"al  envoyé  à  M.  I*iii- 
cherle,  pour  répondre  à  une  demande  qu'il  m'avait  faite  depuis 
lonj^temps.  Je  jiensais  (ju'il  seiall   pnhlic'    dans   les  Mémoires   de 

lioloi^nc  et  je  \ous  a\ais  pii('' de  le  i-eproduire  dans 

les  /innales  de  Toulouse  ;  mais  voilà  qu'il  a  |)lu  à  iNl.  Pinclieih' 
de  changer  d'idée  et  de  l'envoyer  à  M.  Brioschi  pour  les  Annales 
de  Milan.  Mais  je  ne  me  jn-iverai  point  de  vous  en  envoyer  une 
épreuve  a\ec  l'esj)érance  d'ohlenir  quelques  remarques  de  vous 
qui  y  trouveraient  leur  place  à  mon  grand  plaisir. 

Avec  tous  mes  vœux,  mon  cher  ami,  pour  que  le  heau  soleil  de 
r.\frique  vous  vienne  en  aide  pour  votre  santé  et  pour  votre  travail, 
el  non  sans  envier  le  calme  et  la  tranquillité  de  votre  séjour  loin  de 
la  vie  troublée  de  Paris,  je  vous  prie  de  croire  toujours  à  mon  plus 
sincère  et  afleclueux  dévouemenl. 


391.  —  H  ERMITE  A   STIELTJES  («). 

Pai'is,  i6  novembre  1893. 
Mon  cher   Ami, 

Je  suis  bien  préoccupé  de  la  nouvelle  phase  de  l'affection  donl 
vous  souffrez,  et  j'attends  avec  impatience  d'apprendre  si  l'amai- 
grissement se  sera  arrêté  sous  rinlluence  du  climat  sur  laquelle  je 
compte  eAtrèmement  et  dont  vous  avez  déjà  ressenti  le  bon  effet 
l'année  dernière. 

Vous  vovilez  bien  me  demander  les  épreuves  de  mon  article  des 
Annali,  soyez  siir  qu'il  n'y  a  personne  au  monde  à  qui  je  désire 
plus  les  communiquer  qu'à  vous,  mais  M.  Brioschi  ne  me  les  a  pas 
encore  envoyées;  aussitôt  qu'elles  me  par\iendronf,  elles  vous 
seront  expédiées.  En  attendant,  quelques  mots  sur  les  fractions 
continues  ordinaires  et  le  point  de  \ue  auquel  je  me  suis  trouvé 
amené,  sans  en  avoir  aucunement  tiré  l'idée  de  mon  propre  fonds. 
Je  crois  déjà  vous  avoir  dit  que  je  considère  Tensemble  des  frac- 
tions convergentes  dont  Tun  des  termes,  le  dénominateur  par 
exemple,  est  de  degré  fixe,  le  degré  de  l'autre  terme  prenant  toutes 


(')  I^'ote  des  éditeurs.  —  Celle  leltre  csl  comme  la  précéclenle  une  réponse  à 
une  Icltre  perdue  de  Sliclljes, 
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les  xiilciirs  possibles.  Jl  esl  Irès  nécessaire  de  juslider  en  (|nelr[iie 
manière  un  tel  point  de  vue;  voici  ce  que  je  ])uis  dire.  Désignant 
toujours  par  S,  S',  S),  S',,  etc.,  des  séries  entières  en  x 

a  -f-  a'  a'  -H  'x"x--{- .  .  . , 

par  A  et  B  des  polynômes  entiers  des  degrés  a  et  b,  je  les  déter- 
mine par  la  condition 

à  la(pi(,'lle  on  |)cut  toujours  satisfaire  et.  en  général,  d  une  seule- 

niani»"-re.   lV)ur  cela  je  développe  le  quotient    ^  et  j'égale  à  Zf'ro,. 

dans  le  jiroduit  -?  B,  les   teruies  en  x"'^',   .r"+-,  ...,,r""'^*,  ce  qui 

donne  1).  Le  polynôme  A  rt'sulle  de  ce  calcul;  il  esl  représenté  par 
l'ensemble  des  termes  juscju'en  x"  cjui  précèdent  dans  le  même 
produit.  Ceci  posé,  je  change  b  en  />  +  i ,  a  conservant  la  même 
valeur,  on  aura  ainsi  la  nouvelle  égalité 

SA,-+-  S'Bi  =  ^«+'-'+2S,. 

Multiplions  la  première  relation  par  gx,  la  seconde  par  hx  +  h' 
et  ajoutons,  nous  aurons,  par  suite, 

S[A;Ç'-a"-i-  A,  {/ix  -h  II'  )\  =  .r«+'^-t-4S,.^-f-  S-idiT  -u  h' )\. 

Je  dispose  maintenant  de  g,  h.  //',  dune  part  en  faisant  dis|)a- 
raitre  le  coefficient  de  ,r"+'  dans  le  coefficient  de  S  et  ensuite  [)ai- 
la  condition  que  la  série 

Si/;'-^-  ^o{hx-\-  h') 
contienne  .r  en  facteur.   Soit  alors 

A,  =  A^A'a;  -4-  Al  (  hx  -f-  A  ), 

B.  =  BA'.r -+-Bi(A.r-+- //'), 
Ss^"  =   S|  g  -\-  S.j  {hx  -^  h' ), 


on  obtient  légalité 


SA,-T-S'B.  =  x^+i>+^S3, 


où  Ao  est  du  degré  a,  et  Bo   du   degré   6  +  2.   Nous  avons  donc 
ralgoritlinie    «pii    permet  de  former   la  suite    indéfinie  des  poly- 
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noincs  A  cl  B,  parmi  lesquels,  pour  a  =  6,  les  deux  lorines  (le  la 
IVaelion  converj^enle  dans  la  lliéoric  habituelle. 

Il  vous  sera  bien  dillicile  de  ne  point  lrou\er  celle  considéralion 
vérilablenienl  enlanliue;  elle  me  serl  néanniuins  de  base  pour- 
élendrela  Uiéorie  des  fractions  continues  et  obtenir  les  polynômes 
A,  B,  G  de  degrés  a,  ^,  c,  satisfaisant  à  la  condition  d'approxima- 
tion maximum 

SA  +  S'B  -V-  S"  G  =  ^"+''+^Si. 

J'en  ai  fait  ra|)pHcahon  à  un  exemple 

eXi-A  _u  el^-^-B  =  .r"+''+i  S,. 

On  a,  dans  ce  cas, 

h'  = 


I 

^>-l-2' 

a-\-  b  -r- 

•}, 

(6  +  2)(a- 

r 

-?) 

(.6  +  2H'-^  — -ij 

En  attendant  impatiemment  de  vos  nouvelles  et  en  vous  priant, 
mon  cher  ami,  de  croire  toujours  à  mon  affectueux  dévouement. 


392.  -  HERMITE  A  STIELTJES  (')• 

Pai'is,  9  décembre  1893. 
Mon   cher   Ami, 

Je  reçois  avec  le  plus  vif  plaisir  les  nouvelles  plus  favorables  que 
vous  me  donnez  de  votre  santé;  vous  avez  prévenu  mon  intention 
et  je  n'attendais  pour  les  réclamer  que  l'envoi  des  épreuves  de 
Milan  qui,  après  avoir  bien  tardé,  m'est  parvenu,  mais  malheu- 
reusement en  un  seul  et  unique  exemplaire.  Tandis  qu'ici  M.  Gau- 
thier-Villars  en  donne  toujours  plus  qu'il  est  nécessaire,  la  p>arci- 
monie  de  l'éditeur  des  Annali  me  prive  du  lecteur  le  plus  amical 
•et  du  meilleur  des  juges  dont  je  voulais  par-dessus  tout  a\oir  l'avis 


{')  Note  des  éditeurs.  —  Cette  lettre  est  également  une  léponsc  à   une  IcLîre 
perdue  de  Stielljcs. 
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sur  mon  Iravail.  J'espère  cependant  <|iie  ce  n'est  qu'un  relard  et 
avoir  les  deux  exemplaires  de  l'épreuve  corrigée  dont  j'ai  fait  la 
demande.  Vous  m'avez  déjà  tout  réconforté  en  regardant  comme 
non  inutile  la  considération  à  laquelle  je  me  suis  trouvé  conduit  de 
la  série  d"ap])roximations  maxinia  de  la  fonction  linéaire  SP  +  S'Q, 
où  l'un  des  coefllcienls  jj^ardo  le  même  degré.  J'en  avais  besoin,  me 
sentant  mécontent  du  résultat  de  mes  recherches;  je  ne  puis,  en 
toute  vérité,  y  voir  qu'une  ébauche,  n'ayant  pas  eu  comme  vous 
le  bonheur  de  faire  jaillir  une  source  féconde  de  belles  |)roposilions 
qui  franchissent  les  limites  de  l'Algèbre  pour  enrichir  l'Analyse. 
Dans  une  addition  que  je  vais  rédiger,  je  mettrai  voire  remarque 
extrêmement  intéressante  sur  les  racines  des  polynômes  multipli- 
cateurs Xi,  Xj,  ...  qui  donnent  l'approximation  maximum  de  la 


q 


uanlite 


envisagée  par  rapport  aux  puissances  descendantes  de  x,  E  dési- 
gnant un  polvnome  entier,  et  où  l'on  sujipose 

Elle  a  été  accueillie  avec  admiration  par  M.  Pincherle  à  qui  je 
l'ai  communiquée,  et  il  m'est  impossible  de  ne  pas  être  absolument 
de  son  avis.  Je  me  permettrai  de  vous  indiquer  un  point  sur 
lc(juel  je  me  suis  rencontré  avec  INI.  Tchebichef,  à  cpii  j'en  ai  écrit, 
craignant  de  n'avoir  fait  que  retrouver  sa  méthode,  n'ayant  pas  à 
Hanville  son  Mémoire  sur  les  expressions  approchées  linéaires  par 
rapport  à  deux  polynômes,  (jui  a  été  traduit  du  russe  dans  le  tome  1, 
année  i  B77,  du  BuUctin  (').  Sa  réponse  m'a  rassuré  en  m'apprenant 
(pie  mon  procédé  est  essentiellement  différent;  le  voici  en  quelques 
mots.  Il  s'agit  d'obtenir  les  polynômes  A  et  B,  des  degrés  a  et  b, 
tels  qu'on  ait 

(i)  S.\-+-S'B4-cS"=.r<'+/'+2Si, 

c  étant  une  constante.  J'emploie  comme  auxiliaires  les  quantit<'s  P 


(  '  ;  \'oir  Bulletin  des  Sciences  rnathéma tiques  et  astronomiques,  2'  série,  t.  I, 
1877,  p.  289-312. 
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el  (^  (les  (Je^^rcs  «  el  ^  -f-  i ,  |)()iir  l('S(|iielle.s  on  a 

SP  +  S'Q  =  .^.atAH2S„, 

puis  iiiuî   cousLanlc  )>  (l(''lcrinince  par   la   condllioa  (juc  le   leriiK; 
coiislaiit  disparaisse  dans  la  série  S)  -1-).S,). 
Kn  |)osanl 

Ai=  A   ,-Xl', 

on  ol)tient  ainsi  deux  nou\eaux  polynômes  de  degrés  a  cl  ù  +  t 
(\\\\  salislonl  à  la  eondilion  semblable 

SAi  + S' n,  +  c  S"  =:z-«+/'+3  S,. 

Cela  élanl,  soienl  E  el  E,  les  parties  entières  juscpi'aux  termes 
en  x^^.  des  deux  séries  —  t^  et  —  ^,  on  a  les  égalités 

Sl<:  -H  S"=.r-'+>S,, 

sr.i  +  s'  =  .7-"+iSo. 

Kn  les  prenant  pour  point  de  départ,  elles  permettent  d'obtenir, 
de  proelie  en  proclie,  toute  la  série  des  polynômes  qui  satisfont  à 
la  condition  (i)  où  le  degré  de  V  est  fixe  et  égal  à  a. 

\  ous  avez  maintenant  l'origine  de  ma  considération  des  Irae- 
tions  convergentes  dont  un  terme  est  de  degré  C\xe;  faute  de  mieux 
et  avec  la  plus  médiocre  satisfaction,  je  l'emploie  également  dans 
la  (pieslion  générale  où  il  s'agit  d'obtenir  les  polynômes  A,  B,  C, 
des  degrés  ((,  6,  c,  pour  b-sipiels  on  a 

SA  +  S'B  +  S"  G  =  .r"t-/'+''+2S,, 

je  suppose  a  el  b  fixes,  et  je  eberche  la  série  indéfinie  des  poly- 
nômes C  de  degrés  o,   i ,  a,  .... 

Courage  et  bon  espoir,  mon  cber  ami;  le  soleil  reviendra;  vous 
sortirez,  vous  retrouverez  vos  forces  en  vous  promenant  et  votre 
l)on  génie  vous  murmurera  à  l'oreille  de  nouvelles  découvertes.  En 
\ous  envoyant  encore  tous  mes  vœux  et  l'assurance  de  ma  bien 
sincère  et  cordiale  affection. 
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393.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Muslaplia,  hôtel  Saint-Georges,  28  décembre  iSgS. 

Cheu  Mo>sieuk, 

(  hioiquc  le  temps  soit  toujours  ])cu  favoral)lc,  je  n'ai  pas  à  me 
plaindre  de  rélal  de  ma  sanlé.  Cette  fin  d'année  a  été  bien  plu- 
vieuse ici  :  il  est  tombé  plus  du  double  de  l'eau  qui  est  tombée 
dans  la  même  période  de  1892.  Je  pousse  toujours  mon  travail 
sur  les  fractions  continues,  simplifiant  par-ci  par-là  quelques 
démonstrations;  je  suis  du  reste  comme  les  enfants  qui  sont  faciles 
à  contenter,  et  dont  la  main  est  vite  remplie,  comme  on  dit  en 
hollandais.  Il  marrive  aussi  que  mes  efi'orts  échouent  et  je  vais 
vous  dire  quelques  mots  d'un  cas  de  ce  genre  qui  m'est  arri\é  ces 
jours-ci,  quoique  ce  que  j'ai  à  dire  soit  bien  médiocre. 

-I-  oc 

Soit  F(a:)  =:^rt«a?"  une  série  convergente  tant  que  \x\  reste 

compris  entre  deux  nombres  positifs  a  et  ^  >>  a.  On  sait  que,  dans 
le  domaine  de  convergence,  F(.r)  est  une  fonction  analytique,  et 
si  l'on  a  F(x)  =  o  pour  toutes  les  valeurs  réelles  a^.r  S  [i,  il  s'en- 
suit que  F(x)  est  identiquement  nulle  et  ««  =  o. 

Cela  élanlj  je  me  suis  demandé  :  si  l'on  sait  seulement  que  l'on  a 

I  F(.r))  <  £         pour         a  £  j- 1  ^  ; 

peut-on  en  conclure  quelque  limitation  jiour  les  coefficients  a,i- 
obtenir  une  limite  supérieure  de  |  ««  |  qui  décroisse  indéfiniment 
avec  c? 

S'il  en  était  ainsi,  ce  théorème  me  serait  extrêmement  utile  dans 
ana  théorie  des  fractions  continues  et  me  j)ermettrail  de  supprimer 
d'un  coup  toute  une  longue  série  de  considérations  bien  délicates 
et  bien  difficiles  à  exposer. 

Malheureusement  il  n'en  est  lûen;  la  condition  |  F(.r)  j  -<  z  n'em- 
pêche pas  un  coefficient  déterminé  «a  d'avoir  une  valeur  donnée 
arbitrairement.  ^  ous  voyez  que  j'échoue  piteusement,  il  faut  aban- 
donner cette  idée  et  chercher  autre  chose. 


i.nTTui:  3î);î.  3.")3 

\(}'\c'\  coniincnl  j'ai  reconnu  ce  que  je  viens  d'avancer.  Je  dis 
plus  géncralcnicnl  qu'on  peut  trouver  des  séries  toujours  conver- 
gentes 

telles  que  ]  F(.r)  [  <  s  pour  toute  valeur  réelle  de  ^,  un  coefficient 
déterminé  Ok  ayant  une  valeur  donnée,  par  exemple  <7/i=  i . 
Soit  d'abord 


¥{x 


On  a  F(^)<e~2c  ^^  gj^  prenant  c  assez  grand,  on  peut  rendre 
e~'-^<£.  Ensuite  on  reconnaît  que  «„,  «,,  «o,  «3,  ...  sont  très 
grands  lorsque  c  est  très  grand  : 


«0=  I  +  c--)- 


—  rt,  =  c  -+- 


\-.l-         I-.li-.j-' 


■2  I  .  '2  .  l  .  2  .  3 

etc. 

En  divisant  donc  par  a^  on  obtient  une  série  dans  laquelle  le 
coefficient  de  x-^  est  i,  et  qui  reste  aussi  voisine  de  zéro  qu'on 
veut,  pour  toute  valeur  réelle  de  x. 

Pour  avoir  une  série  de  même  nature,  mais  qui  soit  (est)  une 
fonction  impaire  de  x,  j'ai  été  obligé  de  recourir  à  un  procédé  j)lus 
artificiel.  Je  considère  les  fonctions 


=  ^  -^2  (—  '  )"< ^"'^'  =  /i  ^ •^)> 


si»  [/i  (•?■)]    =  ^  -+-2'-  ')"«;u--"+'  =  /2(^), 


1 

30 

sin  [fk-i{x)\  =  X  -^^(-  ly  aj,x^-"  +  i  =  /,,{x), 
1 

II.  23 
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Kn  consltléranl  seiilcmcnl  los  ^alell^.s  réelles,  le  ina\iimun  de  la 
\aleur  al)sohie  de  f{{-f)  est  i,  ensuite  il  est  clair  cjiie  le  maximum 
de  /o  est  sin  i  =  Ao?  le  maximum  dey^3  est  sinAo  =  À;j,  ...,  le  maxi- 
mum de  fk  étant  ).a=  sinAy;  , .  (Jles  nombres  i,  Ào,  A3,  /,.,,  .  . .,  ).a 
sont  positifs,  décroissants.  Ils  tendent  vers  une  limite  )v  cjui  doit 
être  >o.  Mais  je  dis  que  ),  =  o.  Car,  dans  le  cas  conti^aire,  \k  reste- 
rait toujours  >»  A  et  Àa_i  —  Aa=  Aa_i  —  sinAA_t  serait  plus  grand 
c|ue  la  quantité  finie  À  —  sin  A.  tandis  que  cependant  cette  difle- 
rence  devrait  tendre  vers  zéro.  Donc  A  =  o.  Il  est  donc  clair  qu'en 
|>renanl  k  suffisamment  i;rand,  la  série  toujours  convergente 

//,(r)  =  .r  --_]^(-  I  )"a';,x-^"^^ 
1 

reste  <;  £.  Maintenant  on  s'assure  sans  difficulté  que  «*  est  positif 
et  plus  grand  que  ka^  (  '  ). 

On  peut  donc  prendre  aussi  k  assez  grand  j)our  qu'un  coefficient 
déterminé  «*  soit  >  i .  En  divisant  alors  par  rt^,  on  a  une  série  de 
même  nature  dans  laquelle  le  coefficient  de  :r-'+'  est  =  1 .  Ensuite 

fk{-f')  -f-,A  (  -)  donnera  une  série  de  même  nature  procédant  sui- 
vant les  puissances  positives  et  négatives  de  .r.  Laissez-moi  main- 
tenant exprimer  mes  meilleurs  vœux  pour  vous  et  les  vôtres  j)en- 
dant  cette  année  i8()4  q"i  ^«'ï  commencer;  que  l'inconnu  qu'elle 
cache  soit  clément  ! 

\  otre  très  dévoué. 


394.  —  STIELTJES  A  H  ERMITE. 

Muslaplia,  liùlel  Saint  Georges,  8  janvier  if^9'|. 

Cher  Monsieur, 

J'attends  toujours  voti-e  travail  imprimé  sur  les  fractions  conti- 
nues; c'est  pour  cela  que  dans  ma  dernière  lettre  je  n'ai  point  fait 
allusion  à  votre  lettre  si  intéressante  du  9  décendire,  dans  laquelle 

(    )  On  vérifie  ceci  d'abord  pour/2  =  /, :^-^  s-...,  ensuite  pour  /j,  /j 
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NOUS  m'expliquez  voire  rencontre,  (juanl  an  résultai,  avec  M.  'J'clic- 
hichef. 

J'ai  rcussi,  ces  jours-ci,  à  tirer  au  clair  une  (|ueslion  de  calcul 
iiih''j;ral  (|ui  csl  d'un  certain  intérêt  pratique  pour  ju^ei'  a  priori 
la  converyenee  de  certaines  fractions  continues  cl  qui  m'avait  em- 
barrassé assez  longtemps.  11  est  curieux  que  j'aie  trou\é  la  solu- 
tion de  la  dilliculté  dans  certaines  propriétés  des  séries  à  ternies 
positifs,  et  je  vais  faire  quelques  remarques  à  ce  sujet,  bien  sinq^lcs 
et  élémentaires  du  reste.  Je  me  j)ropose  les  deux  problrmes  sui- 
\ants  : 

PiioBLKAfK  l.  —  Etant  donnée  une  suite  de  nombres  positifs 
décroissants 

Cl,        C2,        C3,        Ci,         ..  .,        C«=   O, 

trouver  une   série  divergente  A,+  V^H-  V3 -h .  •  • ,   telle  que  la 
série  c,  A,  +  Co  A.,  -f-  Ci  Vu  H-  . . .  soit  convergente. 

PnoBjJ:\rE  11.  —  Etant  donnée  une  suite  de  nombres  positifs 
ci-oissants 

Cl,         C,,         C3,  .  .  .  ,         C^    =   3C, 

trouve}'  une  série  c(uivergente  A,-|-Ao-f-  AsH-...,  telle  que  la 
série  c.  A,  +  Cj,  Vo  +  C;,  A;,  +  .  . .  soit  divergente. 

l^our  la  solution  de  ces  questions,  je  m'appuierai  sur  le  tliéorcme 
suivant  dû  à  Abel. 

Si  la  série  «1  -\-  a^  +  «3  -{-  . . .  est  divergente,  la  série 


est  également  divergente. 

Première  question.  —  Je  pose 

_i  _i  I  _ii  _i  I 

t'i  '  C-i  Cy  '  d  C-y  "  C,;  r„_, 

Ces  nombres  ai  sont  positifs  et,  puiscjue 

1 

«1  -+-  <•/ 2  -r-  •  •  •  -I-    U,t  =     —  ) 
C„ 

la  série  «1  -h  «i  +  «a  +  . . .  est  divergente. 
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Soit  niainlcnant 

^n  —   > 

a,  -H  «2  -+-...  -H  a„^i 

la  série  A,  4- A2+  Aj  +  . . .  sera  divergente  d'après  le  théorème 
d'Al)el;  mais  la  série  Cj  A,  +  Co  AoH-  C3  A3  +  . . .  est  convergente; 
en  effet, 


C„Xu  = 


(  I 


donc 


Vc„A„=  — 


Seconde  question.  —  Je  pose 

f?,  =  c,,  a.,—  r.-,—  Ci,  03:=  cj—  c-i,  ..., 

la  série  «,  H-  <7j  -f-  . . .  4-  ^/„  H-  . . .  sera  divergente,  et 

r,,  =z  <^/ ,  -f-  «2  -4-  .  .  .  -i-  «/, . 

Soit  ensuite  A,,  = ;   la  série  A) -|- AoH- A34- .  .  .  est 

manifestement  convergente,  mais  la  série 

y;„A„=y5ii^i^:^=y -^ . 

est  divergente,  d'après  le  lliéorème  d.Vbel. 

Voici  une  démonstration  du  théorème  d'Abel  tout  à  fait  diflé- 
rente  de  celle  d'Abel  lui-même. 

Je  pose,  rt,  +  «2+  •  •  •  étant  une  série  divergente, 

i 
Oi-h  a.,-^...^  a,,=  —  ; 

*■,■/ 

les  s,i  décroissent  et  tendent  vers  zéro.  Il  s'agit  de  montrer  que  la 
série  ^ «„s«  est  divergente.  Or.  pour  /?'>  //, 
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c'esl-ù-clire 

II' 

«1  M-  rtjH-.  .  .-1-  rt,7  \ 


V^  /  «1  H-  rt.)  H-  .  .  .  -H  rt,7    \ 

.li^  \        «1  + «2  +  - .  •^- ««•/ 


Ur,   (|iicl  (|ue  soil  /i,  ou  peut  toujours  dclcmnincr  /i'  de  façon 
<[ue 

— -  <C.  ~  ' 

«I  --1-  «2  +  -  •  •^-  "'i'  '•'' 

et  alors  on  aura 


^«/.5A>-; 


cnsuilc  on  pourra  déterminer  /i"  de  façon  que 

a\-\-  a<i-\- .  .  .-!-  a,,'    ^   i 

et  1  on  aura 


En  continuant  ainsi  il  viendra 

II"'  ;i'V 

h"  4-1  /('"-+- 1 

d'où  il  est  évident  que  la  somme 


'■  n-^in  ^H  +  iii 


peut  surpasser  un  multiple  quelconque  de  -;  la  série    7  (hiSu  ist 

donc  bien  divergente.  c.  q.  f.  d. 

Je  vous  sais  très  occupé  ces  jours-ci,  et  vous  devez  en\ier  mu 
>ie  tranquille  ici.  Le  temps  reste  toujours  bien  froid  et  ce  n'est 
toujours  pas  encore  le  temps  qu'il  me  faudrait  pour  sortir  un  jicu. 

Veuillez  bien  accepter  la  nouvelle  assurance  de  mes  sentimentis 
dévoués  et  affectueux. 


y)S  roRUESPONDA.Ncr.  i)"iii:itM;TK  et   dk  stii:i. imks. 

395    —  H  ERMITE  A  STIELTJES. 

1 1  janvier  i'^()'|. 
Mo-\   CHER  Ami, 

^"()s  remarques  sur  les  séries  F(.2:)  =  e  ''    el  sina7  =  /,  (.r), 

sin/",  (.r)  =  /o(x),  ...  sont  exlrêinenicnt  intéressantes;  elles 
iiiontrenl  le  danger  (|u"on  court  à  admettre  ce  qui  paraît  le  plus 
nl.uisihle  el,  l)i<Mi  (|iic  \ous  avez  le  regret  de  renoncer  à  ce  (|ue 
\(ius  axiez  supposi-,  ("est  un  excellent  résultat  d'avoir  obtenu  des 
exemples  précis,  où  les  coedicients  d'une  série  restant  toujours 
li(S  i)elil('  pour  (!(•>  \aleurs  rebelles,  |)eu\ent  dexenir  très  grands. 
Mais  couime  vous  \ous  êtes  relevé  de  ce  que  vous  considérez  comme 
v\n  échec  axec  les  propositions  élémentaires  et  fondamentales  de 
votie  dernière  lettre,  (pii  me  semblent  appelées  à  un  grand  rôle 
d  lus  la  ibéorie  des  séries!  C'est  avec  la  plus  \i\e  satisfaction  (pic 
je  vous  vois  dans  une  jiériode  (racli\il('  nialli(''matupi('.  (jui  e>t  la 
gai-antie  sûi'C  de  bonnes  dispoMlioMS  |)li vsnpies,  et  (pic  x^coik^miI 
lia  raliuc  cl  une  liiiiupiillih''  donl  )c  n';ii  |)as  le  |)n\  ib'ge.  [.es  obli- 
gations mulli])liées  du  jour  de  l'an,  les  xisites,  les  correspondances, 
m'out  mi>  sur  les  dents,  et  j'aurais  absolument  besoin  de  repos, 
.le  inVu  apeicois  aux  fautes  (rin;ill(Miti()n  (pii  m"écliap|)ent  et  (pion 
me  signale;  ainsi  M.  Ed.  A\  cyr,  à  qui  j  ai  envoyé  un  petit  article 
pour  le  Cazopf^,  m'a  fait  reiiiaivpier  (pie  j'ai  éciMt  limite  sup(''- 
ricure  pour  limite  inférieure,  cr  (pu  me  cou\re  de  confusion. 

Mon  objet    ('-tail   de   faire   xoir   (|iic   >i    Ion   construit  la   courbe 

Y '^  ■  >^ur  une  bande  de  papier  reelanmilaire  indéHnie  en  lon- 

gueur,  elle  donnera  du  C(Ué  des  abscisses  négatives  l'image  d  une 
série  de  |)arallèles  équidistantes  perpendiculaires  à  l'axe,  à  j)arlir 
d'une  certaine  distance  de  l'oi-igine.  J'ai  lemaifpié,  en  ellet,  (pi'à 

une  abscisse  .r  =  — Ji -\ >  (iiii   se   rapproelie  indc-finiinent  dune 

„       i  I  I    • 

intersection  avec  l'axe  quand  n  croît,  correspond  une  ordonnée 
>  -  r(/?  )  qui  augmente  avec  une  extrême  raj)idité.  D  où  cette  con- 
sé(pience  à  l'adresse  des  écoliers  qui  lisent  le  Cazopis,  ([ue  la  fonc- 


lion  liolomorplie  7; est   (lisconliimc   à    rinCini.    .In   vous   envole 

Tépreiive  de  mon  arllcle  des  Annali ;  j)iiissiez-vous  n'avcnr  pas  à 
y  relever  aussi  des  inad\crlanees!  Il  aura  une  suite  qui  a  encore  fail 
le  sujet  de  ma  correspondance  avec  AI.  Pinclierle,  mais  en  ce  mo- 
meul  le  C()Mia<;e  me  maïupu»  jiour  la  réilii;er. 

Avec  mes  vœux  pouicpie  xousayez  enfin  le  beau  soleil  d  AfVicpie 
(pii  vous  donnera  de  la  gaîté  et  de  la  honne  sanlc,  et  en  vous  por- 
tant méchamment  envie  d'être  si  Iranquille  et  de  si  bien  travailler, 
("royez-jnoi  toujours,  mon  cher  ami,  votre  bien  sinccrement  et 
allée lueusement  dévoué. 


396.  —  STIELTJES  A  HERMÏTE. 

Mustaplin,  Ilùtcl  Saint-Georges,  i5  janvier  i8<)^. 

Cui:R    IMoiNSlElK, 

Je  viens  de  recevoir  votre  lettre  et  votre  travail  dans  les  Annali, 
laissez-moi  d'abord  vous  remercier  bien  vivement.  Mais  je  crains 
|)rcsque,  maintenant,  d'avoir  été  indiscret,  et  vous  m'avez  envoyé 
peut-être  le  seul  exemplaire  dont  vous  disposiez  et  dont  vous  pour- 
riez avoir  besoin  vous-même.  Cependant  j'espère  que  vous  rece- 
vrez bientôt  vos  tirages  à  part,  et,  le  mal  étant  fait,  j'en  vais  pro- 
fiter le  plus  possible  en  étudiant  votre  travail  avec  toute  l'attenlidu 
dont  je  suis  capable.  Ce  sera  une  occupation  extrêmement  agréable 
cl  qui  me  reposera  des  réflexions  cpii  me  poursuivent  ces  jours-ci. 
Je  suis  entré  dans  un  vrai  guêpier;  j'ai  trouvé  des  choses  bien  sin- 
gulières; mais  il  en  reste  d'autres  inex[)]iquées  qui  me  donneront 
encore  beaucoup  de  mal. 

Ce  n'est  que  sous  certains  rapjiorls  que  je  crois  que  mx  vie  ici 
est  agréable  et  enviable;  la  tranquillité,  on  peut  aussi  en  avoir  trop, 
iù  si  je  ne  pouvais  pas  travailler  un  peu,  je  vous  dirais  que  ma 
\ie  ici  serait  difficilement  supportable.  Heureusement  que  je  me 
sens  assez  bien  et  que  j'ai  toujours  de  bonnes  nouvelles  de  Tou- 
louse. 

Pour   ne    pas   laisser   cette    lettre  sans  un   signe    de  calcul,  je 
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\ais  écrire  quelques  simples  identités  algébriques  qu'on  n"a  pas 
iiiuarquées  encore,  je  crois.  Cela  prouve  combien  ce  sujet  des 
fractions  continues  est  encore  peu  étudié  et  combien  il  est  impor- 
tant de  bien  choisir  le  point  de  départ.  Soit 

F= l 


Alors  je  dis  qu'on  aura  en  m«Mno  temps 


F^i  = 


et 


«1 


avec  les  valein-s  suivantes  des  a[-  et  a]  qui  sont  assez  simples  : 

1  >  t 


«1  -^  «3—-  •  •—  «2/;  -1  "l  —  "3  —  -  •  --^  "2/.-1 


a,  = 


1  —  /.  a  1 


1  +  /.(  «i-r-   (/3  — .   .  .—  «2/,_i  ij  [l  -H  A(r/i—  «3-r-.  ..—  C/U+ljJ 

puis 

«2/.-       =  «2Â  +  I  :  (  «1  —  as  —  ...  -h  «2/,-!  )  (  rti  -i-  aj  -^ .  . .  -r-  a.,/c+i  ), 

«'2A-1  =  «2/.     :(«i-t-  «3-^- .  --T-  «2/1-1)-. 

Naturellement  cela  veut  dire  seulement  que  si  la  première  fraction 
continue  àonne  formelle  ment  la  série 

£n £1  ^  ii ^ 

.r         .2-2         :?-i         j* 
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le?  deux  aulres  fraclions  conliuues  donneront 


r:t 


cl 

C\  Cl  C:t  r^ 

X  X-  J'*  ^^ 

Si  les  cii  sont  positifs,  vous  voyez  que  les  séries 

«',  -l-  «1,  -H  «5  -H.  .  . 

et 

a\  -H  a\  -+-  «y  -i- . . . 

sont  toujours  convergentes.  Cela  a  une  signification  bien  simple 
dans  ma  théorie  et  on  pouvait  le  prévoir.  Mais  vous  verrez  cela 
lorsque  j'aurai  fini  mon  travail.  J'espère  que,  l'avalanche  des  visites 
passée,  vous  vous  trouverez  dis|)os  à  rédiger  la  suile  de  voire  tra- 
Aail  dans  les  Annali. 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  très  affeclueusemcnf 
dévoué. 

397.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

iMuslaplia,  Hôtel  Saint-Georges,  i8jaii\ier  iSij-î- 

Cher    Mo]NSIEUn, 

J'étudie  depuis  quelques  jours  votre  beau  mémoire.  Que  M.  Pin- 
cherle  a  été  bien  ins[)irc  en  laisant  publier  votre  travail  dans  les 
Annali  f\ni  doivent  a\oir  bien  plus  de  lecteurs  que  les  Mémoires 
de  Bologne.  Je  ne  connais  rien  de  |)lus  élégant  que  la  ma- 
nière dont  \ous  obtenez  (p.  :i<)4)  les  relations  de  récurrence 
entre  les  Jç  et  les  J^.  C'est  une  nouvelle  application  d'une  analyse 
dont  vous  avez  donné  autrefois  le  premier  exeuiple  dans  votre 
Mémoire  sur  la  fonction  exponentielle.  Mon  admiration  n'est  pas 
moindre  pour  l'heureuse  manière  dont  vous  traitez  après  cela  le 
cas  général  des  séries.  Mais  je  ne  sais  rien  à  ajouter  à  ces  résultats  ; 
certainement  la  question  est  vaste  et  les  généralisations  peuvent  se 
faire   de  plus  d'une  manière;   on  peut  traiter  d'autres  cpiestions 
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(|iio  celles  f|iic  vous  ave/,  \oiilii  traiter;  mais  je  ne  vois  coinnieiii 
traiter  mieux  celles  fjnc  xoiis  avez  envisagées. 

Ne  trouvant  rien  à  dire  du  cas  général,  je  suis  revenu  sur  le  cas 
particulier  des  exponentielles  et  j'ai  cherché  si  Ton  pouvait  dire 
quelque  chose  de  raisonnai)le  sur  les  polynômes  X/.  Mais  je  n'ai 
point  réussi  comme  je  désirais,  et  la  seule  remarcpie  qui  s'est  pré- 
sentée à  moi  et  que  je  \ais  développer,  ne  vaut  pas  grand'chose  et, 
si  javais  \r  plaisir  de  ponvuir  nous  parler  de\ive  voix,  je  me  serais 
l)ien  é|)aigu(''  la  ])eiue  de  mettre  cela  sur  papier,  puis(pi"il  aurait 
suffi  d'indifpier  mon  idée  par  quelques  mots. 

Dans  le  cas  n  =  2,  I^,  =  o,  ^o=<7,  -jl,  =/?,  u.2=q,  on  trouxe 
en  rejelanl  des  facteurs  constants  : 

I — ■  a  .r  H — ' ■  -^  ,  .  . 

L  />  —  'J  {p  —  (J)(/J-r-<J  —  \)l.J.  J 

Vous  voyez  qnt^,  si  />  et  q  croissent  indéliuimcnl  de  manière  que 


oi\  a,  dans  ce  cas, 

Iim\i  =  e'"'",  liniX2  =  — e-î^«'-. 

Ainsi  les  valeurs  asymptotiques  des  X/  sont  des  exponentielles. 
\  ous  allez  voir  que  ce  résultat  peut  s'étendre  avec  quelques  modi- 
fications au  cas  général.  ^Iais,*pour  siuiplifier,  je  me  bornerai  au 

cas 

;j.i  -^  I  =  Ui  ~f-  I  =  . .  .  =  ;-i„  -^  I  =  y., 

de  sorte  qu'en  posant 

F(3)  =  (^-r,  1(3  — r.)---'--C<). 

j'ai  à  calculer  les  valeurs  asymptotiques  des  diverses  intégrales 


f 


i-\zy^ 


prises  sur  de  petits  contours  entourant  les  points  X,,  ^j «5«. 

La  solution  nofîVe  aucune  dillicnhé  à  l'aide  de  la  remar([ue  sui- 
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\iintc  qui  csl  le  font!  (1(^  loul  ce  que  j'ai  à  dire.  Le  clicniln  crinlé- 
i;ralion  |)()iu'  i'liilé^i":ile  .1,-  se  l'apporlaiil  au  jxMc  'C,-  jx'iil  encore 
tire  choisi  d'une  inlinilé  de  manières,  .le  dis  qu'on  peut  le  choisir 
Imijours  lie  telle  façon  que  la  valeur  asymptoti([ue  de  l'inlégrale 
se  trouve  mise  en  évidence  et  puisse  se  calculer  sans  aucune  diffi- 
culté parle  |>roc(''dé  hien  connu  de  f.aplace. 

Soient  a,  b,  c,  . . .,  l  les  racines  de  l''(5)  :=  o  :  je  me  placerai 
(Tahord  dans  le  cas  général  où  ces  racines  sont  distinctes  et  je  siq)- 
pdserai  même  f|iril  n'existe  aucune  ('gallté  entre  les  nomhres 
pd-^ilifs 

1F(«)|<IF(6)1<|F.(C)1<...<|F(/)1. 

Soit  c  un  paramètre  positif  :  je  considère  dans  le  plan  des  z  le 
domaine  où 

|F(2)l^c. 

r.orsque  c  est  très  petit,  ce  domaine  se  compose  de  l'intérieur  de 
//  courbes  fermées  (approximativement  des  cercles)  qui  entourent 
les  points  Ç, ,  ^27  •••1  S«l  J6  dirai  que  ce  sont  n  îles.  A  mesure 
(pie  c  croit,  ces  îles  s'étendent  de  plus  en  plus  ;  vient  un  moment  où 
pour  la  première  fois  dew^  îles  vont  se  souder  ensemble.  Cela  arrive 
lorsque  c  atteint  la  valeur  |F(<7,)|;  au  point  a  se  soudent  alors 
deux  îles;  supposons  que  ce  soient  les  îles  entourant  Çi  et  ^2-  I^a 
<()urbe   ]  F(:;)  1  ^  I  F(rt)  I  a  un  point  double  en  a  avec  tangentes 


\^. 


rectangulaires.  jMenons  une  bissectrice  de  l'angle  des  deux  tan- 
gentes, nous  adopterons  pour  J,  et  Jo  les  chemins  d'Intégration  i^i 

et  -t'o.  Il  est  clair  maintenant  ctue,  sur  4'  =  ,  le  module  de  -tt-, — -  a  son 

-V-  1      ?  ^1'  ^{:-) 

maximum  -^ :  cna\  partout  ailleurs  ce  module  est  plus  petit. 

\¥{a)\  '  i  ' 

l*our  avoir  la  valeur  asvmptotlque  de  J,,  il  suffît  de  conserver  seu- 
lement, du  chemin  d'intégration,  une  petite  partie  dans  le  volsi- 
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nage  du  |ti)inl  a.  De  même  pour  Jo,  (1  où  cette  première  remar(pie 
que  les  \aleurs  asymploliques  de  J)  cl  de  Jj  sont  égales  au  signe 
près. 

Le  calcul  de  la  valeur  asjmplotique  de  J,  se  fait  d'après  la  mé- 


.- — ■<-•- 


^-.fi' 


lliode  générale.  Dans  le  voisinage  de  ^  =  «,  on  a 


F(a^/)  =  F(a)-^  Ll^/2. 


Soit  a  Targument  de  la  direction  aa'  \  posons  t  =  e'^'M,  u  variera 
par  \aleurs  réelles  et 


m  = 


¥"(a) 


■2  V {a  ) 


étant  Une  cpiantité  réelle  et  positive  parce  que  notre 


dii^ection  «a'  a  été  choisie  de  façon  à  ce  que  |  F(:j)  j  croisse  le  plus 
rapidement  possible, 

ou  pour  u  z=z  K-  i  y/|jî  et  négligeant  certaines  quantités 


e-"'"'-di'  = 


Voilà  donc  la  \aleur  asviiiptdlique  de  27:iX,  e^i*".  A  ous  voyez  que 
celle  de  X|  est  encore  une  exponentielle  et  de  même  pour  X^; 
ces  deux  termes  X,  e^i-^-h  XoC^j'' se  détruisent  du  reste  sensible- 
ment. 

Je  vais  examiner  maintenant  quelques  cas  ])arliculiers.  Il  peut 
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arriver  que  file  entouranl  ^,  aille  se  souder  simullanémenl  en  a 


cl  eu  h  à  deux  îles  couiprenaul  X^^i  et  ^v  Cela  suppose  iialutcllc- 
nient  |  F(a)  |  =  |  F(^)  |  ;  on  trouve  évidemment,  dans  ce  cas, 


f.ax'rix       /-  I  ■>,  l'"(  f/  (  I  • 

Valeur  asymplotique  (le  J-.  =  A  =  — -1/        -rr;;- — -  . 

J     ^         ^  \  ^a)'^\    \x\  V   {((]  I 

Valeur  asymptotiquc  de  J3=  B  =  -p — -, —  1/  -    -■^, — -, — 


Ces  deux  quantités  sont  du  même  ordre  de  grandeur;  ensuite  on 
a  —  (A  +  B)  pour  la  valeur  asjmptotique  de  Jj.  Ainsi,  dans  ce~ 
cas,  X,  tend  Acrs  la  somme  des  deux  exponentielles. 

l^nfin  examinons  le  cas  où  F'(^)  =  o  a  une  racine  double  z  =:  a. 
11  j  a  en  a  soudure  simultanée  de  trois  iles,  puis 

Soit  A,  la  valeur  asjmptotique  de  l'intégrale  prise  sur  ««',  A^. 


A3  les  quantités  analogues  pour  aa",  an";  je  trouve 

ça.r+iX      s/()  I     I-  I  m    I  /*" 

A,=  -p -1/  -   —V, X  /      e-'  du, 
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a  cLaiit  rargiuncnl  de  la  diit'clioii  aa  .  Knsuile 

A,=  A,E,         A,=  Ai£S         s  =  e~ 

et  les  valeurs  asviii|)l()ll(|iios  de  .1,.  Jj.  J3  sont 

A,  — A,=  Aki-£), 
A,  — A,^  A,(i  — E)E, 
A3-A,=.  A,(i-^j^^ 

On  Irome  doue  trois  \aleurs  jjroporlioniielles  à  i,  £,  e-  el  doiil  la 
somme  s'annule  encore  sensiblement. 

En  f^énéral,  pour  a\oir  le  chemin  dintéi^ratlon  aj)j)roprié  à  l'éAa- 
luatiou  approximative  de  J/  on  envisaii,era  la  croissance  de  1  ile 
entourant  v/  et  Ion  notera  le  moment  où,  \nn\Y\A  picniièie  fois, 
elle  \a  se  souder  à  d'autres  iles.  On  tracera  alors  le  clicuiin  d  in- 
tégration j)assant  par  le  point  de  soudure,  mais,  pour  le  reste, 
entièrement  eu  dehors  de  1  île.  Si  par  exemple  il  v  a  une  soudure 
avec  2  îles  simultanément  en  a  et  une  soudure  siuiple  en  b^  la  \a- 
leur  asjmptolique  se  composera  des  deux  termes 


^  'F{a)\>-  y    ;JL    F'" {a)\       J  V (  b  )V-  \/  — 


Im/> 


!>  ) 


V\b) 


()uoic{u'on  ait  |  F(«)  |  ^  ]  F(^)  ],  vous  voyez  que  les  deux  termes 
ne  sont  pas  exactement  du  même  ordre  de  grandeur,  le  premier 

remportant  à  cause  du  facteur  ^p  >  -7=' 

Je  n'ai  point  encore  suffisamment  étudié  la  dernière  partie  de 
^otre  mémoire,  je  garderai  donc  \os  feuilles  encore  quelques  jours; 
mais  je  vous  les  retournerai  dimanche  prochain,  craignant  vrai- 
ment cjue  vous  puissiez  en  avoir  besoin  pour  la  suite  de  votre 
travail. 

\  otre  atVcctueusement  dé\oué. 
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398.  —  STIELTJES  A  IIERMITE  ('). 

Muslaplia,  lIAtcl  Saint-Gcorgcs,  5  février  i8tj^. 

Chku   INIo.vsiiu  k, 

Je  voudrais  vous  prier  de  ne  pus  donner  suite  à  volrc  idée  d'en- 
vojer  un  extrait  de  ma  dernière  lettre  aux  yinnali.  C'est  que  vrai- 
inent  je  ne  crois  pas  que  cela  vaille  (vaut)  la  peine  et  j'ai  surtout 
lu  conviction  que  cela  est  trop  mal  rédigé.  J'ai  oublié  de  faire  une 
remarque  essentielle  qui  est  :  qu'une  île  ne  peut  pas  se  souder  à 
elle-même  de  manière  à  former  une  île  a\ec  lac  intérieur.  Si  cela 


pouvait  arriver  on  ne  pourrait  pas  faire  passer  par  le  point  de  sou- 
dure a  le  chemin  d'intégration  comme  je  l'ai  dit.  Mais,  heureuse- 
ment, ce  cas  ne  peut  jamais  arriver,  car,  à  l'intérieur  du  lac,  |  F(;)  | 
aurait  un  maximum  et  l'on  sait  que  cette  quantité  n'a  pas  de 
maximum  à  distance  finie.  Quant  à  la  méthode  elle-même,  elle  n'a 
rien  de  nou^eau.  Aussi  pour  les  applications  en  Astronomie  dont 
vous  parlez  c'est  fait  déjà  dans  une  Note  récente  de  M.  Hamy 
{Comptes  rendus  ou  Bulletin  astronomique).  Jai  \u  avec  in- 
térêt votre  nouvelle  formule  de  réduction  destinée  à  réduire  un 
seul  des  exposants  jjl,,  ...,\x„.  Certainement  vous  chercherez  à 
en  tirer  les  conséquences  que  vous  prévoyez. 

J'ai  été,  ces  jours-ci,  peu  en  li-ain  sans  que  j'aie  à  me  plaindre  de 
ma  santé;  mais  j'ai  reçu  des  nouvelles  moins  bonnes  de  mes  s(curs 
en  Hollande  où  la  grippe  règne  en  maître.  J'ai  été  heureux  d'aji- 


(')  CeUe  lettre  est  une  réponse  à  une  lettre  perdue  d'ilermilc. 
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prendre  (jiic  M.  Picard  el  \oiis.  en  a\e/.  (ont)  été  quittes  à  bon 
compte.  Le  temps  se  refuse  toujours  ici  à  se  remettre  au  beau  ;  en 
ce  moment  et  depuis  trois  jours  la  phiie  tombe  sans  relâche.  Je  ne 
sors  donc  pi'esque  pas;  j'ai  été  une  fois  à  la  Bibliothèque,  il  y  a 
bien  lnni;t('nips  d('jà.  J'ai  perdu  en  poids  ce  que  j'avais  gagné  pen- 
dant le  jueniier  mois  de  mon  séjour  ici;  cependant  je  crois  vrai- 
ment que  je  tousse  moins  et,  en  somme,  je  me  sens  mieux.  Je  vais 
me  remellrc  à  mon  tra\ail  et,  nue  autre  fois,  jespère  pouvoir 
vous  écrire  une  lettre  plus  intéressante. 

\  ulre  bien  sincèrement  et  alî'ectueusemenl  dévoué. 


399.  —  STIELTJES  A  H  ERMITE. 

.Mustiipha,  llôlel  Suint-Georges,  14  février  189'). 

ClIFJt    MojNSIEÎR, 

Voilà  le  beau  temps  arrivé  enfin  depuis  quatre  ou  cin(|  jours. 
Avec  cela  j  ai  reçu  de  meilleures  nouvelles  de  la  Hollande;  ces  cir- 
constances aidant,  j'ai  pu  chasser  les  idées  noires  qui  m'avaient 
envahi  un  moment  et  je  me  suis  remis  au  travail  avec  un  peu 
d  allégresse. 

Permettez-moi  d'appeler  votre  attention  sur  un  passage  de  votre 
mémoire  dans  les  Annali  où  il  y  ^peut-être  une  légère  inadver- 
tance, d'ailleurs  sans  aucune  importance.  11  sagit  page  i5,  en  bas, 
(les  deux  séries 

(;;  —  ./•  iu-  a  3 


(1)  J  = 


puis([ue 


il  semble  ([u'on  ail 
(2) 


{/l  —  n  ;JL  -r-  /i  -  -   l  {/i 


Or  a,  [î,  •'.  ...  sont  des  polynômes  en  x  des  degrés  o,  i,  2,  .., 
respectivement.   Ce    degré  augmente   ainsi   jusqu'à   ce    qu'il    soit 
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(le\etiii  é^al  à  [j.,  puis  pour  les  coefficients  suivauls,  il  reste 
é^al  à  [ji.  Il  en  est  donc  de  même  pour-  a',  jii',  v'  et  les  u. -f- i 
p/cnu'e/'s  (ef/nes  de  la  série  (i)  sonl  ainsi  de  l'ordre   — ; ; . 

pas  seulement  le  premier.  Mais  j)eul-ètre  avez-vous  supposé  que 
dans  la  série  (1)  on  a  arrangé  tout  déjà  suivant  les  puissances  des- 
cendantes de  ,r,  en  sorte  que  les  a',  ^',  ...  n'ont  pas  les  valeurs  (2), 
mais  sonl  des  constantes.  S'il  en  est  ainsi,  ma  remarque  tond)e  na- 
lurellement.  Voici  maintenant  (juehjue  chose  de  plus  intéressant, 
je  pense. 

Théorème.  —  Soif  f\(z),  f.^(z),  ...^fk{z) une  suite 

de  fonetions  analytiques 

/A(5)=2Af3'         (A-  =  i,'2,  3,...), 

0 

les  séries  étant  convergentes  pour  \z\'S\\.  et  même  un  peu  au 
delà  (je  veux  dire  pour  ]  g  |  =  R  +  s,  £  étant  positif,  mais  aussi 
petit  qu'on  voitdra). 

Supposons  en  outre  qu'on  sache  que  la  série 

1 

est  uniformément  convergente  pour  !  5  i  £R,,  R,  étant  plus  petit 
que  R  et  ensuite  que  dans  tout  le  domaine  |  5  |^R  {et  même  un 
peu  au  delà)  la  somme 

a  un  module  inférieur  à  un  nombre  fixe  C  [indépendant  de  n). 
A  lois  je  dis  cjue  la  série 

est  nécessairement  convergente  [et  même  uniformément  conver- 
gente) pour  I  z  I^R,  et  [d'après  un  théorème  de  M.  Weierstrass) 
la  somme  de  cette  série  F(s)  est  une  fonction  analytique  de  z 
qui  peut  se  mettre  aussi  sous  la  forme  d'' une  série  convergente 

00 
0 

II.  Ik 
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Vous  \oyez  (jiie  le  prujiic  de  ce  Uiéorème  esl  d'étendre  le  do- 

malne  de  convergence  de  la  série  ^./a(z)<  reconnu  seulenienl 

1 
pour  I  s  |£Ri-  ii'i  domaine  |)lus  lari;e  |  :;  |  ^  R  moyennant  la  condi- 
tion ■<ii|)|)l(''menlaire  (|iie   ^.A(^)  reste  fini  pour  |  :;  l '^  R. 

1 
On    peut    dt^monlrer   facilement  la   convergence   de   la   fraction 

continue 

I 

1 


I 


tant  que  la  partie  réelle  de  z  est  positne.  Grâce  à  mon  théorème, 
j'en  conclus  très  facilement  que  la  fraction  continue  est  conver- 
gente dans  tout  le  plan,  excepté  la  coupure  formée  par  la  partie 
négative  de  l'axe  r<'el.  C'est  là  un  perfectionnemeut  notable  de  ma 
théorie  cjue  j'ai  cherché  depuis  hien  longtemps. 

Quant  à  la  démonstration  de  mon  théorème,  vous  la  trouverez 
ci-jointe  sur  les  feuilles  qui  font  une  suite  à  celles  que  je  vous  ai 
envoyées  de  Ragnères-de-Bigorre.  C'est  le  §  13  (p.  47  6t  suiv.) 
qui  contient  cette  démonstration,  mais  elle  est  sans  doute  un  peu 
délicate  et  pénihle  à  lire.  Je  n'ose  pas  xous  demander  de  me  suivre 
dans  ces  raisonnements  un  peu  prolixes.  Mais  ayant  longuement 
réfléchi  sur  cette  démonstration,  je  suis  siir  c[u'elle  est  bonne,  so- 
lide et  valable.  J'ai  du  l'examiner  avec  d'autant  plus  de  soin  qu'a 
priori  il  me  semblait  que  le  théorème  énoncé  ne  pouvait  pas 
exister  et  devait  être  faux.  Je  vous  avouerai  cependant  que  je 
serais  heureux  si  cjuelqu'un  voulait  examiner  la  démonstration; 
peut-être  M.  Picard  qui  a  le  coup  d'œil  si  facile  et  si  juste  voudrait- 
il  s'en  charger  et  me  dire  ce  qu'if  en  |:)ense.  Il  me  rendrait  le  plus 
grand  service  (  '  ). 


(')  IvC  manuscrit  s'arrête  au  bas  d'une  page  sans  formule  finale   ni  signature. 
Le  début  de  la  lettre  400  laisse  penser  que  la  fin  de  la  lettre  399  est  perdue. 
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400.  —  STfELTJES  A   lIKliMirE. 

Mustaplia,  :6  février  iSg'i. 

CtIKI!      iVIoNSIKtIR, 

Dans  ma  dernière  lettre,  déjà  si  lf)nf;ue,  j'ai  omis  certaines 
conséquences  et  j^énévalisations  de  mon  lliéorème,  pensant  qu'elles 
se  présenteront  à  tout  i^éomètre  au  courant  des  travaux  de 
M.  Weierstrass,  et  je  me  suis  horné  à  ce  qui  est  essentiel.  Pour- 
tant il  est  bon  peut-être  d'insister  sur  ses  conséquences. 

Supposons  une  suite  de  fonctions  analytiques/,  (s), /^(s),  .  ., 
//({^),      •  ■  1   uniformes  et  régulières  dans   un  domaine  D  quel- 


conque.   Je   veux   dire   par  régulières   que    Zq    appartenant   à   D, 
fkiz)   peut   se   développer   dans   le   voisinage    de  z^   par   la    série 

de  Tajlor  ^c^^(v  —  z^^)'^.    Si    Ton   sait  alors  que,   dans    tout    le 

0 

n 

domaine  D,  le  module  de  Xj.Al'')   l'esté   inférieur  à  un  nondjre 

1 

fixe  et  ensuite  que  la  série  7  .A(^)  est  uniformément  convergente 

1 
dans    un    petit  domaine   D,    faisant    partie   de   D,   alors    on   peut 

conclure  :  la  série  ^.Al-)   est  uniformément   convergente   dans 

1 
tout  le  domaine  D,  et  la  somme  F(3)  de  cette  série  est  une  fonc- 
tion uniforme  et  régulière  dans  le  même  domaine.  Comme  je  l'ai 
dit,  après  les  travaux  de  Weierstrass,  il  est  superflu  de  développer 
la  démonstration,  qui  est  à  peu  près  évidente. 

L'utilité  que  pourra  avoir  mon  théorème,  s'il  en  a  une,  ce  sera 
de  permettre  de  reconnaître  plus  aisément  la  possibilité  de  conti- 
nuation analytique  de  certaines  fonctions  définies  d'abord  dans  un 
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domaine  restreint.   Cela  se  voit  (Jf-jà  par  Tapplication  (jue   j"en  ai 
faite  aux  fractions  continues. 

Avec  mes  meilleurs  vtrux  pour  votre  santé,  croyez-moi  votre 
alfectueusement  dévoué. 

P.  S.  —  Quelle  chose  curieuse  cpien  étudiant  un  sujet  si  parti- 
culier et  si  restreint  que  ma  fraction  continue,  j  aie  été  conduit  ainsi 
à  une  conséquence  qui  peut  avoir  de  lintérét  j)our  la  théorie  géné- 
rale des  fonctions. 

Je  vous  dirai  que  cette  extension  du  domaine  de  con\ergence 
d  une  série  de  fonctions  analytiques  me  parait  susceptible  d'appli- 
cations. En  ce  moment,  je  pense  à  certains  développements  en 
séries  de  Laplace  dans  la  théorie  de  la  ligure  de  la  Terre. 

M.  Callandreau  a  examiné  une  partie  de  (.'es  questions,  mais  (soit 
dit  entre  nous  )  les  raisonneuieiits  de  mon  aiuiahle  ami  m'ont  laissé 
(pielques  doutes.  Cejjendant  j  ai  le  souNenir  trop  vague  en  ce 
moment  sur  ces  choses  pour  \ouloir  me  prononcer;  peut-être  je 
me  trompe. 

Mais  ce  ne  sera  pas  bientôt  que  j'aborderai  ce  sujet,  car  d'autres 
questions  se  présentent,  et  je  veux  absolument  en  finir  d'abord 
avec  ma  fraction  continue.  Et  pour  le  moment  je  commencerai 
par  ne  rien  faire  et  me  reposer  un  peu. 

401.   —  H  ERMITE  A   STIELTJES. 

Paris,  2.^  février  1894. 
Mon   cher    Ami, 

Jai  remis  à  M.  l^icard  dont  je  nai  pas  encore  la  réponse,  et 
qui  est  plus  à  même  que  moi  den  connaître,  votre  démonstration 
et  extension  du  théorème  de  V\  eierstrass.  Ne  soyez  pas  surpris  de 
son  retard;  au  Cours  de  la  Sorbonne  s'est  ajouté  pour  lui  celui  de 
Mécanique  à  l'Ecole  Centrale  où  les  leçons  durent  une  heure  et 
demie,  sans  interruption,  avec  un  auditoire  nombreux  .  .  .,  aussi 
ressent-il  parfois  de  la  fatigue.  En  attendant  son  avis  sur  les 
matières  difficiles  et  délicates  que  vous  avez  traitées,  qui  sortent 
comme  vous  l'avez  pensé  de  mon  domaine  habituel,  je  viens  vous 
féliciter  vivement  et  d'avoir  enfin  du  beau  temps,  et  de  vous  être 
remis  si  activement  au   travail.  En  voyant  de  quels  grands  efforts 
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VOUS  êtes  capable,  et  les  résultats  si  intéressants  et  si  iinpoi-tanls 
dont  vous  avez  enrichi  la  théorie  des  fractions  continues,  un  cer- 
tain passage  de  l'Evangile  selon  saint  Jean  (111,  3o)  me  revient  en 
mémoire;  je  ne  fais  plus  grand'chose  et  dans  le  peu  que  j'écris  des 
fautes  d'inattention  m'échappent  comme  celle  que  vous  avez  très 
justement  signalée.  Je  laisserai  de  côté,  pour  un  temps,  l'extension 
des  fractions  continues  algébriques  et  je  vous  donnerai  une  remarque 

sur  =ri — ■  >  valeat  quanluin . 

r(a)  i 

Elle  m'a  été  suggérée,  comnic  par  hasard,  par  un  article  récent 
des  Comptes  rendus,  sur  la  sommation  rapide  de  certaines  séries 
peu  convergentes,  de  M.  Janet(p.  289),  et  résulte  de  cette  simple 
identité 

/  X\  X-  —  X 


On  en  tire 

I                ■^  /  x^- 
x^—x  ^  ^\      % 
I 

-  X 

{^-)' 


(  m  —  0,1,  '.>,,  ...,rt  —  i), 


puis,  en  multipliant  par  i  —  -  et  posant 

/  X\     r  /x-^—X\  fx'^—xY-  /a"2_a7\"-l"l 


l'égalité  suivante 


=  F(r) 


[x^—  x)" 
2"(i  -+-.r)' 


où  F(x)  est  un  poljnojne  entier  du  degré  2 /i  —  i . 

J'en  conclus  encore,  après  avoir  changé  x  en  2.r  et  fait 

G ( ^ )  =  ( I  -+-  -2 .r  )  [ I  -t-  ( 2 .7-2  —  x)  -^  {ix^—  xy^-\- .  .  .-^  {-ix^  —  x)"'-^], 

I                                            (  'IX'  —  X  )" 
I X  I  X 

Ces  deux  relations  me  donnent 
r^  x'^  dx       r^ 

/      =    /     x"-Vix)dx  ^^, 

/     dx  =    /     (i  —  x''}G{x)dx-^  y, 
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OÙ   les    intégrales    du    second    lueinhic'    s Ohtiennenl    sous    forme 
explicite,  et  <>ù  1  On  a 


1     r\x^—x)"x^  _(  — n"0    r'j 

~-i.".L  I  -H  X  ^  ~  8^^  .A        I 


X 

j,^    r'i.x^-xy'U-x^)^^_^i-i)"0  f'i^^^^ 

(o>0>i), 

de   sorte   que  ces  termes  .1  et  J'  décroissent  rapidejiient   (|uand  n 
augmente.  Cela  étant,  nous  avons 

r'  /         x\  / X-—  .r\  "'-"         , 

(_  n'"-i  r  ,  -| 

=  —: —      B  (  /?«  -H  a,  //O    -  -  B  (  //?  -T-  rt  -r-  I ,  /»  )     > 

■1'"-^       \  '        ■).  J 

puis,  d'après  légalité 


B(a--i,p)  =  : .  B(a,^) 

a  ^  p 


•2'"        L         2  m  +  I  -+-  a  J  I  rt 


r  (  /«  ) 


m  )...(  rt  -;-  ini  —  i) 

J  omets  les  consérpiences  pour  ?i  infini  :  j  arrive  de  suite  au  second 

cas,  au  cale  11!  dt^    /     G  (j").r" '/./■. 

Soit  .r(.r — i)^;;  ou  |»(Mirra  éliminer  dans  G(^x  )  les  puissances 
de  vC  su|)érieures  à  la  première  et  «'crire 

G(^)  =  Go(S)-t--rG,(0- 

Cela  étant,    voici  les  valeurs  des  deux  polynômes.   Considérez 
léquation  tlu  second  degré 

>v'''  —  (  •■!  ?  -t-  I  jX  H-  ^(  4  ^  -f-  I  j  =  o  : 
en  désignant  ses  deux  racines  par  A,,  et  A,,  on  a 

"in  "à  II  >  «  + 1  _i_  ')i  «  + 1  À  ■), 

r     ^t\  i     ~       »  r     n\  ''•>         "'"''1  Ao-r-Ai 

U<Ç)=T )-?  G,(E)= ^-^ rT~' 

Al  —   Al,  Aq  Aj  Ao  Aj 

Ces  formules  donnent  les  coefficients  des  puissances  de  ç;  ainsi, 
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pour  /i  =  2,  3,  4,  j'ubliens 

Gu($)=i+  7^  + '■-*?•-.  G,(f)=  8+î8^+      8^^ 

Go(^  )^  14- 1 3  ^  -H(i  I  ^•■'-f- 1  10  ^3-f-  80  ^' ,     G  i(f)=  1 4  -H  7}  ^  +  1 70  ;^-t- 1  (lo  ^3_H.  :i./^\ 


,(' 


/^  ,      ,  1   (  a  -4-  I  )  ,  .  ,. 

Un    peut    (loue    exprimer sous    la    même    forme    que 

f  ■  r  (a  -+-i)  T 

— :   mallieureusemenl  ces  expressions  ne  permelienl  pas  de 

I  -f-  .r  '  '  ' 

faire  la  supposition  de  /?  inliiii,  ce  qui  élait  mon  hul,  el  je  ne  sais 
Irop  si  la  queslion  mérite  d'être  poursuivie. 

Croyez  toujours,  mon  cher  auii,  à  mes  senlimenls  de  la  meilleure 
allection. 
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Paris,  .'.8  février  i8g4. 
Mon   c.hku   A\ti, 

M.  Picard  me  charge  de  \ous  dire  qu'il  donne  son  complet 
assentiment  à  votre  démonstration  et  extension  du  théorème  de 
\^  eierstrass,  après  l'avoir  lue  avec  le  plus  grand  soin  et  à  plu- 
sieurs reprises.  J'aurais  été  hien  surpris  s'il  en  eût  été  autrement 
el  que  la  plus  légère  inadvertance  vous  fut  échappée;  mais  vous 
avez  pensé  que  deux  sûretés  valaient  mieux  qu'une,  aussi  devez- 
vous  être  absolument  sans  crainte.  Votre  manuscrit  est  resté  dans 
ses  mains  pour  le  cas  où,  en  réfléchissant  encore,  il  aurait  à  vous 
soumettre  quelques  remarques  dont  je  m'empresserais  de  vous 
faire  |)art. 

En  attendant,  je  viens  in'accuser  moi-même;  je  n'ai  pas  fait 
atlenlion,  en  employant  Tégalilé 

=  {1-+-  ■ix){\  -t-  (2.r2  —  x)—...-+-  {-ix^—  r)"-i]  -H  ^ '-^i 

que  le  facteur  ix-  —  x,  maximum  pour  r  =  -  •  change  de  signe  à 

4 

partir  de  .r  ^  -    et  croit   toujours   jusqu'à  la   limite   j;  =  i    où    il 
devient  égal  à   l'unité.    11  ne  peut  donc  aucunement  servir  pour 
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roi)]»-!  (|Uf  j"a\ais  en  \ue:  je  nie  contenleiai  donc  de  ma  première 
égalité 

' — t)" 


=      I 


I  -f-  X 

On  a  bien  alors 


J 


f 


^{  T-— T)" x"  dx         C— i)"6 


2''(  1  -+-  a")  8"(a-+-  i) 


(e<i). 


En  voici  les  conséquences  :  1  égalité  snivanle 

/     x'^\x{i  —  X  )] "'    '  dx  —  B{  a  -^  m,  m  } 


donne 


/      (i — '-\  x"[x{i  —  x)]"'-'^dx=      B(«-f-m,w) B(  «  —  m -^  i ,  m  ) 

L         a  ^-  2  /n  J 


=       H( a  -i-  m.  /n  » 


=  -  Bi  a  -i-  fit.  m  } 
1 


11  vient  ditnc 

^  x<^  dx       v^(  -  1 1'"-' 


JÇ   x'^  dx  _-^{ 
0      '^^  ~^ 


B  (  «  -!-/?«.  /// 


[  r/  -I-  -2  0?  J         8'M  a  -+-  I J 


(  /»  =  1,2 n  —  1  ). 


C'est  une  expression  de  l'intégrale  par  nne  fonction  uniforme 
de  a  où  les  pôles  <7  =  o,  — i,  — 2.  ...  sont  mis  en  évidence 
d'une  autre  uianière  (|ue  dans  le  théorème  de  M.   Mittag-Letfler. 

puiscpiOii  a 

T(m) 


B(a  -h  m.m)  = 


(a  -4-  m  )  {  a  ^  /n  -h  i ) .  .  .{  a  —  2 ni  —  i  ) 


à  laquelle  on  parvient  |)(iur  n  iulini.  Il  eu  résulte  une  forme  nou- 
velle pour 

l      1  _;_    -Y— a 


-       _    r'  x"-^  dx  _    r  ^r«   1 
sin  a  -       .  '  I  -r-  :r  ,/  i 


dx. 


et  j'ai  été  tristement  déçu  de  n  avoir  rien  pu  trouver  de  semblable 
pour  cotr/Tî. 
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Un  mol  d'une  autre  question  qui  m'a  traversé  l'esprit. 

Dlrichlet,  dans  son  mémoire  célèl)re  sur  V Application  de  f  Ana- 
lyse infinitésimale  à  la  théorie  des  nombres,  a  obtenu  le  nombre 
des  classes  de  formes  quadratiques  en  efl'ectuanl  l'intégrale  suivante 


/ 


où  l'on  a 

XP — I 


/(^)=2]^'!)^"' 


le  signe  \^  s'étendant  à  tous  les  entiers  //  positifs,  impairs  et  pre- 
miers à  p.  Comme  on  a 

cette  intégrale  est  la   somme  ^(-)    /     — ^ dx,  pour  les  va- 
leurs considérées  de  n.  Posons  .rP  =1  ;,  il  vient 


/ 


-"--■rf.=i  r'^"  -r  di^'- 


-ïl 


^P—i  P  Jo  '  — ?  P 


r   - 
'IL 


L'argument  -  est  moindre  que  l'unité;  on  peut  donc  employer 


la  série 


r  (a;)  _        I        r    .    c   ^       c   ^-j   ,    s   ^3 


T(x)  X 


G  -t-  Sî-r  —  83:^2+  S^r» 


ou  encore 

T{x)  X 


-4-(i-C)  +  (S2—i):r  — (8,3-1)^^' 


La  présence  du  facteur  -  «si  favorable  à  l'approximation;  mais, 

avant  d'aller  plus  loin,  il  me  paraîtrait  nécessaire  d'expérimenter 
cette  formule,  en  faisant  des  applications  numériques.  Le  courage 
me  fait  défaut  pour  l'entreprendre  et  me  servir  des  valeurs  que  vous 
avez  calculées,  je  crois  me  le  rappeler,  pour  les  sommes  S2,  S3,  .... 
Au  moment  où  je  vous  écris,  la  rue  des  Ecoles  est  noire  de 
monde  :  les  étudiants  crient  à  propos  du  cours  de  M.  Brunetière; 
plusieurs    centaines    de    sergents    de    ville    s'alignent    sous    nos 
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fenêtres;  je  crains  (jue  les  ai;itations  de  Tannée  dernière,  dont  vous 
avez  été  le  U'iiidin.  recommencent.  Enfin,  on  m'apprend  qu'on 
vient  de  suspcndic  les  cours  et  de  fermer  les  portes  de  la  Sorbonne. 

En  vous  souhaitant,  mon  cher  auii,  de  continuer  et  de  poursuivre 
vos  belles  recherches  avec  le  uiènie  succès  et  en  vous  renouvelant 
l'assurance  de  toute  nicm  allection. 


403.   —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Mustapha,  3  mars  1894. 
Chku   Moasiklr, 

Vos  deux  dernières  lettres  m'oni  fait  le  j)lus  f;rand  plaisir,  non 
seulement  par  ce  quelles  contiennent,  mais  aussi  parce  qu  elles 
m'ont  débarrassé  de  l'inquiétude  que  je  coumiençais  à  avoir,  pour 
vous  et  M.  Picard,  d'un  retour  offensif  de  la  grippe. 

Dans  votre  première  lettre  je  trouve 

1      r\x-  —  x)"xadx_{—\)"^    r  '  -r"  dx 
~  1>7'  .1  i-t-o-  ~        8"      'J,      i  -^  x' 


et  dans  la  dernière 


(  —  I  )«  0 


je  remarque  que  x"  étant  croissant   (pourrt>o),  —2— décrois- 
sant, on  a.  d'après  le  théorème  de  M.  Tchebychelf, 

/      <    /     .r"  dx  X    / =  — ^^  • 


Ainsi,  pour  «  >  o,  on  aurait  même  0  <  log2  =:  0,693.  .  . . 
Mais,  lorsque  a  est  négatif,  - —  1  <<  «  <C  o,  on  a 

a  -h  i  ,j^^     i  -ir-  X  a  ^  i 

et  je  ne  vois  pas   moven  de  réduire   votre  limite  supérieure,  du 
moins  d'une  manière  un  peu  simple. 
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Voici  mainlcnanl  comment  j'ai  essayé,  mais  sans  succès,  de 
modifier  el  généralise!"  \olre  analyse. 

Soient  a  et  b  deux  nombres  (|ii'il  sera  convenable  de  supposer 
compris  entre  o  et  1  ;  je  jjose 

I  {x—ay^{x — 6)" 

; =:    I'    H-  ijii  j- 


el  je  détermine  la  constante  C,,  de  manière  que  F  soit  un  simple 
polynôme  en  x  du  degré  a/?  1.  Il  est  clair  qu'il  faut  prendre 
pour  cela 

c'est-à-dire 

C„  = 


(i  -+-  a)"(i  -t-  6)" 

Ensuite,  si     Ton    \eul    mettre,  comme    vous,    F    sous   la   forme 

V  ,  -+-  Vo  +  •  .  •  -i-V„,  il  faudra  prendre 


c'est-à-dire 


\n=(i-^a-+-b  —  x) 


i  -4-  a)"(i  -H  b)" 

Pour  a  =  o,  6=1,  on  ret()nd)e  sur  vos  formules;  j'ai  cru  un 
moment  que  le  cas  a  =  ù  ^=  -  pourrait  conduire  aussi  à  quelque 
résultat  assez  simple;  on  aurait  alors 

c'est-à-dire 


9"(a-M) 

avec  9  -<  1 ,  ou  même  0  <<  log2  lorsque  «  >>  o.  Vous  voyez,  que  ce 
terme  complémentaire  décroît  même  un  peu  plus  rapidement  que 
dans  le  cas  a  :=  o,  b  =  i .  Malheureusement  le  terme  général  de  la 
série  est 


'^f  {(—-){- -':^"'"-"'-- 
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Il  faudrait  donc  oblenii-  la  valeur  de 

I 
yx ]         x<^  dx  =    \     (x—-\         [ar«-+- (i  —  J7)«]  rf.r, 


OU,  pour X  =  -  M, 


ix )         r«  dx  =  _  3„^^_i    /     ii-"-'^[{i  — u)'^-h(i -i-u)'^\du. 

Or   l'intégrale     /    //'^"~'^(i  +  u)"  du    s'obtient    sans    difficulté, 

•-  () 

mais    n'a    point    la   forme   si   simple    de     /     m^"""^(i  —  iiYdu;    il 

•A 

s'introduit  l'exponentielle  •>-"  et  c'est  pourquoi  il  faut  abandonner 
cette  tentative. 

Je  reviens  un  instant  sur  ces  limitations 

Je    x"-  dx            I 
'      — j —  < toujours, 
0       ' 


i 


-H  .r        a  -t-  I 


X"-  dx  log  '2 


<  — 5_1  lorsque         a  >  o; 


I  -t-  3"        a  -H  I 


j'ai  cherché  à  faire  disparaître  la   discontinuité  qui  se  montre  ici 

et  à  réduire  la  limite dans  le  cas  o  <  «  +  i  <C  i  • 

a  + 1 


Par  une  intégration  par  parties  : 


(  a  -I-  I  )    /     dx  =  --*-/      — 


.«-(-1 

dXy 


xy 
et  de  là  on  conclut,  lorsque  le  nombre  a  -\-  i  tend  vers  zéro, 

lim(a-+-i)    /     dx  =  i.  limra -f- i)  =  o, 

■'o     '-^■'' 

car    /     — — r=  -•  Ainsi,  dans  la  limitation 

/     dx  <  , 

^/^     I  -I-  j-  a  -hi 

le  numérateur  ne  saurait  être  remplacé  par  un  nombre   sensible- 
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menl  inférieur  à  i  lorsque  <7  +  i  est  très  petit.  Mais,  pour  «^o, 
nous  savons  qu'on  [xul  remplacer  i  par  log2  =  o,  6(j.>.  . .  ;  Ij'ai 
cherché  à  bâtir  un  pont  entre  ces  deux.  cas.  Je  suppose  donc 
o  >>  rt  >  —  1   et  soit  a  4-  I  ::=  ^,  puis 

'—-^ — 2_J_  dx  est  positif.  Cela  posé 
j'emploie  la  formule  suivante 

F(è)  =  F(o)+|F(i)-F(o)|6+^i^-=-^  F"(0. 

où  ^  est  un  nombre  compris  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit 
des  trois  nombres  o,  i,  6. 

Puisque  je  suppose  o  <^  ^  <C  i ,  h[b  —  i)  est  négatif  et  il  vient 

ainsi 

F(6)<F(o)-^[F(i)-F(o)]è, 

c'est-à-dire 
donc 


F(b)<-  — (i  — log2)è; 


f 


X"-     ^  I  —  (I  — log-2)(a-f- i) 


\  -\-  X  a  H-  I 


X"-      ,         loga  —  (i  — \og-2)a 
ax  ^ 


I  -f-  a:  «  -+-  I 


Le  numérateur  varie  maintenant  de  i  à  log2  lorsque  a  varie 
de  —  I  à  o.    Pour  «  >  o  on  pourrait  certainement  obtenir   aussi 

une  limite  supérieure     /    — — dx  <i  dans  laquelle  P  dimi- 

^  J^     I  4-  ir  «  -f- 1  ^ 

nuerait  de  loga  à  -  pendant  que  a  croit  de  o  à  oo. 

Mais  ce  champ  ne  se  peut  tellement  moissonner 
Que  les  derniers  venus  n'y  trouvent  à  glaner, 

et  il  faut  savoir  finir. 

J'ai  voulu  remercier  M.  Picard  pour  le  service  très  réel  qu'il 
m'a  rendu,  mais  j'ai  oublié  son  adresse  et  je  suis  obligé  de  vous 
prier  de  lui  remettre  la  lettre  ci-incluse  lorsque   vous  le   verrez. 
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Je  sais  parfailciueul  hicii  (|u  il  ileiiunue  dans  la  rue  qui  descend  du 
Panthéon  au  boulevard  et  je  sais  aussi  que  cette  rue  porte  le  nom 
de  l'architecte  du  Panthéon:  mais  le  nom  de  cet  architecte,  impos- 
sible de  le  retrouver.  Dos  défaillances  de  mémoire  de  ce  genre 
m  arri\enl  fV(''([uemmenl  cl  un  jjcaii  jour  je  ne  saurai  plus  retrouver 
mon  proj^re  nom.  \  ous  douterez,  après  cet  aveu,  si  le  texte  de 
saint  Jean  (111.  3o)  s'applique  bien  à  moi. 

Jai  lu,  dans  un  petit  journal  dici,  (piehpies  lignes  sur  les  désor- 
dres au  cours  de  M.  Brunetière,  mais  je  ne  comprends  rien  aux 
motifs  des  manifestants.  Ces  messieurs  sont-ils  mécontents  du 
dernier  discours  de  M.  Brunetière  à  l'Académie? 

Je  n'en  sais  rien,  et  j'avoue  (pie  cela  ne  m'intéresse  pas  beaucoup; 
mais  que  le  métier  de  prolesseur  de\  ient  difficile  de  cette  manière 
dans  votre  ^  ille  Lumière  ! 

Heureusement,  des  choses  pareilles  n  arrivent  pas  encore  à  la 
Faculté  des  Sciences,  mais  qui  sait  ce  qui  arrivera  encore  d'ici 
vingt  ans? 

Croyez-moi  toujours  \otre  allcctueusement  dévoué. 


404.   —  H  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris.  i3  mars  1894. 
Mo^  CHER  Ami, 

Faute  de  gri\es  on  mange  des  merles;  il  ne  m'appartient  pas  de 
vous  féliciter,  comme  M.  Picard  peut  le  faire,  du  succès  de  vos 
efforts  dans  une  question  profonde  et  difficile  c{ui  dépasse  la  sphère 
de  mes  recherches,  mais  je  vous  exprime  mon  plus  vif  plaisir  de 
l'application  du  théorème  de  TchebichelVd'où  vous  lirez  la  relation 


I     — —  <    /     X"  dx  X    I 


dx  loga 

-T-  X  <z  -H  I 


que  je  me  propose  de  donner  à  mes  leçons.  J  ai  besoin  aussi  de  la 

limite  supérieure  de   l'intégrale    / —dx\   je  l'obtiens  en 

remarquant  que  pour  «  >  i  on  a  i  —  x"  <i  a\  i  —  x),  car  la  dérivée 
de  I  —  X" — a{\  —  .r)  est,   en  effet,  «(i  —  .r'^')  quantité  positive 
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(le  sorte  que  l'expression  esl  croissante.  Comme  elle  est  négative 
pour  ^'  =  o  et  nulle  pour  ./•  =  i ,  il  est  nécessaire  qu'elle  reste  né- 
gative dans  l'intervalle,  (1(111  la  relation,  (l'où  Ton  conclut 


/ 


dx  = 


I  —  X  n  -\-  i 


[ ^a  .       .  0 

on  aurait,  en  supposant  «  <<  i , <  i  et  la  limite Main- 

tenant  permettez-moi  de  [préparer,  en  vous  écrivant,  ma  prochaine 

leçon.    Je    veux   tirer   le    théorème    r(r/)r(i  —  a)  = —. ,    sans 

^     ^     -  ^        sinau 

employer  B(c/,  6),  de  Téquation  r(r/)  ^  /  x'^'*  e~-^  dx  ou  |)lulôl 
Y(a)^2   I     j:'"^'^"' e~'' (^.r.  Multipliant  j)ar 

•-0 

T{\-a)  =  'j.    j     j'i -2a e-y- dy, 

j'obtiens 

/""    r"  /  x\ 2«-' 

r(ayr(i  — a)  =  4    /         /       I— j         e-'''-r^  dx  dy, 
puis,  par  la  substitution  de  Laplace  x  =  p  ^incp,  j)^  =  p  coscp, 

r(a)r(i— a)=4    /      e-P^pdp  I      (taiigcp)2«-i  «icp  =  2    /     (iano;cf  )2«-i  «^cp. 

C'est  l'intégrale  d'Euler  en  faisant 

taiii^cp  =  r-. 

Paiilo  majora  canamus;  y  axais  pensé  comme  vous,  mais  avec 
moins  de  bonheur,  à  employer  un  polynôme  de  degré  quel- 
conque (r)[x)  pour  former  l'égalité 

e(x)-e{-i)  ^p 

X  -+-  l  ' 

d'où 

37-1-1  X  -{-  l 

Je  m'étais  adressé  à  l'expression  de  TchebichetT  qui  est  la  plus  voi- 
sine de  zéro,  entre  les  quantités  zéro  et  l'unité;  mais  elle  ne  donne 
pas  une  limite  avantageuse,  attendu  que  €>{x)  change   n   fois  de 


384  CORRKSPONDANC.i:    DMEUMITE    KT    DE    STIELTJES. 

signe  entre  ces  limites.  Vous  a\ez  été  niieuy  inspiré  en   prenant 

ii(jc)^{x  —  a)"(x  —  b)"    et    supposant    a=>    b  =  -;    voici 

comment  je  suis  \otre  i(l('<'.  On  a 

I  _   I         /i  —  ■i.r\  (i--'2a7)«-i  (i  —  23")'» 

3_(,_  .25-)  ^  ~i'^  \      P      /  "^"---"^  3^  ^  2.3«^i(i  -+-X)' 

ce  qui  donne 


avec 

F(^)=3  + 3^—  -^...^ j-, 

Séparez  maintenant  dans  F{x)  les  puissances  paires  et  les  puis- 
sances im[)aires  de  i  —  2:r,  et  posez  x'^ — x  =  z.  Vous  aurez  en 
premier  lieu  le  polynôme  en  ç 

2  2(1-1-  4^  j  'l(l-\-  ^^f 

3  "*"  33  "^  35  +•••> 


...]. 


puis  la  quantité 

1  —  2a-r2  2(1-)-  4^)  2  (  1  -t-  4  0^ 

3        [3  "^  3^^  ^  ^^ 

On  pourra  faire,  par  suite, 

F(x)  =  Ao-f-A,^-r- A2^--'--...-^(i  — 2a-)(Bo  h  B,^  +  82^2-1-...), 
ce  qui  permet  d'obtenir  par  la  fonction  B(«,  b)  l'intégrale 

/     X"  F{x)dx. 
Encore  une  remarque.  On  a 


l-l-iC         2  —  ^  2  —  ^ 


=  O  I   -  -H  ^   -H.  .  .-H  -^ ^-...)-|-(l— 2  5")-    -f--\-H.. 

\  2  2"  2"  /  \  2  2* 

D'où 

1  H-  37  ^        2«-l  ^  ^  2«  ^ 

(/l  =  I,  2,  3,    ...) 
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et  l'on  en  conclut 

/     — —  =   7  ; —  B(rt  -i-  Ai,  n    —  > B(rt  -4-  n  -)-  I,  «  I. 

C'est  le  développement  en  série  infinie  qui  résulte  de  la  foi-tnule 
précédente  qu'on  peut  encore  écrire 

V  (— i)"- 


B(  a  +  Al,  «)     IH 


^^        ■>."         (a -I- Aï)  (  a -4- Al -I- i).  .  .(a -f- 2Ai  —  i)  \  a-^in 

Dans  l'attente,  mon  cher  ami,  de  vos  nouvelles,  et  restant  tou- 
jours votre  bien  affectueusement  dévoué. 


405.  —  H  ERMITE  A   STIELTJES. 

Paris,  27  inai's  1894. 


M 


OIV     CHER 


Ce  sont  mes  vœux   pour  votre  prochain  voyage   qu'il  me  faut 

vous   adresser;   puisse  surtout   votre   prochaine    lettre    que    vous 

m'enverrez  de  Cannes  m'apj^rendre  que  M.  Daremberg  aura  jugé 

favorablement  de  votre  séjour  à    Alger  malgré  la  contrariété  du 

mauvais  temps!  Nous  avons  cependant  depuis  plus  d'une  semaine 

des  jours   parfaitement  beaux  dont  vous   devez   aussi   profiter;  je 

leur  demande  d'éloigner  de  vous  la  pensée  que  votre  grand  travail 

sur  la  théorie  des  fractions  continues  ne  sera  point  suivi  d'autres, 

œgri  somnia.  C'est  à  moi  de  me  dire  de  pareilles  choses  quand  je 

me  sens  sans  courage  devant  l'ouvrage,  ou   bien  qu'entreprenant 

de  suivre  quelque  idée  je  ne  rencontre  que  des  illusions  et  des 

déceptions.  L'histoire,  qui  en  est  longue,  se  continue  toujours;  je 

viens,  par  exemple,  de  tirer,  ce  qui  est  très  facile,  de  l'expression 

Via)  ^  /*'i  — ar"-"    ,       ,         ,     .         1     ^ 

— / —  =  —  C  -|-    /     — dx^  la  relation  de  Causs 

r(a)  J         i~x 


II.  25 
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OU  c3  = j  ni  et  II  étant,  bien  entendu,  des  noniljres  entiers,  et 

'  n 

j'avais  espéré  en  conclure,  pour  —  =  dx,    une  intégrale   définie. 


Mais  le  premier  terme -^^  devient  infini,  et  tout  m  a  échappé 

par  suite.  J'ai  eu,  en  Arithmétique,  une  autre  déception;  je  le  dois 
à  la  question  de  la  distribution  en  périodes  des  formes  de  déter- 
minant positif;  il  serait  trop  h)ng  de  vous  en  faire  le  récit. 

Permettez-moi.  puisque  nous  nous  revenez,  de  faire  appel  à  votre 
bonne  obligeance,  pour  la  publication  dans  les  Annales  de  Tou- 
louse é  un  mémoire  que  M.  Appell  a  adressée  M.  Berson,  le  secré- 
taire de  la  rédaction.  M.  Berson  ne  lui  a  pas  répondu  et,  autant 
que  M.  z\py)ell,  je  m'intéresse  à  ce  mémoire  et  à  son  auteur 
M.  Landfried,  mon  concitoyen  lorrain,  qui  a  traité  avec  talent  une 
question  concernant  les  fonctions  à  multiplicateurs.  M.  Appell 
croit  que  l'impression  dans  les  Annales  d'un  très  long  travail  de 
M.  Sauvage  retardera  longtemps  la  publication  du  mémoire  de 
M.  Landfried;  mais  j'aimerais  beaucoup  pouvoir  lui  donner  la  cer- 
titude qu'il  paraîtra.  Je  vous  serai  bien  reconnaissant  de  joindre, 
s'il  est  nécessaire,  votre  recommandation  à  celle  de  M.  Appell  et  à 
la  mienne  pour  qu'il  paraisse  aussitôt  qu'il  sera  possible. 

Picard  est  en  ce  moment  à  Cannes  où  vous  allez  vous  rendre; 

son  cours  à  l'Ecole  centrale  lui  a  causé  une  grande  fatigue 

Heureusement  que  le  voyage  et  la  distraction  l'ont  rétabli  ;  pour  moi, 
je  n'ai  point  bougé,  me  proposant,  vers  la  Pentecôte,  de  demander 
à  M.  Painlevé,  mon  bienveillant  maître  de  conférences,  de  me  rem- 
placer et  de  me  permettre  d'aller  dans  ma  famille  à  Flanville. 
J'avais  espéré,  j'aurais  bien  voulu  travailler,  mais  je  n'ai  presque 
rien  fait;  je  ne  sais  plus,  tout  en  me  le  reprochant,  que  passer 
mon  temps  à  lire;  video  meliora  proboque,  détériora  seqiior. 
Avec  tous  mes  vœux,  mon  cher  ami,  pour  votre  prochain  voyage, 
en  vous  demandant  bien  de  m'en  donner  des  nouvelles  à  votre 
arrivée  et  vous  assurant  toujours  de  mes  sentiments  de  l'affection 
la  plus  sincère  et  la  plus  dévouée. 
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406.  —  STIELTJES  A  H  ERMITE. 

Cannes,  10  avril  1894. 
Chkk    MojNSIEDll, 

Je  suis  arrivé  ici  sainedi  dernier,  a|)rès  un  très  bon  voyage,  et 
j'ai  \  u  hier  M.  Dareinberg.  Tl  me  trouve  en  bonne  voie  de  guérison  ; 
cependant  les  crachats  n'ont  pas  disparu  et,  ce  qui  me  vexe 
beaucoup,  il  ne  m'a  pas  voulu  dire  si  je  pourrais  reprendre  mon  cours 
en  novembre.  Il  dit  que  c'est  très  possible  si  je  continue  à  faire 
des  progrès,  mais  pour  le  moment  il  ne  peut  pas  se  prononcer  sur 
ce  point.  11  m'a  envoyé  à  un  bactériologiste  et,  après  que  celui-ci 
aura  fait  son  analyse,  je  dois  encore  revenir  une  fois  chez  M.  Da- 
remberg.  Cependant  je  vous  dirai  que  je  suis  bien  déterminé  à 
reprendre  mes  occupations  ordinaires  en  novembre;  je  me  ména- 
gerai tant  que  je  pourrai.  Le  temps  est  magnifique  ici  et  il  fait  bien 
plus  chaud  qu'à  \lger;  l'hiver  a  été  ici  bien  plus  favorable  que 
là-bas  et  la  végétation  est  bien  plus  avancée. 

Laissez-moi  vous  dire  maintenant  que  l'insertion  du  mémoire 
de  M.  Landfried  dans  nos  Annales  est  assurée.  Il  est  de  règle  de 
faire  examiner  les  mémoires  envoyés  par  (à)  un  membre  du  comité 
(pour  Fexaminer).  Celui-ci  donne  son  avis;  la  plupart  du  temps, 
et  sans  doute  dans  le  cas  actuel,  c'est  une  pure  formalité.  Mais  le 
comité  des  Annales  ne  se  réunit  pas  souvent,  et  cela  a  pu  causer  le 
retard  dans  la  réponse  du  secrétaire  M.  Berson 

J'espère  rentrer  à  Toulouse  le  plus  tôt  possible  maintenant, 
aujourd'hui  en  huit  au  plus  tard,  je  pense. 

Dès  que  je  serai  rentré,  je  commencerai  à  écrire  mon  Mémoire 
sur  les  fractions  continues;  la  correction  des  épreuves  m'occupera 
ensuite  je  l'espère,  puis  viendra  la  préparation  de  mon  cours.  Mon 
horizon  ne  s'étend  pas  au  delà. 

Je  crains  beaucoup,  Monsieur,  que  la  mort  de  votre  ancien  ami 
M.  Brovvn-Sequard  a  dû  vous  affecter  douloureusement;  j'espère 
d'autant  plus  que  le  séjour  de  Flan  ville  vous  fera  du  bien  en  vous 
arrachant  un  peu  à  cette  vie  trop  intense  et  surmenée  de  Paris. 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  aflectueusement  dévoué. 
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407.  —  II ERMITE  A   STIELTJES. 


^  Paris,  Jo  avril   1894. 

Mo>'   CHER    Ami, 

Je  suis  lieureii\  de  \oiis  savoir  de  retour  et  rendu  à  Cannes  où 
vous  avez  un  beau  temps,  après  un  voyage  accompli  favorablement, 
mais  j'attends  impatiemment  les  conclusions  de  M.  Daremberg  à  la 
suite  de  l'analjse  bactériologique  qu'il  a  demandée,  .l'ai  entière 
confiance  que  vous  reprendrez  Aotre  cours  et  que  vous  ferez  de 
meilleures  leçons  que  les  miennes  dont  la  fatigue  diminue  chaque 
année  l'intérêt.  A Olre  grand  traAail  sur  les  fractions  continues  ne 
sera  pas  le  dernier  comme  \ous  le  dites:  c'est  mon  horizon  qui  se 
rétrécit  et  non  le  vôtre.  Je  li>  a\ec  attention  en  pensant  à  votre 
maladie,  tout  ce  qui  s  y  rapporte,  et  à  tout  hasard  je  vous  envoie 
un  numéro  du  Journal,  des  Débats  pour  que  vdus  jetiez  les  yeux 
sur  le  feuilleton  scientifique  de  M.  de  Parville  où  il  en  est  question. 
Je  n'ai  plus,  hélas.  M.  Brown-Sequard  à  consulter  sur  le  sujet; 
mais  les  avis  autorisés  ne  vous  manqueront  point.  Combien  j'étais 
loin  de  m'attendre  à  une  perte  qui  me  laisse  un  vide  que  rien  ne 
pourra  jamais  combler 

M.  Brown-Sequard  était  la  bonté  même:  il  v  a  peu  d'années,  il  a 
passé,  malgré  son  âge,  toute  une  nuit  auprès  de  M.  Marcel  Bertrand, 
malade  de  la  fièvre  typhoïde  et  dont  la  vie  était  en  danger.  Ln  jour, 
me  voyant  mauvaise  mine,  il  ma  amené  dans  un  coin  de  la  salle 
qui  précède  la  salle  des  séances  pour  me  tàter  le  pouls  et  me  faire 
une  ordonnance.  Je  n  en  finirais  pas  avec  les  souvenirs  pleins  de 
regrets  qu  il  me  laisse,  el  (pu  remontent  à  plus  de  5o  ans  lorsque 
nous  nous  rencontrions,  tout  jeunes  l'un  et  l'autre,  à  la  Société 
Philomathique.  Je  m'arrache  à  ces  regrets  pour  vous  faire  la  con- 
fidence que,  cédant  à  la  paresse,  je  prépare  si  insuffisamment  mes 
leçons  que.  pendant  la  nuit,  ma  conscience  se  réveille,  me  poursuit 
au  point  que  j  allume  une  bougie  pour  faire  un  bout  de  calcul.  J  ai 


eu  un  impérieux  besoin  dune  limite  supérieure  de 


sin  mx 


poui 
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entier.  C'est  dans  ces  conditions  anormales  que  j'ai  rencontré  les 


relations 

sininx 


sin(  2/1  -^  i)x 


=  9.[cosT  -+-  cos3  J^  -t-.  .  .-f-  cosf  i».  n  —  U^r], 

=  I  H-  '2  COS  gi  3"  4-  .  .  .  -+-  2  COS  '2.  n  3?, 


d'où  l'on  conclut 

sin  m..T 

<  m, 


ce  qui  a  lieu  aussi  [)Our  m  quelconque.  Mais  j'ai  inutilement 
cherché  un  moyen  plus  élémentaire  pour  l'ohtenir.  A  quoi  bon, 
demanderez-vous,  celte  limitation?  Si  vous  en  aviez  quelque  peu  la 
curiosité,  je  vous  expliquerais  que  j'en  conclus  les  propriétés  de  la 
fonction  de  Jacob  BernouUi  S«(^)  =  i"+ 2"  4- .  .  .  H- (/?  —  t)", 
( — i)"S/i_i{x)  par  exemple  étant  positif  entre  les  limites  j:  =  o, 
;r  =  1  et  n'ayant  qu'un  seul  maximum  pour  x  =  -j  ( —  i)"S2«-2('^) 
n'ayant  que  la  racine  .r  =  o  dans  le  même  intervalle,  nagœ  ana- 
lyticœ. 

Ne  vous  préoccupez  aucunement  d'agir  sur  M.  Berson;  le  point 
essentiel  pour  moi  est  obtenu  puisque  je  puis  donnera  M.  Landfried 
la  certitude  que  son  mémoire  sera  publié  dans  les  yi/i /2a /e5  aussitôt 
qu'il  sera  possible. 

Soyez  assez  bon,  mon  cher  ami,  pour  ne  pas  me  faire  attendre 
vos  nouvelles,  et  veuillez  croire  toujours  à  mon  atl'ection  la  plus 
sincère  et  la  plus  dévouée  (  '  ). 


Mon 


408.  —  HEBMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  2  mai  1894. 


CHER   Ami, 


P'    P" 
La  recherche  des  fractions,  -^>  -5-  qui  approchent  le  plus  de  deux 

nombres  donnés  n'a  cessé,  depuis  plus  de  5o  ans,  de  me  préoccuper 

(')  Note  manuscrite  de  Stieltjes.  — 
m  —  1 


amx       V^        , 

=    >   cos*^a;  cos(  m  —  i  —  k)x<.m. 

i\nx  ^^ 
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et  aussi  de  me  désespérer.  Le  [toint  de  \  uc  aii([ii('l  je  nie  suis  trouvé 
conduit,  d'envisager  pour  toutes  les  valeurs  positives  des  constantes  a 
et  ^.  la  série  des  mini  ma  do  la  forme  ternaire 

a.(x  —  az)^-+-  i(  j'  -    ùz)-^  z^ 

relatifs  à  dc^  \aleurs  entières  des  indéleiminées,  donne  hien,  à  la 
vérité,  les  résultats  de  Dirichlet  obtenus  par  une  autie  voie.  Mais 
ce  quej'ai  surtout,  comme  vous,  désiré  —  un  algoritlime  régulier  qui 
permette  darri\  er  pialicjurinent  à  ces  valeurs  entières,  au  moven 
de  la  réduction  continuelle  de  la  forme  quadratique  à  coefficients 
variables  —  m'a  échappé.  La  question  est  certainement  d  une  grande 
difficulté,  mais,  il  me  faut  lavouer,  j'ai  manqué  de  persévérance; 
j'aurais  peut-être  réussi  à  force  de  travail.  De  mes  eflorts,  il  ne  me 
reste  que  de  lointains  souvenirs,  presque  ellacés  maintenant,  avec 
des  regrets  cpii  persisteront  toujours.  Je  m'étais  figuré  devoir  pé- 
nétrer dans  le  monde  des  irrationnelles  définies  par  des  équations 
à  coefficients  entiers  F(;r)  =  0  en  étudiant  les  circonstances  de  la 

réduction  continuelle  de  la  forme  ^^-z  m()d-(jr  -j-  Xiy  -+- x'j  z  -^ . . .). 

Xi  désignant  les  racines  de  cette  équation,  par  exemple  dans  le  cas 
des  équations  abéliennes,  mais  vous  pouvez  voir  dans  une  thèse  de 
M.  Charve,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Marseille,  à 
quel  immense  labeur,  pour  le  troisième  degré  seulement,  on  se 
trouve  conduit.  Je  n  ai  fait  qu'un  premier  pas,  en  reconnaissant 
qu'un  noml)re  fini  d'opérations  suffît;  il  aurait  été  indispensable  de 
pouvoir  les  effectuer.  Les  recherches  d'Arithmétique  exigent  abso- 
lument des  exemples  où  l'observation  puisse  s'exercer;  autrement 
on  reste  dans  le  vide,  ce  qui  m'est  arrivé  pour  mon  malheur.  Et  le 
malheur  m'a  poursuivi,  m'étant  jeté  du  côté  de  l'Algèbre  dans  ma 
lettre  à  M.  Pincherle  dans  l'espoir  de  m'éclairer,  je  n'ai  encore 
trouvé  qu'une  déception  dans  l'Algèbre.  D'autres  sans  doute  seront 
plus  heureux,  je  ne  serai  plus  sans  doute  pour  applaudir  à  leur 
succès;  je  serai  parti  laissant  comme  dernière  trace  de  mes  efTorts 
une  lettre  à  Borchardt  dans  le  Journal  <le  Crelle,  t.  o3,  p.  182. 

En  espérant  que  vous  en  tirerez  peut-être  le  sujet  d'une  leçon  à 
vos  élèves,  voici  ce  que  j  ai  dernièrement  fait  à  mon  Cours,  sur  la 
fonction  de  Jacob  Bernoulli,  avec  tous  les  détails  pour  ne  rien 
vous  laisser  à  faire. 
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Soit   f{x)=  ^jr^i'-     ^'^    ^    /(•'î^  +  0— /(•^)=«''';     posant 
donc 

(')  ea^x    =So(^)-t--S,(^)+...+  ,..^...„^"(^)' 

on  en  conclut 

et,  en  remarquant  que  S,<(o)  =  o, 

S„  (  .r  )  =  I  «  -+-  ■2'»  -h  .  .  .  +  (  :r  —  I  )«, 
pour  «  entier. 

Ceci  posé,  je  me  propose  de  former  le  développement  suivant  les 

puissances  de  a  de  la  quantité et,  à  cette  occasion,  je  tais 

la  remarque  suivante.  Soit,  en  général,  une  série  quelconque 

(2)  .     b  =  AoH 


I  .2. 


si  on  la  multiplie  par  l'exponentielle  e"-',  les  coefficients  des 
puissances  de  a  seront  des  polynômes  en  .r  dont  les  coefficients 
s'expriment  linéairement  en  Aq,  a,,  Âj,  ....  Cherchons  ce  que 
deviennent  ces  polynômes  en  remplaçant  X/  par  la  puissance  X';  il 
est  clair  qu'il  faut  alors  faire  S  =  e^'',  d'où  S  e'^-^^  gù.+3-)a^  çg  quj 
donne  (k  -+-  x)"  pour  le  coefficient  de  a" .  Inversement  on  trouvera, 
si  l'on  change  A'  en  À,,  le  produit  de  la  série  (2)  par  e^'^ .  Posons 
maintenant 

=1 \ a^  -4- . . .  -+- a^" ..., 

e«  —  I  1        1.2  (  1 .  2 .  .  .  '2  n  ) 

B,,  Bo,  ...  seront  les  nombres  de  BernouUi  ;  je  ferai  Ao=i  ,  A2=-~  ~' 
À^/^i  =  o,  A2/=  ( —  1)''^''  1^  changement  de  A/  en  A'  transformera 
cette  série  dans  rexponentielle  e'**,  et  le  produit a  deviendra 

f  ?  r  ga — i 

gCk+x)a g^". 

Avant  ~ ■  a  =  'ï>'è>n{x)- >  la  remarque  précédente  per- 

met  d'écrire 

S„0)  (X -+- j:-)«+1— X" 
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d'où 

n 

en  cliaugeanl  les  puissances  de  X  comme  il  vient  d'être  dit.  On  a 
ainsi 

Sî/j-iCa-    = '  S2„_2(J")=  ' 

•>,  n  2  «  —  I 

mais  il  faiil  prendre  \'-"~*  =P;  il  vient  donc 

m  ^-  \ 
d'où  la  relation 

2rt  —  I 

Une  autre  remarque  encore.  J'ai  posé  • ;=  c'":  il  vient  donc 

'  '  e«  —  I 


en  changeant  a  en  —  a 


d'où 

=:   g— (À4-l)a 

et,  par  conséquent,  e)«=^-(>+0«.   Multipliant  par  e^^,  j'en  tire 
d'où 

(À  H-  3")''  =  (  —  I/'(X  -r    1  —  37)". 

De  là  résultent  les  relations  importantes 

Mais  j'arrive  à  mon  principal  objet. 
Soit,  entre  les  limites  :r  r=  o  et  .r  =  i , 

la   relation   qui    vient   d'être   obtenue  montre  (|u'il    faut    prendre 
B,M=  o  et  voici  comment  s'obtiennent  les  coefficients 

Ao=   /     Sî„_i(ar)  rfa",  A„,  =  i   /     S^n.  i(t)  cosinnzx  dx. 

'^0  »A 
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Je  reroiirs  à  la  formule  élémentaire 


/ 


f{x)  cosa.r  ax  =  Y  {x)  'r.xnax  -\-  V  (x) j 


f{x)  étant  un  polynôme  entier,  et  où  l'on  a 

a  a'  a* 

je  supposerai  f[x)=.S-in-\{jc)   el  j'observerai  qu'aux   limites,  à 
cause  de  a  =  arnTT,  le  second  terme  seul  subsiste,  de  sorte  qu'on  a 

A,„=  _i-[F'(i)_F'(o)]. 

Dans  cette  expression,  tous  les  termes  (X  +  i)' — A'  s'éva- 
nouissent à  l'exception  d'un  seul,  lorsqu'on  a  iz=^\.  C'est  ce  que 
montre  l'égalité  employée  tout  à  l'heure  e^a=-  g~{K+i)a^  qyj  donne 
la  condition  (X  +  i)'  =  )v',  lorsque  /  est  un  nombre  pair,  puis 
()>-hi)'=: — À'  et,  par  conséquent,   (X  +  i)':=o  avec  X'=o,  en 

supposant  i  impair.  Ce  terme  a  employer  ■ —^ — -^^ — -  a  pour 

,         ( —  i)"^i  I  ..>...  .2 n  ,,  , 

valeur — ; — >  et  l  on  en  conclut 

.  ,         ,      .    1.3 .  .  .m 


Quanta  Aq,  l'intégrale  définie 


/ 


(a-  -H  X)2"—  X2"      ,  (j.  _(_  X)2''H-1  X2". 

ax 


'2n(-j.n  -h  i)  in 

donne  immédiatement 

.         (-i)«B„ 
1  n 

et  nous  parvenons  à  la  série  cherchée 

,  ,,0  ,  B«  2.3...2«  /  Ç,(i%kT.X  COSÔTTir  \ 

(—1)"  bj„_.,   a")  = co%i-Kx  -\ ! — — -  -I-  . . .  1. 

Soit  d'abord  ûc  =  o,  le  premier  membre  s'évanouit  et  l'on  en 
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tire 

1.6... in        (a-r/i"  ',     '    a""        S^"       "7' 

ce  qui  permet  crécrire 

2.3...2n  — 1/  I  — cos4-x  \ 

(-n«S2„_,(^)  =  '2 — r^;^ (,_cos'27r:r+ ^^^^ +...), 

ou  bien 

,•2.3.. .2/1  —  I  /  .    „  ^\r\^i-x        sin^STJ-  \ 

(-lj«S2„_,(x)  =  4 7-— TT sin27:.r  + 


On  en  conclut  que  ( —  i)"  S2«_)  (-3^)  est  positif  de  j:;  =  o  à  .r  =  i . 
Soit  ensuite 

I  établirai  que  cette  quantité  positive  a  son  maximum  pour  x  -= - 
comme  il  suit. 

Changeons  ^  en  — \-  x^  il  vient 

I  \  sin22iia?        cos237:ar 

œ  (  -  -f-  .r     =  cos-TTO-  -H 


2  /  2="'  3'-" 

puis 

^(i)='-^3^-5^^---' 
ce  qui  donne 

sin23  — a:        sin-ô~;r 


?U^ 


2  /  V  52" 

sin22Trx        sin24-a"        sin^ÔTra" 


42"  62" 

?in  /7i.r 


ous  voyez  que  d  après  la  relation  — -. <  m  la  partie  so 

'  ^  '  sin.r  ^ 

Iractive  a  pour  limite  supérieure  la  série 

•   ,        /     '  '  J        ,        \ 

Sin-TTa* ~ : .  .  .    1, 

\22«-2      421-2      (i2/!-ï         y 

de  sorte  qu'à  partir  de  /i  =  2  on  obtient 


us- 
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la  qiianlité  (|iii   multiplie  sm-u-r  élanl   positive.    C'était  le   point 
essentiel  à  établir;  enfin  j'ajoute  (jue  de  l'égalité 


S2/J-2  — 


^2/1-1  (^) 


je  tire  la  formule 

et  que  de  la  relation 
on  conelut 


•2 . 1 . 2 . . .  2  /i  —  I 

(2  7r)2"-i 


sin4'rtic 


)• 


<  Tll, 


sin4TTar 
sin2  7T;r  H — ; h.  .  .  =  sin  '2  7:.r  (  1-4- 

.)2«  — 1  ' 


■^ïn-t  32n-2 


£,  e'  étant,  en  \aleur  absolue,  moindi'es  que  l'unité.  La  fonction 
( —  i)"  'è2,i--i{^)  se  eomporte  donc  comme  fUniTzx  et  ne  s'évanouit 

(lue  pour  j:  =  -  ,  entre  les  limites  zéro  et  l'unité. 

Le  procédé  que  j  ai  employé  pour  arriver  aux  développements 
trigonométriques  permet  aussi  d'obtenir  la  formule  de  Mac-Laurin 


/ 


f{x)dx=  i  [/(o) -/(.)] -A  !/'(,)  _/'(o;] 


B, 


7[/"'(')—/"'(o  )]+... 

fy(2«-3)(g_y(2n-3i(o)J 


2.3.4 

(-i)"-'B„_, 


2 . 3  ...  2  «  —  2 


2.3, 


_■ f   /i2«)(^)S2„-,(.r)^a', 


en  intégrant  par  parties  l'expression 


J'f^^n'ix 


(X  -{-  X)2"—  Xî" 


dx 


entre  les  limites  zéro  et  l'unité,  ce  qui  se  fait  par  un  calcul  facile. 
J'aurais  bien  voulu  avoir  plus  tôt  votre  démonstration  excellente 

de  l'inégalité    — -. '■    <C.  m,  pour  la  joindre  à  celle  que  j'ai  donnée 

pour  le  cas  de  m  quelconque  en  cherchant  le  maximum  de—: (')• 

'  11  eini?^'' 


{ '  )  Ce  passage  montre  qu'il  manque  une  leltre  de  Stieltjes  entre  le  20  avril  et 
le  2  mai. 
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Ce  maximum  s'obtient  en  posant  tang  A/?.r  =  m  tangx,  bien  entendu 
entre  ^  =  o  et  :r  =  t:.  On  a  donc 


m  tang.r 


v/f  -I-  m^  lang-'a:" 
d'où 


sin^  y/cos-:?'  -+-  ni-  sin-a; 

Il    suffit    maintenant    d'observer,    à   l'égard    du    dénominateur, 
qu'on  a 

v/cos^a?  +  m*  sin'^ar  <  i, 

quand  on  suppose  /?«  >  i ,  et 


pour  m  <^  I . 

J'ai  célébré  dans  ma  dernière  leçon  votre  conception  de  logr(:r) 
comme  fonction  uniforme  et  holomorphe  de  la  variable,  dans  tout 
le  plan,  avec  la  partie  négative  de  l'axe  des  abscisses  comme  cou- 
pure; vous  voyez  l'usage  et  le  profit  que  je  fais  de  vos  idées. 
M.  Kronecker  me  disait  en  dînant  à  Flanville,  où  j'ai  eu  sa  visite, 
que  nous  avions  la  tète  faite  de  la  même  manière;  je  crois  que  s'il 
vous  avait  connu,  le  binôme  aurait  été  changé  en  trinôme. 

Adieu,  mon  cher  ami,  et  v^euillez  toujours  croire  à  mes  senti- 
ments de  la  plus  sincère  et  de  la  meilleure  allection. 


409.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse.  3  mai  189'). 
Cher   Monsieur, 

Je  vais  répondre  immédiatement  à  votre  lettre;  peut-être 
qu'ainsi  ma  réponse  vous  trouvera  encore  à  Paris.  Mille  remercî- 
ments  pour  votre  analyse  concernant  la  fonction  de  Bernoulli 
dont  je  profiterai  certainement  pour  une  de  mes  leçons.  Mais, 
puisque  vous  démontrez  directement  que 

(—1)"  Sîtt-îCa-) 


LETTKK    iOî).  397 

;i  le  même  si<,me  que  sin?, Tc.r  et  (juc  c'est  là,  à  un  fadeur  près,  la 
dérivée  de 


tf(x)  =  sin'''iTa:' 

£ — 

cp'(jc)  est  positif  dans  rinlervalle  o<;^<  ->  et  la  considération 
directe  de  cp(  -  j  —  'f{--i-x\  ne  semble  point  nécessaire.  J'ajoute 
que  (— I)"  S2«_2 (•>*")  n"a  (\n'un  seul  maximum  dans  l'intervalle 
o,  -)»  parce  que  la  seconde  dérivée  ( — ')"  ^'«-2  (•^)  ^^^  cons- 
tamment négative;  en  effet,  cette  seconde  dérivée  est,  à  un  facteur 
prés,  =zS2rt_4(:r),  c'est-à-dire  une  fonction  de  la  même  espèce. 
Mais  cela  est  bien  connu. 

P'    P"    . 
A  l'égard  des  fractions  -p>  -^  >  je  vous  avouerai  que  je  n'ai  point 

la  prétention  d'éclaircir  un  sujet  aussi  difficile  par  la  rétlexion  et 

par  l'imagination  seules.  Je  procéderai  comme  les  naturalistes,  en 

appelant  au  secours  {'observation.   Pour  le  moment  donc,  je  fais 

des  calculs  numériques,  assez  laborieux,  en  cherchant  toutes  les 

fractions    convergentes    pour    quelques    cas    particuliers   jusqu'à 

P=2oo  et  P=5oo.  Encore  faut-il  savoir  ce  que  sera  un  système  de 

deux  fractions  convergentes.  J'incline  à  croire  qu'il  faudra  admettre 

P'         X 
aussi  dans  le  Tableau  les  fractions  «  =  -p  +  p^  de  la  théorie  ordi- 

P" 
naire    des    fractions    continues,    en   y  ajoutant  la   fraction    p-   qui 

approche  le  plus  de  b,  mais  donc  l'approximation  sera  alors  seule- 
ment de  Tordre  p-  De  même   pour  b.   A  ces  calculs  j'en  ajoute 

encore  d'autres  concernant  la  distribution  dans  l'intervalle  (o,  i) 
des  fractions  na  —  C(na),  nb  —  C(nb).  C'est  seulement  lorsque 
j'aurai  amassé  de  cette  façon  un  grand  matériel  que  je  pourrai 
commencer  à  travailler  sérieusement  sur  cette  matière.  Je  ne  sais 
point  du  tout  si  cela  me  mènera  à  quelque  chose,  mais  je  veux  en 
avoir  le  cœur  net.  Ces  jours-ci,  il  faut  le  dire,  je  n'ai  pas  poussé 
beaucoup  mes  calculs,  ajant  dû  employer  toute  mon  énergie  à  la 
rédaction  de  mon  travail  sur  les  fractions  continues. 

Ce  travail  s'achève  doucement,  mais  j'en  ai  bien  encore  pour 
trois  ou  quatre  semaines,  et  j'aui'ai  mis  plus  d'un  mois  pour  ce 
qu'autrefois,  j'aurais  achevé  en  dix  jours. 
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Je  me  porte  bien  et  je  crois  même  que  je  fais  des  progrès, 
grâce  aux  lions  soins  donl  je  suis  entouré.  J'espère  vivement  que 
vous  tirerez  le  plus  grand  bénéfice  de  votre  séjour  à  Flanville. 


Croyez-moi  bien  votre  aflectueusement  dévoué 
drant,  j'écris 


P. -S.   —  Pour  montrer  que  ■'    "     croit  dans  le  premier  qua- 


tan£r(a-r-è)  tango  cos6 

2— -     :=z  \  —1—  X    1 

tanga  sina  cos(a-}-6) 

en  supposant 

->«>o,  ->6>o,  ->«-!-6>o, 

co>b 

tanso  >  6,  sina<a.  j—  >  1 . 

cos(  a  -^  o  ) 

tang(a-t-è)  b  ,        •    .•  tang(«-T-èi^     tanga 

2- >  I  H >  c  est-a-dire ; >  

tanga  a  a  ^  b  a 


410.  —  H  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  i3  mai  1894. 
Mon    cher    Ami, 

Je  me  sens  tout  joyeux  de  vous  savoir  en  si  bonne  disposition 
que  vous  vous  transformez  en  naturaliste  pour  observer  les  phéno- 
mènes du  monde  arithmétique.  Votre  doctrine  est  la  mienne;  je 
crois  que  les  nombres  et  les  fonctions  de  TAnalyse  ne  sont  pas  le 
produit  arbitraire  de  notre  esprit;  je  pense  qu'ils  existent  en 
dehors  de  nous  avec  le  même  caractère  de  nécessité  que  les  choses 
de  la  réalité  objective,  et  que  nous  les  rencontrons  ou  les  décou- 
vrons, et  les  étudions,  comme  les  physiciens,  les  chimistes  et  les 
zoologistes,  etc.  Je  viens  d'observer  que 


j«.)  =  i/' 


d'où  l'on  tire 

r{a)  =  -    I e'^-^dx, 


donne  l'égalité 
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i"{a)  —  J"(a  -h  i)=  I       «'«+"^— é"»^—  ^(e(û!-t-i'^-l- gax]  L/a:. 

L'intégration  se  fait  immédiatement  et  il  vient  ainsi 
Via)- Via  +  ,)  =  -^  -  -  -+-  -  \,       '         -H  -1  =  ! 


On  en  conclut  la  série 

J"(a)  = 


puisj  au  moyen  de  l'égalité 

logr(a)  =  ia i  logrt  —  a  -f-  log/air  +  J  (a), 

cette  expression  qui  a  attiré  mon  attention 
DMogr(a)  = -!-  -4--L  + 


Vous  rapporterez  à  l'observation  du  fait,  la  remarque  suivante, 
qui  en  est  la  conséquence  immédiate. 
Soit 

^{x)  =  x{x  -\-  \){x  -\-  1).  .  .{x  -ir  n). 
Je  pose 

V^^{x)  T  X  -k-  \ 


X  ->r-  n 

B„ 

(^  -f-  «. 

)« 

37^  (a"_|_i)2 

On  aura  Ao  +  A.(  +  .  .  .  +  A„  =  o  et,  le  premier  membre  ne 
changeant  pas  quand  on  remplace  x  par  —  n  —  .r,  les  numérateurs 
des  fractions  simples  satisfont  aux  conditions  A,=: — A„_,-, 
B/=B„_j(/=o,  I,  2,   ...,  n). 

Soit  maintenant 

N-  Bo+Bi  +  ...+  B„, 

Go=Ao,         Gi=Ao-t-Ai,         ...,         G„_,  =  Ao-l- A, -H.  .  .-(- A,_,. 
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Je  pose  encore 

Ho     =  N  -  Bo, 

H,      =N-Bo-B,, 


1U_,=  I\^  Bo-B,-...-B;,_,. 
Cela  étanl.  on  obtient  facilonient 

Go  Gl  G,;_1 


NDilogr(:r)  = 


.r  X  -^-  i  X  -^  n  —  I 

Ho  Hi  H„_, 


(a-  —  I)*  (x  -h  n  —  ij2 

I 


Et  ceci  me  ramène  aux  fractions  continues.  Vous  voyez  que  le 
groupe  des  fractions  simples  représente  la  fonction  Dj.  logr(a:), 

aux  termes  près  en  -— — -•  Mais  j'ai  tout  lieu  de  croire  qu  il  ne  faut 

nullement  se  borner  aux  fractions  convergentes  dont  le  dénomina- 
teur est  'i-(x)\  on  aurait,  eflectivement.  un  résultat  analogue  en 

i)artant  de  la  décomposition  en  fractions  simples  de  -z au  lieu 

Avec  l'espoir  que  vous  pourrez  peut-être  entretenir  les  élèves  de 
Toulouse  de  ces  considérations  absolument  à  leur  portée,  et-  que 
nous  deviendrons  collaborateurs  de  l'enseignement,  en  vous  appre- 
nant aussi  cju  il  me  reste  encore  quelques  leçons  à  faire  avant  de 
passer  la  main  à  M.  Painlevé,  et  de  partir  pour  Flanville,  je  vous 
exprime,  mon  cher  ami,  tous  mes  vœux  pour  que  vous  n'ayez  plus 
d'autre  médecin  que  les  soins  dé\oués  de  M'"''  Stieltjes,  avec  le 
bonheur  d'être  auprès  de  vos  enfants,  ainsi  que  l'assurance  de 
mon  atfection  la  plus  sincère  et  la  plus  dévouée. 
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411.  —  STIELTJES  A  UERMITE. 

Toulouse,  i5  mai  1894. 
Cher  Monsieur, 

Vos  développements  concernant  Dj;logT(;r)  m'intéressent  beau- 
coup; vous  savez  que  je  me  suis  occupé  à  plusieurs  reprises  de  ce 
sujet  et  de  J(a).  Je  me  figure  toujours  qu'il  reste  à  trouver  là 
quelque  chose  d'essentiel  et  je  reviendrai  encore  à  l'assaut. 
Laissez-moi  vous  indiquer  la  petite  remarque  que  voici  :  'o{x) 
étant  un  polynôme  de  degré  n,  la  somme 


doit   être   regardée    comme    étant    de    l'ordre (et    non    de 

I  \  f"    (Ix 

l'ordre  -^  j  comme    /     7—-  •  N'y  ayant  pas  fait  attention,  je  me 

rappelle  avoir  été  conduit  à  des  contradictions  dont  je  ne  voyais 
pas  la  source  tout  d'abord.  Je  crois  voir  une  trace  de  cette  inad- 
\ertance  dans  votre  lettre,  et  c'est  pourquoi  je  vous  avertis  afin  de 
vous  éviter  des  ennuis  possibles. 

Mon  mémoire  sur  les  fractions  continues  est  maintenant  fort 
avancé;  il  ne  reste  plus  qu'à  ajouter  quelques  chapitres  un  peu 
accessoires;  tout  l'essentiel  est  fait  et,  d'ici  quinze  jours,  j'aurai 
fini. 

A  part  cette  rédaction,  je  ne  fais  presque  rien  d'intelligent;  les 
calculs  numériques  sentent  un  peu  la  main-d'œuvre.  Aussi  dans 
cette  pénurie  je  n'ai  guère  rien  à  vous  dire  que  la  petite  remarque 
suivante  qui  m'est  passée  par  la  tête. 

Dans  les  premières  pages  de  son  mémoire  sur  la  série  hyper- 
géométrique,  Gauss  se  sert  de  l'artifice  suivant  :  Pour  montrer 
qu'une  quantité  P^  qui  croit  toujours  avec  n  (n  =  i,  2,  3,  . . .) 
tend  vers  une  Limite  finie,  il  remarque  qu'il  existe  une  quantité  Q,i 
telle  que  Qrt>-  P^,  mais  qui  va  toujours  en  diminuant. 

J'ai  eu  l'idée  d'employer  le  même  artifice  pour  prou\er  le 
théorème  élémentaire  suivant  : 

II.  •  96 
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La  série  «»  H- «2+ «3  + •  ■ .  à  lermes  positifs,  élanl  conver- 
gente, le  nombre 

P„  =  (i  -I-  «1)  (1  -)-  cti). .  .(i  -h  a„) 

lend  pour  /<  =^  x>  vers  une  limite  Jinie. 
Je  prends  un  nombre  k  >>  i  et  je  pose 

On  a  évidemment  (^>„>  P«  et  ensuite  on  trouve 

Q«-t-i— Q«=  a„+,[i  — A-i-/i(a„_,_2-t-  rt«+3-+-.  ••)]?«• 

Or  k  étant  >i  il  est  clair  que  i  —  k -\- k {0,1+2 -\- ^hi+i-^ -•  •) 
devient  constamment  négatif  dès  que  n  surpasse  une  certaine 
limite.  Donc  les  Q^  finissent  par  décroitve  constamment  et  les  P„ 
tendent  par  conséquent  vers  une  limite  finie. 

Je  vous  exprime  mes  meilleurs  vœux  pour  que  vous  vous  trou- 
viez bien  de  votre  prochain  séjour  à  Flanville;  crojez-moi  bien 
votre  affectueusement  dévoué. 


412.  —  H  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  24  mai  1891. 
Mon  CHER  Ami, 

Mes  plus  sincères  remercîments  pour  votre  belle  assistance  qui 
me  sauve  du  naufrage  et  me  retire  des  abîmes  de  l'erreur  où  m'a 
fait  sombrer  mon  inadvertance.  Ce  n'est  pas,  hélas!  la  premièi'e  fois 
et  ce  ne  sera  pas  la  dernière  que  j'aurai  à  pâtir  de  mon  inattention, 
et  j'ai  en  plus  le  regret  de  ne  pas  vous  apporter  mon  concours  dans 
une  mesure  quelconque  pour  le  grand  travail  sur  les  fractions  con- 
tinues auquel  vous  vous  consacrez  maintenant  et  que  j'apprends, 
avec  grand  plaisir,  être  en  voie  d'achèvement.  Je  ne  renonce  pas, 
cependant,  à  y  venir  plus  tard,  pour  l'étudier  à  fond,  comme  tant 
d'autres  de  vos  recherches  que  je  ne  cesse  d'avoir  en  vue,  me  lais- 
sant attirer  et  captiver  par  le  charme  de  votre  analyse.  Ainsi 
de  J(a),  qui  vient  de  m'occuper  à  Toccasion  de  mes  leçons  et  m'a 
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suggéré  la  remarque  suivante.  En  partant  de  la  formule 
TuV"  dx  =  UV-  VU'+  TvU"  dx, 

je  suppose  l]  =  x  —  jc-^Y  =  F(a--\-a:)  el  je  prends  x  =  o  et  37  =  1 
pour  limites  des  intégrales.  On  obtient  l'égalité 

f  ix  —  x^)F"(a-hx)dx  =  F(«-4-i)  +  F(a)  — 2  f  F(a-^x)dx, 

d'où  l'on  lire 

F(a  +  i)  +  F(a)  =  2  T  F(a-i-x)dx-h  f  (x  —  x'^)F"{a -h  x)  dx. 
«''0  «^^0 

Cela    posé,    soit    F(x)  =  logr(.r)    et   J   l'intégrale    de    Raabe, 

/    logr(rt  H-^)c/.2;  =  aloga  —  a -\-\og\/2T:,    celte    égalité    nous 

donne 

logr(a)  =  J—  -log«-+-J(rt), 

on  posant 

'     (x  —  x-)'D%logT{a  -h  X)  dx, 
0 

el  met  immédiatement  en  évidence  que  la  quantité  J  —  -loga  est 
l'expression  asymptotique  de  logr(<7).  Il  suffit,  en  effet,  de  savoir, 
soit  par  la  série 

soit  par  la  formule 

que  D*logr(.r)  est  toujours  positif,  ce  qui  permet  d'écrire 
J{a)  =  - /     D%\ogr{a-\-x)dx, 

^  étant  compris  entre  les  limites  zéro  et  l'unité,  el  en  employant 
le  maximum  de  ^  —  ^-, 

o  a 
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Pour  trouAcr  i"ai  recours   à  la  relation  dont  \ous  avez  fait 

usage 

j 

f  F(x)dx=  f  [¥(x)-hFii  —  x)]d.c. 
En  posant,  pour  abréger. '^(j:)  =  D^logT(rt  +  :r),   elle  donne 

J(a)  =  -    I     (x  —  x-)[o{x) -\- (f{i  —  x)]dx. 
Cela  étant,  je  remarque  qu'ayant 

on  en  conclut 

o(x)  -\-  v>(i  —  x)  =   I      ■ -■ — dy, 

quantité  qui  varie  en  décroissant  lorsque  x  croît  de  o  à  --La  dé- 

rivée  est,  en  eflet,    /      ■ ^ ■ — dy  et,  y  étant  négatif, 

on   a   ey — i  <<  o  et   e'-''  —  e''""*^-^"  >■  o  en   supposant    x<C.\  —  x, 
c'est-à-dire  x  <i  -•  On  a  donc,  dans  l'intégrale,  le  produit  de  deux 

fonctions,  dont  l'une  est  croissante  et  l'autre  décroissante  entre 
les  limites;  le  théorème  de  M.  Tchebjcheff  donne  par  conséquent 

1  1  1 

/    {x  —  x-)[vf{x)^o{i  —  x)\dx=i^)l     (x—x^)!     [ct{x)-^  o{i—x)]dx 

=     0  /     ix  —  x^)  /     o(x)dx  =  ^-- 
Jo  Vo     "    '  t>a 

D'où 

0 
J(a) 


12  a 


L'expression  de  J(«)  conduit  facilement  à  la  formule  de  Binet, 
en  développant  en  série  logr(t/  -hx),  ou  plutôt  logr(a+  i  — x) 
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suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Mais  on  a 

J(<»)^7    Ç   {x  —  x^)\Vil\o^T{a-^x)-\-\il\o^Y(a-v-\  —  x)\<lx 
^--,    Ç   (:r  — r2)[D2  logr(rt -f-.r)-f- D2,logr(rt  — :r)]f/^ 

d'où  celte  expression 

J  (a)  = !- log  (    I )    H r       — -  -h ;    -t- . . . 


4.J  Lrt'*       (rt +  1)''  J 

b.j  La''        (^rt  -t-  1)''  J 


En  vous  priant,  de  la  part  de  M™^  Hermite,  de  vouloir  bien 
annoncer  à  M™®  Stielljes  la  naissance  de  Charlotte  Petit,  ce  qui 
me  fait  bisaïeul,  et  en  espérant  que  le  froid  de  ces  derniers  jours 
que  nous  avons  vivement  senti  ne  vous  aura  pas  été  nuisible,  je 
vous  renouvelle,  mon  cher  ami,  l'assurance  de  mon  affection  la 
plus  dévouée. 

413.  —  STIELTJES  A  H  ERMITE. 

Toulouse,  25  mai  1894. 
Cher  Monsieur, 

Recevez  d'abord,  avec  M'""  Hermite,  nos  meilleures  félicitations 
à  l'occasion  de  la  naissance  de  votre  arrière-petite  fille  Charlotte. 
Il  n'est  pas  donné  à  tout  le  monde  de  voir  ainsi  la  troisième  géné- 
ration et  nous  nous  réjouissons  à  vous  savoir  parmi  les  privilégiés. 

J'ai  en  même  temps  à  vous  annoncer  une  bonne  nouvelle  de  ma 
part,  d'une  nature  bien  différente  d'ailleurs.  C'est  simplement  que 
j'ai  fait  remettre  aujourd'hui  même  à  M.  Berson  le  manuscrit  de 
mes  recherches  sur  les  fractions  continues.  Je  vais  m'octroyer 
maintenant  un  peu  de  repos  et, je  ne  sais  trop  ce  que  je  ferai 
après.  Il  me  vient  quelquefois  des  velléités  (velléitudes)  pour  des 
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<5tudes  sérieuses;  malheureusement  pour  mol,  la  sagesse  consiste 
probablement  à  y  renoncer  et  à  me  résigner. 
Votre  formule 

-             I       2<7  — r        rt  —  I          I    r  I              I  "I 

J(a)  =  -  H — log \ 7    —  +  : î  -i-. . . 

4.3  L«'      (,«  -^  ij*  J 

^s^[^- ] 

me  jette  dans  les  plus  grandes  perplexités.  Je  soupçonne  presque 
qu'il  s'est  glissé  quelque  inadvertance  mais  je  ne  la  trouve  pas  en 
«e  moment.  Voici  la  cause  de  mes  inquiétudes.  Dans  le  second 

membre  le  seul  terme- — ; — lo" est  une  lonction  non  uni- 

4  ^     a 

forme  :  tout  le  reste  est  uniforme.  Or,  on  doit  avoir  des  deux 

côtés  de  la  coupure,  pour  a^  —  n  -\-\,  n  entier  positif,  o  <<  ^  <  ' ^ 

J(«M-£i)  —  ilyU  ^  ti)  =  l-ii ;i 

^voir  formule  (ii)  de  mon  mémoire  dans  le  Journal  de  Jordan]. 
Or  cela  ne  correspond  pas  du  tout  avec  la  formule  donnée;   on 

trou^erait  o,  au  lieu  dea-n; H. 

J'ai  complètement  tort;  je  viens  de  reconnaître  mon  erreur  qui 
est  due  à  ce  que  je  n'ai  pas  fait  attention  au  domaine  de  conver- 
gence de  votre  série,. qui  est  d'une  forme  très  compliquée,  mais 
qui  ne  doit  pas  permettre  d'approcher  de  la  coupure  ainsi  <(ue  je 
l'ai  fait.  Soit  m  =  ia -i-  in  -{-  \;  la  formule  de  Gudermann  s'écrit 

m  -+-  1 


0 

ou ,  si  I  /?î  I  >>  I , 

j(a)=y('_L,.-.^+..;; 


'    . 


I  ^  I  I  ■v^  I 

3  Jmâ{'ia  -h  2/1  -h  i)-    '    5  ^(-ia -^ -2/1 -i- i )^ 

0  0 

+  iy î 

7  J^  {■f-.a  -+■  -m  -t- 1)^ 


Ici  2 
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—>  -  •  •  sont  des  fondions  uniformes.  Je  pour- 

(2a  +  2«-+-i)-  '■ 

rais  donc  faire  le  même  reproclic  à  celle  formule  qu'à  la  vôtre; 
mais  voici  coninienl  loul  s'explique.  La  forniule  n'est  convergente 
qu'en  supposant  |  m  [  >  i  pour  toute  valeur  de  /<  =  o,  i  ^  2,  3,  .... 
Or  une  discussion  facile  montre  que  a  doit  être  aloi's  en  dehors 
des  cercles  de  diamètres  i  décrits  sur  les  diamètres  s'éten- 
dant  de  o  à  —  i,  de  —  i  à  —  2,  de  —  2  à  —  3,  ....  C'est  seule- 
ment dans  ce  domaine  assez  bizarre  que  la  série  est  convergente. 
V^ous   voyez   qu'on   ne  peut  pas   s'approcher   de  la    coupure,   et 


mon  objection  est  mal  fondée,  par  cela  même.  Sans  doute,  pour 
votre  série,  le  domaine  de  convergence  est  de  forme  similaire 
et  ainsi  s'explique  mon  erreur.  Mais  vous  voyez  bien  en  même 
temps  que  ces  séries,  quoique  de  formes  assez  simples,  ne  sont  en 
réalité  pas  aussi  simples  si  l'on  fait  attention  à  la  forme  bizarre 
du  domaine  de  convergence.  Il  est  peut-être  bon  d'appeler  l'atten- 
tion sur  celte  forme  singulière  du  domaine  de  convergence. 

Croyez-moi  toujours  votre  alTeclueusement  dévoué. 


414.  _  HERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  29  mai  1894. 
Mon  cher  Ami, 

Votre  mémoire  sur  les  fractions  continues  est  une  œuvre  analy- 
tique d'une  importance  capitale  et  j'apprends  avec  la  plus  grande 
satisfaction  qu'elle  va  s'imprimer  et  être  prochainement  publiée. 
Comme  d'autres  de  vos  productions,  elle  sera  un  stimulant  pour 
mes  recherches  et  je  me  joindrai  à  ceux  qui  s'engagent  après  vous 
dans  la  voie  féconde  que  vous  avez  ouverte.  Buffon  rapporte  qu'il 
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a  prolongé  jusqu'à  3o  ans  rexistence  d'un  certain  cheval  en  le  fai- 
sant travailler  tant  qu'il  a  pu  produire  un  léger  effort;  vous  ferez 
comme  le  grand  naturaliste  et  moi  peut-être  comme  le  pauvre 
cheval.  Pour  vous  y  encourager,  je  reviens  à  J(«)  en  vous  remer- 
ciant de  votre  remarque  lumineuse  sur  le  singulier  domaine  de 
convergence  de  la  série  de  Binet;  j'ajouterai  quelque  chose  à  tirer 
peut-être  de  l'égalité 

logr(«)  =  I  a  —  ^  j  loga  —  c/ -)- log/'iTû -H  -    /     (.r  —  x-)  o" {a -^  x)  dx , 

où  (p(j:)=  logr(x).  Soit  pour  abréger 

i5;(a)=  |« \  loga  —  a-t-  log/2-; 

on  aura  plus  simplement 

o(a)=J/(a)H —    /    {x  —  x^)  •J' {a -\- X)  dx , 

i-   Jq 

on  en  conclut 

t^"{a)=Y(a)-^ —    /     (.5 x-)tù^''{a  + x)  dx. 

"^  Jq 

et,  par  conséquent, 

o(a)=d/(a)+-    /     {x  —  x^)<^"{a-~x)dx 

2    Jq 

'^\        I  ^•'^  —  ^-)(y—y-)'^'"'i(^-^^^y)docdy. 

On  peut  obtenir  sous  forme  explicite  la  quantité 

^i{a)=  <\^{a)-. —    /     {x  —  X-) -h" {a -k- x)  dx 

et  traiter  comme  la  précédente  légalité 

(p(«)=  J/,(a)-^- y    /       /     (  .r  —  x'^ji^y  —  y^)o" {a-^  x -^ y)dxdv 

^  Jq      Jq 

au  moyen  de  celle-ci 

o"-(«)=  •y(«)+ -    f  (x  —  x'-)f'(a-hx)dx. 
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Soit  alors 

nous  trouvons  ainsi 

De  là  résulte  de  proche  en  proche  une  expression  de  \ogY(a)  par 
les  quantités  <];)(«),  ^|/2(«)5  'j'3(^')'  ^tc.,  où  l'argument  figure  sous 
forme  rationnelle,  avec  log qui  sera  le  seul  terme  transcen- 
dant, et  un  terme  complémentaire  se  réduisant  de  suite  à  une  inté- 
grale simple.  On  a,  en  effet,  en  me  bornantà  l'égalité  (i), 

ff^'ia-hX-hy  +  Z)=    I ;: (/^, 

et  il  suffît  de  la  formule 


fix-x^)e^d.=  ''-'-t^-^''^ 


pour  obtenir 
.1    ^1    ^1 


/     /     ]    {^  —  ^'''){y—y^){^  —  ^-)'r{a-^^^y  +  ^)dxdydz 
«^0   «-^0  ^0 

En  allant  de  l'avant  machinalement  je  suis  donc  amené  à  joindre 
à  J(«) 

'"^"'^lA ï' -J    -irr^' 

c'est-à-dire  (m'apercevant  en  ce  moment  d'une  inadvertance) 
La  question  serait  alors  d'obtenir   une  limite  supérieure -^^^j 
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comme  je  présume  (  linle'j^rale  multiple  seiiiit,  je  crois,  le  meillem' 
moyen  dv  p:ir\  enir)  ;  mais  sans  a'  avoir  beaucoup  réiléclii,  j'y  re- 
nonce à  cause  (lu  peu  (réléi;ance  de  la  valeur  approchée  de  IngT^a)^ 
la  simple  formule  de  Slirling  me  paraissant  bien  préférable.  Et  cette 
question  est  la  seule,  car  en  aj)|)li([ii;inl  à  la  ipiaulili''  sous  le  signe 
d'intégration  le  théorème  de  M.  Mittag-Leffler,  on  voit  que  la 
série  infinie  des  fractions  simples  est  la  même  quel  que  soit  /i,  la 
partie  entière  étant  un  polynôme  en  e'  divisé  par  une  puissance 
de  ç,  dont  l'intégration  repioduil  ce  qu(>  jai  lii'(''  d'abord  de  '}(«), 
'^i  («)?  '|^2(«)?  etc. 

M.  l^incherle  m'a  envoyé  deux  mémoires  sur  la  théorie  des  frac- 
tions continues  qui  avoisinent  peut-être  vos  recherches;  je  vous 
les  ferai  parvenir  si  vous  ne  les  avez  pas  reçus  déjà  de  l'auteur; 
mais,  devant  répondre  à  son  envoi  accompagné  d'une  lettre  bien- 
veillante, je  vous  renouvelle  une  prière  que  je  \ous  ai  déjà  faite 
une  autre  fois,  en  vous  demandant,  pai^ce  c|ue  je  l'ai  entièrement 
perdue  de  vue,  une  remarque  que  je  vous  ai  écrite  il  y  a  quelques 
mois,  faisant  suite  à  mon  article  des  Annali,  et  que  je  voudrais 
bien  lui  communicjuer.  Je  vous  rendrai  promptement.  pour  peu 
que  vous  y  teniez,  la  lettre  contenant  cette  remarque  maintenant 
sortie  de  ma  mémoire,  et  cjuil  me  faudrait  faire  grand  elTort  pour 
retrouver. 

En  vous  exprimant,  mon  cher  ami,  lespérance  de  recevoir  de 
bonnes  nouvelles  de  votre  santé,  et  en  vous  priant  aussi,  en  ma 
qualité  de  bisaïeul,  de  dire  à  M™'  Slieltjes  que  Charlotte  Petit 
va  bien  et  a  été  ondoyée,  je  vous  prie  de  me  croire  toujours  votre 
alTectueusement  dévoué. 


415.  —  HERMITE  A   STIELTJES. 

(  Carte  postale). 


Paris,  29  mai  1894. 

L'expression  de  J„(«)  par    ,^^  ^  est  entièrement  fautive  et  doit 
être  remplacée  par où  0  est  indépendant  de  n. 
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Je  viens  de  reconnaître  l'erreur  en  reniarqiianl  que 

,1    ^1 


/      /      /     i-^  — cv'^)(y —y^){z  — z'^)'^"'''{a-^  X -i-f -^  2  )dx  cly  dz 

^<i       «-^0       «-^0 

^    «^0     «-'0     «^0 

ce  qui  donne,  en  éNaluant  l'inlcgralc, 


43  rt(  a  -h  i)(a  +  2) 


L'expression  de  logT(«)  avec  le  lernie  complémentaire  J/i(rt)  est 
donc  entièrement  difl'érente  de  la  formule  de  Stirling,  ce  terme 
ayant  pour  limite  zéro,  quel  (jue  soit  «,  lorsque  n  croît  indéfini- 
ment. 


416.    -  SriELTJES  A  II ERMITE. 

Toulouse,  3i  mai  1894. 
Cher  Monsieur, 

Vous  trouverez,  ci-joint,  la  lettre  du  26  janvier  que  vous  m'avez 
écrite  et  qui  est  sans  doute  celle  qui  contient  la  remarque  dont 
vous  voudriez  parler  à  M.  Pinclierle.  Je  suis  un  peu  fatigué  et  peu 
propre  au  travail  en  ce  moment,  ce  qui  me  contrarie  beaucoup,  parce 
que  je  suis  hanté  par  une  idée  qui  pourrait  conduire  à  une  appli- 
cation importante  des  recherches  sur  les  fractions  continues  que 
j'ai  terminées.  C'est  un  beau  mémoire  de  M.  Poincaré  sur  les 
équations  différentielles  de  la  Physique  mathématique  (dernier 
Bulletino  de  Palerme)  qui  m'a  remis  sur  celte  voie.  Depuis 
longtemps  j'avais  un  vague  sentiment  que  les  fractions  continues 
avaient  (ont)  un  rapport  avec  ce  sujet  et  devaient  (doivent)  inter- 
venir. A  présent  cela  me  semble  1res  probable  et,  en  même  temps, 
bien  remarcjuable.  11  s'agit  simplement  de  ceci  :  on  a  construit  une 
certaine  série  F  =  CoH-  c,  ^  -(-  C2i'*-h  Cs^''  +.  •  •  avec  des  Ck  positifs 

^^  >  -^,  lim^^^  =  \  ik  =  00).  On  sait  donc  seulement  que  la 
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série  est  convergente  et  que  la  fonction  F  existe  pour  |  ;  j  <C  y  Mais 

il  s'agit  d'étendre  le  domaine  d'existence  de  cette  fonction,  de 
reconnaître  qu'elle  existe  dans  tout  le  plan  et  y  est  méromorphe. 
Il  suffit,  dans  certains  cas,  ])Ourcela,  delà  réduire  en  fraction  con- 
tinue 


■X-2% 


2;,; 


11  arrive  que  la  fraction  conlinue  est  comergente  dans  tout  le 
plan  et  montre  ainsi  le  caractère  de  la  fonction  F.  Ceci  n'est  quim 
aperçu  fort  imjiarfait. 

Mais,  pour  tirer  cela  au  clair,  il  me  faudrait  encore  beaucoup  de 
réflexions  et  d'études  dont  je  suis  peu  capable.  C'est  pour  cela 
aussi  que  je  me  réserve  de  vous  faire  part  plus  tard  seulement  des 
remarques  c[ue  me  suggèrent  vos  développements  sur  J(a)  et 
in{a). 

Ce  que  vous  dites  des  mémoires  de  M.  Pincherle  sur  les  fractions 
continues  excite  naturellement  beaucoup  ma  curiosité  et  vous 
me  feriez,  en  effet,  un  très  grand  ])laisir  si  vous  vouliez  (voudriez) 
me  les  faire  connaître.  Maintenant  je  dois  vous  parler  encore  d'une 
autre  chose.  En  revenant  de  Paris,  M.  Baillaud  est  venu  me  voir  et 
ma  dit  que  c'était  lopinion  de  mes  amis  à  Paris  que  je  ferais  bien 
de  présenter  mon  travail  sur  les  fractions  continues  à  l'Académie 
pour  qu'on  en  fasse  un  rapport.  Je  suivrai  volontiers  ce  conseil  et 
c'est  ainsi  que  M.  Baillaud  doit  avoir  en  ce  moment  mon  manuscrit 
pour  en  faire  faire  une  copie  qu'il  me  remettra  et  que  j'enverrai 
alors  à  Paris.  Mais  comment  faut-il  procéder,  vous  voudrez  bien 
me  donner  votre  avis  sur  ce  point.  Je  vous  dirai,  cher  Monsieur, 
que  vous  ne  savez  peut-être  pas  quelle  besogne  vous  a^ez  mis  sur 
les  bras  de  celui  qui  devra  faire  le  rapport,  je  crains  bien  que  mon 
mémoire  soit  (est)  assez  difficile  à  lire  :  c'est  un  morceau  de  logique 
assez  dur. 

Veuillez  bien  me  ci'oire  votre  alTeclueusement  dévoué. 


LETTRR    il  7.  4l'^ 

417.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  5  juin  iSg'i. 
Cher  Monsieur, 

J'ai  reçu  le  mémoire  de  M.  Pincherle  que  vous  m'avez  envoyé; 
recevez  tous  mes  remercîmenls,  mais  ce  n'était  pas  si  pressé  que 
cela.  Mais  je  n'en  parlerai  pas,  de  ce  mémoire,  ayant  trop  de 
choses  à  dire. 

Hier  j'ai  vu  M.  Baillaud  et  il  m'a  dit  cju'on  avait  copié  à  peu 
près  la  moitié  de  mon  mémoire.  (Le  manuscrit  se  compose  de 
1 13  grandes  pages  et  je  dois  y  ajouter  une  Note  de  6  ou  '•j  pages.) 
Je  vous  avouerai  c{ue  je  me  suis  engagé  un  peu  à  la  légère  dans 
cette  affaire  de  la  présentation  de  ce  travail  à  l'Académie.  Lorsque 
M.  Baillaud  me  l'a  proposé  aussi  au  nom  de  M.  Darboux,  j'ai  dit 
oui,  sans  réfléchir  beaucoup  et  j'en  ai  presque  des  remords.  Mais 
me  voilà  pris  dans  l'engrenage  et  je  ne  peux  plus  reculer.  Je  pense 
que  j'aurai  la  copie  dans  une  semaine;  je  ferai  en  sorte  que  l'ex- 
li'ait  pour  les  Comptes  rendus  soit  (sera)  prêt  aussi  alors;  je  pense 
donc  que  vous  aurez  le  tout  au  plus  tard  le  1 5  de  ce  mois.  J'accepte 
de  tout  mon  cœur  la  Commission  que  vous  me  proposez,  mais,  cher 
Monsieur,  si  je  suis  flatté  C|ue  vous  vouliez  bien  me  faire  l'honneur 
de  présenter  mon  travail  à  l'Académie,  je  vous  dirai  que  la  pensée 
que  vous  voudriez  aussi  vous  charger  de  faire  le  rapport  me  fait 
beaucoup  de  peine.  Cela  ne  vaut  vraiment  pas  la  peine  et,  si  je  me 
flatte  que  certaines  parties  de  mon  travail  vous  intéresseront,  il 
n'en  est  pas  ainsi  pour  d'autres  parties,  bien  pénibles.  11  figure 
dans  mon  théorème  fondamental  une  fonction  simplement  crois- 
sante mais  qui,  à  cela  près,  n'est  assujettie  à  aucune  autre  condi- 
tion restrictive.  Elle  peut  ainsi  avoir  des  sauts  brusc|ues  dans  tout 
intervalle.  Vous  comprenez  que  cela  doit  être  chose  délicate, 
d'abord  de  définir  une  telle  fonction,  ensuite  de  montrer  qu'elle 
jouit  de  certaines  propriétés.  Je  crois  avoir  réussi  à  exposer  ce 
sujet  à  peu  près  aussi  clairement  et  simplement  que  comporte  la 
nature  du  sujet,  mais  cela  n'empêche  pas  que  c'est  bien  dur.  Et 
cependant.  Monsieur,  je  ne  serais  pas  mécontent  d'être  contrôlé 
sévèrement,  car,  si  j'ai  pleine  confiance  dans  mon  analyse,  cela  ne 
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se  fonde  que  sur  le  souvenir.  Je  me  rappelle  que,  lorsque  j'ai  rédigé 
cela,  je  me  trouvais  bien,  avec  Tespril  lucide;  j'y  ai  apporté  un 
soin  infini.  L'expérience  m'a  appris  que,  dans  ces  conditions,  il 
in'arrive  bien  rarement  de  me  tromper.  Mais  à  présent  je  n'ai 
([u'ua  souvenir  lî'ês  confus  de  cette  démonstration,  cl  je  serais 
bien  end)arrassé  de  (à)  la  retrouver  sans  mon  manuscrit.  Après  tout, 
on  est  faillible  et  vous  comprenez  qu'un  contrôle  n'est  pas  inutile. 
N'est-il  pas  arrivé  aussi  à  M.  Poincaré  de  s'être  trompé  d'abord  sur 
quekiues  points  lors  de  son  mémoire  couronné  de  Stockholm. 
Eh  bien!  ce  métier  d'éplucher  ces  choses  délicates  n'est  point  digne 
de  vons  et  ne  vous  convient  pas.  Aussi,  si  vous  persistiez  à  vouloir 
vous  charger  du  rapport,  vous  laisseriez  décote  ces  points  délicats  ; 
j'en  resterai  seul  responsable.  INIais,  Monsieur,  je  viens  de  m'aper- 
cevoir  cjue  mon  mémoire  doit  avoir  aussi  certains  rapports  avec  la 
question  de  Physique  mathématique  traitée  dernièrement  par 
M.  Poincaré.  Dès  lors  je  crois  cjue  mon  travail  peut  avoir  un  inté- 
rêt pour  lui  et  il  me  semblerait  alors  naturel  c|ue  ce  soit  lui  qui  fasse 
(ferait)  un  rapport  cpii  du  reste  pourrait  être  bien  court;  après 
tout,  mon  travail  n'a  pas  l'importance  que  vousy  attachez;  je  crois 
que  tout  l'intérêt  en  consiste  en  ce  que  j'ai  complètement  traité 
un  sujet  un  peu  limité.  Et  enfin,  c'est  bien  ce  cjue  j'ai  fait  de 
mieux  et  je  ne  serai  plus  capable  d'un  tel  eflbrt.  C  est  aussi  un 
travail  ciui  est  bien  conforme  à  mon  temj)érament,  cela  dénote  une 
persévérance  et  une  patience  très  grandes;  ce  n'est  que  de  cette 
manière  cjue  j'arrive   à  faire  quelque  chose. 

Je  vous  ai  dit  maintenant  franchement  mon  opinion;  à  vous  de 
décider.  Mais,  je  le  répète,  je  frémis  à  l'idée  de  vous  avoir  donné 
(causé)  tant  de  peine.  A  euillez  donc  bien  diminuer  mes  remords 
autant  qu'il  est  |)ossil)lo. 

^  otre  bien  alfeclueux  dévoué. 


P. -S.  —  J'ai  oublié,  dans  ma  dernière  lettre,  de  vous  demander 
de  (à)  vouloir  bien  me  restituer  votre  lettre  de  janvier. 


LHTTRE    'l-18.  4l5 

418.  -  II ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  i8  juin  i8(j'(. 
Mon  cher  Ami, 

Votre  mémoire  est  arrivé  juste  à  point  pour  que  j'aie  pu  le 
remettre  à  M.  Bertrand,  ce  que  je  viens  de  faire  il  y  a  un  moment, 
sans  me  réserver,  parce  qu'il  aurait  fallu  trop  en  prendre,  le  temps 
nécessaire  pour  le  lire.  11  m'a  semblé,  après  y  avoir  réfléchi,  qu'il 
convenait  de  le  renvoyer  à  l'examen  de  la  Section  de  Géométrie, 
au  lieu  seulement  de  quelques  membres  et  c'est  ce  que  j'ai 
demandé  à  M.  Bertrand;  je  l'ai  prié  aussi  de  ne  pas  être  rigou- 
reux pour  le  cas  où  l'extrait  destiné  aux  Comptes  rendus  excéde- 
rait les  limites  réglementaires,  afin  de  n'être  pas  obligé  aux  sup- 
pressions que  vous  avez  indiquées  comme  possibles.  Je  n'ai  pas 
besoin  de  vous  dire  avec  quel  plaisir  j'ai  lu  les  beaux  résultats  que 
vous  avez  donnés  sur  la  transfoi-mée  delà  série  Co-\-Cia^ +  C2X^ -{-•■■ 

par  la    fraction  continue  —, — •  M.  Picard,  (lui  est  parti 


depuis  quelques  jours  se  promener  en  Bretagne,  m'avait  déjà 
témoigné  son  grand  intérêt  pour  vos  belles  recherches;  aussi  j'avais 
cru  qu'il  était  bon,  si  occupé  qu'il  soit,  de  l'adjoindre  à  la  Com- 
mission, d'où,  comme  conséquence,  la  convenance  de  prendre  en 
même  temps  M.  Jordan,  c'est-à-dire  toute  la  Section. 
Votre  relation 

d'où 

m'a  fait  penser  à  la  question  inverse  dans  le  cas  de 
Dl- logr(.r-t-ij  =y î — - 

qui  aurait  pour  objet  de  déduire  de  la  série  des  fractions  simples 
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un  développement  en  fraction  conlinuc;  j'ai  \u  que  vous  l'indi- 
quez à  la  fin  de  votre  jnéniuire  pour  J(-),  mais  ici  le  point  de 
vue  est  différent.  Il  faut,  en  eil'et,  dans  la  supposition  que  je 
fais,  de  x  positif  et  très  grand,  un  développement  de  la  forme 
comment  l'obtenir? 


Quand  j  aurai  un  peu  retrou\é  la  faculté  de  travailler,  je  tenterai 
la  voie  pénible  de  l'observation,  en  calculant  laborieusement  les 
premières  réduites,  sans  confiance  dans  le  succès,  me  rappelant 
que  Guillaume  d'Orange  disait  :  «  Je  n'ai  pas  besoin  d'espérer  pour 
entreprendre,  ni  de  réussir  pour  persévérer.  » 

En  partant  de  cette  relation  où  je  fais  ï'(.r)  =  jc(x -(-i)...(jc -}-/«). 
à  savoir 
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aux    lerinos     prt's,    coinnie    vdus    iii'a\«'z    rendu    le    ser\i(c    de    le 
reriiiiiciiicr'de  I  (trdre    - — -  el  non -•  (^ela  (Uanl.  ic  (h'-velonne  en 

1  jpin-i  \  _^.-.".'-f-2  .1  II 

iVaclion    conlnuie    de    la    foiiiic la    liarlnm 

a  «  H-  p  -h ^,-  - 

<x  n  -T-  [y  -+■ .  _ 

rationnelle  dn  second  memi^re  et,  |)aimi  les  réduites,  je  considère 
s|)é(ial('iiienl   celle    dont   le    dcnoininaleur    esl    un    |)olynome    de 

degré  n  en  j:.  Ln  la  desiiinanl  par   nous  voyez  ou  on  ohlienl 

IIP  -,  '  ■  I  /-'ir) 

avec  le  oenre  d  a|)|)r(»Miiialioii  nécessaire  ixMir  conclure  (iiie    — — -» 
b  I  I  1  i        q(.r) 

lire  a\ectantde  peine,  un  si  lonj^  délour,  de  la  Iraclion  rationnelle 
rencontrée  par  hasard,  appartient  bien  à  la  i'onclion  D^.  log^(:^■  ). 
Vous  vous  reposez,  mon  (-her  aini,  d  une  canipaj^ne  glorieuse, 
couronnée  |)ar  le  succès;  moins  heureux  que  vous,  je  suis  mainte- 
nant à  porter  envie  et  jalousie  aux  prolcsseurs  des  unncrsilés  alle- 
mandes cjui  donnent  à  leurs  élèves,  heureux  et  reconnaissants  de 
les  recevoir  de  leurs  mains  sa\anLes,  des  calculs  algébriques,  dont 
ils  tirent,  en  se  faisant  naturalistes,  des  obser\ations  utiles  qui 
peuvent  les  conduire  au  but.  Ces  calculs,  je  les  ferai  moi-même, 
en  me  trompant  et  les  recommençant,  en  invoquant  vainement,  je 
le  crains  bien,  la  devise  de  (juillaume  d'Orange. 

Tout  à  vous,  mon  cher  ami,  bien  allectueusement. 


419.  —  STŒLTJES  A    HER  MITE. 

Toulouse,   i()  juin  189). 
ChEU     MojSSIEllî, 

Mille  remerciments  pour  toute  la  |)eine  cpie  vous  vous  donnez 
pour  moi  ;  ma  seule  excuse  c  est  que  voilà  plus  de  quatre  ans  que 
je  n'ai  rien  publié;  pendant  ce  temps  (jii  me  donne  des  prix  (|ue 
j'ai  bien  peu  mérit(''s;  je  vous  avoue  (|ue  cela  me  pesait  un  peu  sur 
la  conscience;  et  de  là  que  je  suis  content  d  avoir  pu  enfin  ter- 
miner un  lra\ad  qui  est  au  iikmus  sérieux. 

II.  27 
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MalntciiHiil  je  re\lens  à  ^  os  ralnils  pour  irrJuirê  en  fraolion 
coaliiiiie  I  )- lo^Fl  .r)  :  |e  me  sms  ;i|ier'(ii  i|iie  |  a\;ii>  ohleiiii  aiilie- 
fols  déjà  cette  Iraetion  eoiilimie;  du  moins  je  pense  (^ue  celle  que 
j'ai  obtenue  doit  être  Idcnlique  à  la  vôtre  (sans  en  être  absolument 
sûr).  ^  oici  mon  calcul. 

Je  pars  de  la  loiinulc  de  Stirlinj;, 


logl"(a")—  \x i  loi 


■  X  -\-Çj^ -— - — r  -T-  .... 

I  .  ■>.  r         3.4  J?' 

d'où 

I  I  B,        B.,        B3        B. 

DMog  1^  a- )  =  -  -^ î+  ^ f  ^  -4 5  -•••• 

X        IX-        T^        .r»        X'         x^ 

Si   niaintenani  on  rtMluit  cette  série  en  fraction  continue  de  la 

forme    — on    obtient     (  sou>     une    loïine.  très 

a  3"  —  a  H ; — ô7 

'  a  a:*  ^-  p  -f-  .  _ 

légèrement  modifiée), 

D-^  lo-  \\x)=  ' ^ 


\„r=  n*  :  i  (  2  n  —  I  )  (  7  n  -H  I  ). 
\  ous  \()vez  qu'il   v  a   lieu  de  remplacer  x  par  x  -\ —  et  d'écrire 

D-  log  r  f  .r  - —  1  =  I  :  .r  -!-  X 1  :  ar"  H-  Âj  :  a'  -^  À;i  :  37  -H  .  . . . 
Cette  fraction  continue  est  ronvfrs'cnte  et  re])résente 
D*  logrf.r^  -  1 

tant  que  la  partie  réelle  de  x  esl positive. 

La  prévision  d'obtenir  une  représentation  dan>  tout  le  plan  ne 
se  vérifie  donc  />os  ;  si  Ion  cliange  x  en  —  x.  la  fraction  continue 
change  de  signe,  mais  cela  n'est  pas  le  cas  pour 

D^  logl^(.r-+-  ^-\' 


La  série  Hsyin|)l(i(H|iie 

présente  le  même  pliénomène,  mais  elle  n'est  /xt.s  convergente, 
tandis  <|ue  la  (laction  cnnliiHie  Tesl. 

j'ai  ohlenuce  résiilial  dans  le  Quailcriy  Joui  nul  ofMalkenuttics 
(t.  WIN  .  i!^ç)o,  j).  3-0  et  suiv.).  Ne  sachant  pas  que  ce  journal 
ne  donne  pas  20  exemplaires  j;i"atuits,  je  n'en  avais  point  demandé 
et  c'est  ainsi  que  je  n'ai  pu  vous  présenter  ce  travail.  A  cette 
époque,  je  cherchais  des  exemples  pour  ma  théorie. 

Un  autre  résultat  de  même  nature  que  j'ai  donné  dans  ce  travail  est 


q,!  =  il'-{  «  H-  I  j"^:(  4  «  H-  2)  ; 
le  développement  asynq)totiipie  est  ici 

"    \     3"  X'^  X^  X~ 

La  iraction  continue  est  convergente  et  représente  le  premier 
membre,  toujours  sous  la  condition  partie  réelle  x  >•  o. 

D'une  façon  analogue  on  [)eut  réduire  en  fraction  continue  la 
série  de  Slirling  même;  la  fraction  continue  obtenue  est  encore 
convergente  sous  les  mêmes  conditions,  mais  dans  ce  cas  les  coef- 
ficients numériques  suivent  une  loi  extrêmement  compliquée  qu'il 
semble  à  j)eu  près  impossible  de  débrouiller.  (Hioi  qu'il  en  soit  je 
suis  heureux  de  ce  ra|)procliement  entre  vos  idées  et  les  miennes. 

Je  suis  si  peu  au  courant  de  ce  qui  se  passe  dans  le  monde  de  la 
science  (pie  c'est  seulement  ces  jours-ci  que  j'ai  vu  dans  les 
Comptes  rendus  la  belle  Note  que  M.    Picard  y  a  publiée,  il  y  a 

d-  y 
quelques  mois,  sur  l'équation  -j^^  -^  k .K{x)y  =  o  et  le  calcul  des 

valeurs  exceptionnelles   de  A.  Je  comprends  maintenant  à   mer- 
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veille  que  mon  lra\ail  riuléresse  un  peu,  car  il  semble  bien  qu'il 
y  a  des  rapprochements  à  iaire.  Si  j'étais  plus  vaillant,  je  rétlé- 
chirais  sui-  ces  queslums.  mais  p'  ne  le  suis  pas  et  je  me  trouve 
suffisamment  occupé  par  des  choses  ti'ès  élémentaires  et  faciles 
pour  les  étudiants. 

\  euiUcz  bien  me  croire  toujours  votre  très  alléclueusement 
dévoué. 

420.  -   H  ERMITE  A  STIELTJES. 

t^aris.  8  jiiillcl   1894. 
Mo^      (HKR     A  \1  I  , 

Je  vous  ai  souvent  annoncé  que  j'étais  sur  le  point  de  partir  de 
l^aris  et.  nial<;ré  moi.  j Ctais  obligé  d'y  rester.  Cette  fuis  lous  les 
obstacles  sont  écartés  et.  dans  quelques  jours,  je  serai  en  Lorraine 
(à  Flanville,  j)ar  INoiseville)  où  je  \iens  \ous  prier  de  me  donner 
de  vos  nouvelles.  Depuis  quelque  tenij)s  \ous  ne  m'avez  rien  dit 
de  \otre  santé  et  je  me  demande  comment  vous  supportez  la  chaleur 
(pii  doit  être  plus  i^rande  encore  à  Toulouse  ([u  à  Paris  où  elle  est 
parfois  bien  pénible. 

Vous  avez  acquis  des  droits  à  vous  reposer  et  |  espère  que  vous 
en  usez:  de  loin  je  vous  donnerai  1  exemple  sans  avoir  rien  fait, 
rien  [)roduit  ipii  m'y  autorise  et  en  ne  pouvant  m  autoriser  que  de 
la  fatii;ue  et  de  I  âge.  Jai  lu  avec  admiiiilion.  dans  le  Quarterly 
Journal,  votre  article  sur  quelques  intégrales  définies  et  leur  dé- 
velop[)ement  en  fractions  continues.  Votre  résultat  donne  le  moyen 
de  calculer  la  réduite  de  la  fraction  rationnelle  à  laquelle  j'ai  été 
conduit  et  rend  ma  recherche  entièrement  inutile.  Mais  je  trouve 
bien  curieux  que  sous  des  points  de  vue  si  différents  nous  ayons 
été  à  la  fois  amenés  à  une  même  (piantité  D^  logT(u:)  et  D^  logT(x"  ). 
In  mol  seulement  sur  ce  point.  En  faisant  cilJ?)  =  ^(j"  h-  i  ). .  .(x  -j-  /«), 
je  pose 

—77 — 1 -H.  .  .H j 

ff^{ar)  X        J7-1-I  X -\- n 

{X  -^  iiY 

{x  -\-  n  )' 


X 

X  -+- 

1 

B,. 

- 

B, 

.7-'- 

(    X   -T- 

11- 

<^0 

-+- 

<^1 

.r» 

(X^ 

D» 

LETTRE    k'iO.  \'>.\ 

et   je  Hisliiifiue  fleiix   cas,   suivant  (nie  n  esl  pair  ou    ijnpaif.    Le 
chaiif^euHMil  de  .r  en  —  n  —  x  donne  dans  le  pieniier 

A,=  A„_/,         B,  =  —  B„_,,         G,  =  C„_/. 

Mais  on  a  dans  le  second  cas 

A,  =  — A„_,-,         B,=  B„_,-,         C,-  =  —  C„   ,-. 

Cela  posé,  soil 

Ao  =  4.>o — G,        yVi=oA9)  —  4..0,        A.2=.A92 — "ilst,        ...,        A„  =  — ,.jl)„, 
et  pareillement 


rio=  >ii>o— n, 

H,=  (Cm—  iI!>o. 

B.>^  tll>.,—  ill),. 

...        B„  = 

-  »l!.«, 

Go  =  ©0  —  f^i 

G,  =  3,-3,,         ., 

•  1         G  „  = 

o 

on  aura 

AoH-  A,  -H. 
Bo^B,^. 

Co-(-  C,-4-. 

..+  A„  =  -G, 
..+  B„  =  --H, 

..4-G„--K. 

De  ces  trois  constantes,  la  première  est  toujours   nulle  comme 

re|)résentant  le  résidu  intégral  de  — ; — ;  des  deux  autres,  c'est  la 

seconde  H  dans  le  premier  cas,  el  la  troisième  K  dans  le  second 
cas  qui  esl  également  nulle. 

Ayant  donc  toujours,  en  vertu  des  égalités  posées, 


cp*  (  .r  )  .r  X  -{-  \  T  -\-  n  —  i 

+  — r  +  : — -^  -+-...+  -, — ■ —-X  -  HDi  logr(.r), 


«i'O 


o 


x<t  (x-<r-f)^  (x-^n  —  I  )^ 


KDj.  logr(r), 


on  obtient,  pour  n  pair,  l'appi'oxiination  de  D|.  logT(.r)  et  pour 
n  impair  celle  de  D|.  logr(.r)  |)ar  une  fraction  rationnelle  explicite. 
Tout   cela   est   bien  facile;    peut-être    en  ferai-je  une  Note   pour 

quelque  Recueil  afin  d'avoir  l'occasion  de  citer  vos  résultats, 

(piand  j'aurai  retrouvé  l'activité  qui  me  fait  maintenant  si  complè- 
tement défaut. 

Je  ne  |)uis  vous  dire  à  quel  point  j'ai  été  atterré  de  l'assassinat  du 
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Prési(lf'iil.  à  Lvoii.  I*n"s  i\c  nos  Ipiirlies  |»;iss;iit  <lim;iiirlu'  \r  iiia- 
gniriquc  f'I  clonloiii'ciix  cortrfjc  tles  tiincriiillcs  <'l  en  inc  rappelant 
qne,  lannéc  dernière,  c  élait  rémeule  et  les  charges  de  cavalerie 
que  nous  V  Novions  ensenilde.  je  me  sentais  enlièrement  désespéré. 
J  avais  examiné  M.  Carnol  en  iNj-  pour  I  admission  à  l'Ecole  Po- 
ivlechniqne  :  penl-ètre  en  a\ail-il  i^ardé'  xiiixenii'.  mais  je  n  ai 
jamais  eu  axce  lui  de  rapports  personnels,  avant  toujours  décliné 
les  invitations  à  I  KIvsée.  Sa  mort  trai;i(nie  ne  m  en  a  pas  moins 
impressionné  eoniiiie  nu  iiiallM  iir  (pu  ni  aiirail  alleinl.  <i  )  v  son^e 
toujours. 

Vvec  l'espéra  née  de  recevoir  de  Lonnes  Udiiv  elle>  de  votre  santé, 
comme  p'  Ij-s  désire,  et  en  \oiis  priant,  mon  (lier  ami.  de  me 
croire  toupjurs  votre  hien  alléclueiisement  dévoue. 
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l-'liiii\  illc  par  \i)isst'villt'  (l.orraiiie),  ■>A  aoùl  if^i)']. 

Vl()\    (HKii     \mi. 

Je  souhaite  hien  vnenient  que  \os  Nacanees  se  soient  passt'es 
plus  lavorahlemeiil  (pie  les  miennes,  pimais  je  ne  nie  suis  senti 
plus  inca|)al)le  A' \\\\  ellort  (pieleonque  de  travail,  avec  nn  plus 
pidloiid  el    plus  lulime  seiiliment  d  iiidiir(''i'eiiee  matliématupi»*. 

rSons  avons  eu  un  temps  extrêmement  mauvais  avec  des  alter- 
natives de  (  haleur  éloullante  et  de  froid  assez  intense  pour  faire 
songer  à  allumer  le  calorifère:  mais  cpie  ce  soit  le  soleil  ou  la  pluie, 
p'  \\  ç\\  lais  m  plus  ni  moins,  el  |e  ne  sais  |)liis  (piand  mon  étal 
(  lianj^era  en  un  autre  meilleur. 

Permettez-moi  de  vous  demaiifler  comment  vous  vous  Irousez. 
pour  votre  santé,  du  sépuir  (le->   P\  rén<  es 

Je  ne  désire  rien  tant  et  rien  ne  me  lera  plus  de  plaisir  cpie  vous 
me  fassiez  honte  de  m.i  torpeur  et  de  mon  atlaissemeii t.  qui  nie 
portent  à  voir  toutes  les  choses  S(^)us  le  côté  le  plus  triste  et  re- 
noncer à  tout  travail. 


LKTTRIÎ    k-î'î.  4^3 

Ne  pensez  pas  cependanl  (|iie  mes  senliinents  changent  et 
crojez-moi  loiijours  volrc  bien  sincèrement  el  alleelueuseinenl 
dévoué. 

422.  —  STTKLTJhS  A   UERMirE. 


'l'oiiloiise,  lô  septemhie  1894. 


Cher  Monsiki  r, 


Nous  avons  bien  fait  de  quitter  Cadéac  à  temps;  j'ai  hi  dans  les 
journaux  que  3  jours  après  notre  départ  il  est  tombé  beaucoup  de 
neige  dans  les  nionlagnes  et  la  température  est  tombée  à  -H  4"  à 
IaicIiom  qui  n'est  |)as  si  haut  que  Cadéac.  J^e  lemps  ici  n'est  que 
passable  ;  je  ne  fais  pas  j^rand'cliose  el  les  collègues  ne  sont  pas 
rentrés  encore.  Je  n'ai  |)as  encore  commencé  à  |)réparei"  mon  cours, 
désirant  d'abord  parler  de  ces  choses  avec  mon  ami  Cosserat  qui 
m'a  rempla(;é  l'année  dernière.  En  attendant,  et  pour  commencer, 
je  fais  quelques  calculs,  mais  c'est  presque  des  enfantillages. 
Cependant  je  vous  en  parlerai  un  peu,  dans  l'espoir  que  cela 
pourra  vous  faire  plaisir  et  vous  amener  à  reprendre  aussi  la  plume. 

Je  me  suis  proposé  de  calculer  le  déterminant 


(  mn)  = 


^(m+/i— 11'-' 
07""+"'"- 


r.(;H-4-H— 1)'        -pMn+n] 


y  '"+2«— 2)' 


Je  remai(jue  d  aboicl  (piil  suflil  de  considérer  (o,  z?)  car  en  divisant 
la  première  ligne  el  la  première  colonne  par./;  "  ,  la  seconde  ligne 
et  la  seconde  colonne  [)ar  x      '^      ,   la  troisième   ligne   el   la    Iroi- 

111  Mil  -t-  8 

sième  colonne  par  x      '      .  ...,  la /«"'""^^  ligne  el  la  n"'""' colonne  par 

in\i>i  -I-  \n  —  41 

X         ^  on  obtient  la  relation 

(a)  (  m,  H)  =  ,r"""'">'^'^"-'^U^o,  n), 

en  particulier 

{r>)  (-i,  fi)  =  x''"'-(o,  /i). 


424  r.()KRF,SI*()M)A>i:E    DlirRMITK    I:T     I)E    STIEI.nRS. 

Quaiil  à  la  valeur  tir  i  o,  n)  le  (Calcul  donne 

(o,    f  )  =  I, 

(o,  a)  =  r*  {t-  —  I), 

(o,  3)  =  T^^i.r'^  —  xf-i.r''  —  t  ), 

(o,  4)  =  ,r:'M>*  —  i)-'(x*  — nV-rS— i), 

on  aurait  par  indiuiion 

(y)     (o.  n)  =  .r""  ^'(T'^—  \)"-~H.r''  ^\)"-'^iT^—  i  )"-■''.  .  A  .r-"-^— \)K 

Si  cela  esl  exacl,  (o,  n  -f-  i)  sérail  divisiMi-  par  (  <>.  n)  et  Ton  mirait 

(  8 )  ( o,  «  -I-  I  )  =  .r'"' (I  —  ^-  -  )  (i  —  .r- *  ) ... I  I  —  ? — -"  )  (  o.  n  ). 

Il  est  <  lair  (pie  pour  \éiifier  (y)  il  ^ullil  d'établir  celte  rela- 
tion (ô),  ce  qui  esl  facile,  connue  nous  allez,  \nir.  .le  ferai  les  calculs 
dans  le  cas  n  =  o  pour  abréger  I  écriture. 

Opérations  : 

Miiltiplior  3""    colinmc   |)ar  .r>  et    reiiancliei'  de   la  4'    colonne 
»  -i^  »  x^  »  'y         » 


(o,4) 


X 

» 

1 

X 

.r* 

.7-9 

X 

X' 

.r'-' 

J.16 

x'* 

J... 

X"' 

.r^â 

x^ 

:r""' 

.r^» 

^3  fi 

Après  première  opéialion  : 


(o,  4)  = 


I  X  X* 

X  x*  x^ 

X'  x^  x^ 

X^  y- 16  -jr-'l 


3?*''(  I  —  a — 8) 


\[)rès  deuxième  opération 


(«,4)  = 


I  .r                   o  o 

X  x'  x^  (i  —  .7—2)  a-'^(i — 3"^*) 

x''  .r»  .rifi  (  I  —  :/-*  )  :r2-^  (  i  —  x'''  ) 

x'->  a-"'  .r2»(  I  —  a--''-)  :j'-''^(i  —  a"-*) 


i.fiiïHr':  V-23. 
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\[)rrs  Iroisirme  (>|)rr;il  ion 


(o,  i) 


I  O  <)  o 

:r  .r*  (  i  —  a~-  ^  j  ./•'•'  (  i  —  .r  -  *  )  ,r  "■■  (  i  —  j-*  ) 

:/•'*  ./■'■'  (  1  —  a-  -*)  .7-"''  (  I  —  .î""  '  *  )  ir25  (i  —  .r-*  ) 

./■»  ./■  "■■  (  I  —  X    •■'  )  .r'-îs  (  I  —  .r-«  )  .7 :"■'  (  I  —  x-^  ) 


Cela  fevienl  donc  à 

(0,4)^(1—  ./■   2  )  (  1  —  .r-t  )  (  I  —  ,r-«  )(■>.,  3  ). 

Or,  d'apivs  {[i), 

(•2,  ■?,)  =  ./■•"'■(o,  'il, 

donc,  e[v. 

I)"a|)irs    les  fornudes  «^éiu'iales    |)(tui-   la   réduclioii   en   IVactions 
conliniies  d'iiiie  série,  on  peni  coik dure  (jue  la  série 


pe 


eut  se  transloinier  en  liaclions  conlinues 


«1  z 


«3- 


avec 


(lo,,      =       (1  -  .r-2)(i  — 3"-M...(i  —  •^-^"+^)-2"<"''""'~-", 
a,„_^i  r=  1  :  (I  — a'   ■■!)(i  —  X-'*).  ..(i  —  a?-2'')      37"''+ ■^". 

C'est,  je  crois,  à  rapprocher  de  certaines  formules  d'Risenstein. 
mais  je  n'ai  pas  le  volume  sous  la  main. 

lui  espérant  d"a\oir  de  bonnes  iioM\elles  de  voire  sauté,  croyez- 
moi  toujoms  \olie  allectueusement  dévoué. 


423.  —  U EH  MITE  A   STIELTJES. 

flativillc.  il  scplcnibre  iHi^- 
Mois    chei!    \\ii, 

\  ous  me  demandez  de  reprendre  la  plume;  je  le  lais  hien  \ (don- 
tiers  cl  avec  gi«and  enipresseme>nl  pour  \  ous  (Vdicitei  de  \olre  calcul 
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du  (Ic'tenninanl  (/??,  n)  i|iii  m  a  exrrciiu'iiieut  plu.  CV>I  un  nouveau 
Iruil  (le  \()s  reelierches  sur  la  llit'orie  îles  lra(luin>  couliuues  (|ui 
est.  eu  même  temps,  I  une  <les  applications  les  |)lus  intéi-essanles 
qui  aient  été  données  de  la  ifiéoiie  des  déterminants  et  f|ue  les 
auleurs  (le\iaienl  mettre  dans  leurs  Tiailés  s  iU  axaient  souci  des 
|»roiirès  de  la  Science,  .le  me  >ou\iens  partailemenl  du  traxail 
d  Kisenslein  dont  j'aimais  cl  jc-ludiais  les  recKerclies  comme  les 
vôtres  et  avec  (pii  \ou>  nous  serez  lencontré.  Mais  vous  puisez  à 
une  source  plus  tV-condc  en  ohtenani  les  résultats  comme  consé- 
(|uences  de  \olre  formule  j;('nérale  pour  la  Iransfonnation  en  frac- 
lion  continue  d Une  séiie  (pielcoïKpie  (jui  est.  ainsi  que  vous  I  avez 
iiionlrc.  d  une  imporlance  londaiiiciilalc  en  \nalv>e.  Mai>,  pendant 
(jue  NOUS  liasaillez  a\ec  succès  et  a\ec  honlieur.  je  jesle  inerte  et 
stérile,  je  ne  fais  iieii  cjue  rèxasser  le  plus  sou\ent  a\ec  tristesse, 
et  ce  n  est  (pie  raremeiil  et  dislraitemenl  (|ue  |  entresols,  sans  v 
songer  sérieusement.  (pieUjue  calcul,  (^e  n  est  pas  la  peine  de  nous 
(hre  cjue  Ion  a 

.1  ,,  ,  V 

/     x"^U\  —  .Ty>-^(Lr=—ri—^-^ 7^- )  (O<0<-2). 

/  au  \  -.î"^'         2"-'  / 

\  ou>  ne  pouvez  pa>  non  plus  prendre  ;^raud  inl(''rcl  à  d('■^  rela- 
tions entre  les  nombres  de  Bernoulli  (pie  \lalm>teu  donne  au 
déliut  de  >on  Mt-moire  >ur  la  lormiilc  -ominatoire  d  lùiler,  à  saNoir 

B.>  H-j  ni  —  i 

i.  ini  —  I  11  l>  i  —  I  -.i  m        1  I3  ^^  -H  (  v>.  ni  —  1  »3  — ; .  .  .  = j 


B.,  Bj 

(  }.  m       I  II  >,  B 1  —  (  '2  m  —  I  )3  i*  —■  -t-  (  •',  ni  —  1 15  ■>."'  — 

>.m   —  1        ,  { -2 ■■*'"-'  —  1  )  B„, 


VI.  Mansion  mavant  dcinamh'  un  .irticle  pour  le  Congrès  catho- 
lique de  Bruvelies.  il  a  iallu  m  exécuter,  et  j  ai  donné  dans  ledit 
article  une  démonslralion  algébrique  des  relations  que  Malmsten 
obtient  par  la  Noie  du  calcul  intégral.  .le  vous  lépargne  ;  je  vous 
fais  grâce  de  mon  incur.-'iou  dans  les  formes  sjinbolitjues  des 
nombres  de  Bernoulli;  je  me  contente  de  nous  dire  qu  il  y  a  deux 
expressions  de  celle  nature  :  1  une  (jui  a  été  considérée  par  Lucas, 
par  M.  Cesàrodans  les  Comptes  rendus  elïe  Jour nctl(\e  M.  Brisse, 


consislp  a  poser 
H\ec  les  coin  entions 
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B,„  =   ( Ij'"      I  À'-!'", 


2 


ou  ainsi,  l'<'f;alilé  " 

(  À  -t-  I  )"  —  X"  =  o         (  n  —  '1,3,  \,  .  ..). 

La  seconde  leprésenlalion  s'ohtieni  en  posanl 

— ^  =  (— i)"'X'^'"-i         et         X2"'=o; 


rie  celle  inanicie  on  a 


X  -H  I)"—  X''^   


Vvanl  mon  départ  pour  la  Lorraine,  voire  Mémoire  sur  la  théorie 
des  fractions  continues  a  été  remis  aux  autres  membres  de  la  Sec- 
tion de  Géométrie.  J'ai  demandé,  en  pensant  que  ce  serait  au 
mieux  de  vos  intérêts,  que  M.  I^oincaré  fasse  le  rapport.  Je  serai 
à  la  fin  de  la  semaine  |)rocliaine  de  retour  à  Paris  et  je  nToccuperai 
acti\emeril  de  ce  qui  nous  concerne  afin  que  vous  ayez  à  attendre 
la  conclusion  le  moins  possible. 

\vec  tous  mes  vœvix,  mon  clier  ami,  pour  votre  sant(';  et  en  vous 
priant  de  croire  toujours  à  mes  sentiments  de  la  plus  sincère  afl'ec- 
tion. 

424.  —  fi  EU  MITE  A   STIELTJES. 

0 

Paris,  H  orlohre  1894. 

IVIoN   CHER    Ami, 

J'avais  compté,  en  revenant  à  Paris,  j  trouver  les  membres  de 
la  section  de  Géométrie  chargés  de  l'examen  de  votre  Mémoire  sur 
la  théorie  des  fractions  continues;  mais  tous  sont  encore  absents 
sauf  Picard  et  moi.  Toutefois,  je  puis  vous  informer  que  votre  ma- 
nuscrit, après  avoir  été  envoyé  à  M.  Camille  Jordan,  est  actuelle- 
ment entre  les  mains  de  M.  Darboux  <(u'un  malheur  de  famille, 
la  mort  de  son  gendre  enlevé  par  une  congestion,  \ient  d'obliger 
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de  pjirlir   |)oiir   Nîmes,   de  sorle  (|iie  je  dois   allciidre  son   icloiir 
pour  lui  en  parler. 

Après  avoir  perdu  toutes  mes  vacances  et  sans  me  remeitre  encore 
à  un  travail  un  peu  sérieux,  j'ai  songé  pendant  ces  derniers  jours 
à  lii  (piiintité  log[r((7  +  ç)r(«7  -\-  i  —  ^)],  dont  je  ine  suis  occupé 
il  y  a  quelque  tenq)S.  et  j'ai  remarqué  qu'on  j^eut  la  traiter  heau- 
coup  plus  sim])lemcnl  (pie  je  ne  I  ai  fait  dans  mon  article  des  l/ft- 
I hrninlischen  Anna/en.  \  oici  de  quelle  manière  je  iirocrde.  Je 
pars  de  la  relation  suivante,  où  je  suppose  que  Vi.r)  satisfait  à  la 
relation  Ff.r)  =  F(i  —  x),  à  savoir  : 

/     xV  (T  )(/t  -T-  I  xF'iT  )  d.T  =  F(^)  —  1     ¥(x)d.r. 

On  a.  en  eflct, 

l  % 

puis 


et  enfin 


/     F{.r)rf:r^l  F{x)dT=j     F(x)dT-^i     F(x)dx, 

SOUS    la    condition    admise,    ce    (pu    doTine,    en    ajoutant,   l'égalité 
annoncéç. 
'  C.ela  posé,  soit 

F( X  )  —  \o'^\Y{a  -J-  .r )  V{  a  ->-  i  —  x)\, 

on  aura 

.,1 
/     F {X  )  dx  =  ii, 

.J  désignant  l'intégrale  de  Haahe.  et,  en  posant 

(A)  Ma^=-    I     xF'{x)dx-^-    (  xV'(x)dx, 
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nous  trouNons,  après  avoir  (li\isé  par  2, 

Le  calcul  de  J(«)  est  bien  facile;  de  la  formule 
on  conclu l  d'abord 

v_      "    -^7- 

Nous  avons  ensuite 

s 

ce    (jui    permet   dVcrire    l'expression    de    la    première    intégrale 

/xV{x)  dx.  Changeant  ;  en  i  —  ç  dans  ces  égalités,  on  en  con- 

dura  la  seconde  et,  si  Ion  ajoute  membre  à  membre,  on  obtient 
immédiatement 

C'est  la  formule  de  mon  article  dont  j'ai  fait  le  développement 
en  série  suivant  les  puissances  descendantes   de  a.  Je  remarque 

encore  que   l'égalité   [A)  montre    qu'on  a   J(a)=  — ^  où   M  est 

contenu  entre  des  limites  finies  qui  sont  indépendantes  de  a.  Con- 
sidérant à  cet  eflet  l'équation  (B)  et  écrivons 

ey  —  1         ~  y        ~  ' 

e-  —  e     2 


43o  CORRESPONDANCE    DHERMIl  F.    ET    DE    STIKI.TJES. 

si  l'on  dé\eloppe  en  série,  on  aura 

gav_^  f  1--C)/  (.7-  —    n  V  -^^(  r  —  ip  V*-^.  .  . 


V  I   /    V 


=  (ix  —  I  ) !^ '  .; =  (  ix  —  i)o>  X), 


'        6  \  . 


(ï/ 


la  fonction  -  i.r  i  ét;ml .  jtoiir  toute  valeiii"  de  )',  positive  et,  si  l'on  sup- 
pose o  <;./•<;  I ,  moindre  (pie  T unité;  de  plus  on  a  .i(\r)  =  cp(  i  —  x). 
Nous  avons,  par  conséquent, 

/-«  e-^y  —  e  '  -■'■».'  /-"  (  -A  .r  —  I  ^  <p  f  a-  > 

et  ensuite 

J  (  a  )  =  —    /     j-M  ix  —  I  )  œ(.T  t  c^.r  -h  —    /  xi  ix  —  i)  œ(3"  i  dx, 

•>.a  ,  '  '  xa ./. 

•    0  ^  u 

ce  qui  met  en  évidence  le  résultat  annoncé.  I^oiir  l'obtenir  sous 
une* forme  plus  explicite,  soit 

M  =   /     xi  ix  —  i)f(x)  dx  -h  I  x{-xx  —  I  )  œ (  j"  )  ctr, 

le  changement  de  x  en  i  — x  donnera 

-M  =   /  {x  —  1  )  (  i .r  —  i)  ^\x  )  dx 

•^   0 

-H   1     x{xx  —  i)(p(a:irf:r  —  •;>.    /     (  .r  —  i)Cia:  —  i)©(ir)<ia;. 

On  aura  donc,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

2M  =    /     \-i.x  —  i)-^{x')dx 
^  u 

^  1  —  ï  /.  1 

-i-  /  yix  —  \f^{^x)dx — i.    I     (x — i)('ix  —  i)  ti(x  )  dx 
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et  encore 

•>.  iM  =    /     { 'ix  —  iy^'^{x)dx 

H-   I  ( 'ia"  —  ij^'f  (a^)  ("/.'/• —  I      i2T  —  D'-oi  .r  )  dx, 

•-  0  •    0 

de  sorte  que  iM  est  (compris  entre 

—   /     {■i.r  —  i)^dx  et  /      {'jlx  —  i)'^  dx ->-  j  (■j.x  —  i)-  dx. 

^ts  «-  0  •  0 

Inutile  de  vous  dire  conunenl,  dans  le  cas  de  ;  r=z  o.  la  valeur  de 

-,  1 
\{a)   se   ramène  à     /    {^x  —  .r-)  D^  logr((7 -4- ^)  r/^-   en  intëj^i-ant 

'-  n 
par  partie;   mais  je  confesse    que  sim|)lilicr    n'est   pas   découvrir; 
tell I ni  wih('U(\  sine  ictii. 

J  attends,  mon  cher  ami,  de  vos  nouvelles  en  nous  priant  de 
croire  toujours  à  mes  sentiments  de  la  meilleure  affection. 

425.  —  H  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  17  octoijre  1894. 
Mon   cher    .\mi, 

Le  rapport  de  Poincaré  sur  votre  Mémoire  a  été  lu  dans  la 
séance  de  lundi  dernier  à  l'Académie  et  vous  le  verrez  dans  le 
prochain  numéro  des  Comptes  rendus.  J'ai  laissé  aller  les  choses 
connue  vous  le  demandiez;  elles  ont  suivi  leur  cours  sans  que  j'aie 
rien  fait,  ni  pu  rien  faire  alors  que  je  l'aurais  voulu,  et  pour  le 
mieux,  puisque  votre  travail  va  être  immédiatement  pidilié.  Il 
n'est  pas  impossible,  qu'après  vous,  je  vienne  ajouter  aux  Annales 
un  contingent  beaucoup  moins  important  que  le  vôtre,  qui  serait, 
comme  précédemment,  la  reproduction  d'un  article  qui  m'a  été 
demandé  par  M.  Lerch  pour  Prague.  J'avais  fait  à  F'Ianville,  tout 
en  paressant  extrêmeuient,  un  article  sur  les  nombres  de  Ber- 
noulli,  à  la  requête  de  M.  Mansion,  pour  le  Congrès  catholique 
de  Bruxelles  et  je  pensais  ne  plus  m'en  occuper,  loi'sque  j'ai  vu 
dans  un  Mémoire  de  la  Société  des  Sciences  de  Bohème  une  rela- 
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lion  ([iii  ma  intéressé.  M.  l'ranz  Ro^el,  dans  un  Ir.isail  inlilulé 
TrigononuUrisvlw  h^ iit'.vichliiii  <:('n ,  Iroine  les  é^alilés  siii\aiiles 

en  supposant  n  ^  a,  inu(l4,  puis 

i:(--  I  )'■-'•>,"-'—'  /iir-iBor-l  = /î  (r  =  i,    .*,    3,    ...j, 

dans  le  cas  de  /?  ^^  o  niod4  fl.  fn  noie,  il  dit  que  ces  résultats  ont 
été  aussi  obtenus,  par  une  autre  voie,  par  M.  J.-C.  Kaptejn  et 
M.  \V.  Kaptevn  dans  un  Mémoire  des  Sitziingsh.  de  lAcadéniie  des 
Sciences  de  \  ienne  intitulé  lue  hiihcren  Sinus.  Tout  <"ela  est  écrit 
en  allemand  et  je  n'y  pourrais  rien  voir,  nayant  pas,  coniine  \ous, 
la  connaissance  de  la  langue.  Mais,  autant  que  j  eu  puis  juger  par 
le  Mémoire.  (|ue  j  ai  sous  les  yeux,  de  M.  Franz  Rogel,  le  chemin 
n'est  pas  commode  à  suivre  pour  y  parvenir.  Il  est  cependant  fort 
curieux  qu  il  existe  une  relation  de  récurrence  permettant  de 
calculer  séparément  les  noud^res  de  Bernoulli  d  indices  |)airs  et 
d'indices  impairs.  Ma  curiosité  mise  en  éveil,  je  suis  quelque  peu 
sorti  de  torpeur  et,  non  sans  mal,  jen  ai  lait  une  démonstration 
(jui  sera  l  oitjet  de  mon  article.  \  ous  savez  que  B,,  B2.  .  .  .  sont 
définis  |)ar  légalité  suivante 


1 .1.  > .  I 


de  sorte  que  les  relations  entre  les  noad^res  de  Bernoulli  pro- 
viennent de  l'identité  qu'on  forme  en  multipliant  la  série  du  second 
membre  par  e-^' —  i .  Cela  étant,  j'ai  remarqué  que  le  produit  par  e-^ —  1 

d  une   série    (juelconque    Aq 


I  1.2  I  .  -2 . 


donne  pour  le  coefficient  de  x"  une  fonction  linéaire  de  Ao'  ^m  , 
Aj,  ....  A//_(-  En  l'emplaçant  A,  par  À',  on  aura  donc  un  polynôme 
en  A  du  degré  n  —  i,  (juil  est  aisé  d'obtenir  puisqu'il  est  repré- 
senté par  (<?■'' —  ije^-*",  ou  bien  e^+Ox —  g/~r.  j|  .,  X\\\i\  pour  expres- 

()__(_  I  yi )  /i  .... 

sion  — —  •   Inversement,  on  en  con(dut  la  fonction  linéaire 

\  .1.  .  .n 

par  le  cn.angement  de  A'  en  À/,  ce  qui  se  fera  dans  la  question 
proposée  en  posant  A'  =  —  ->  À-'"'^'  =  o,  A-'=  ( —  i)'"'  B/. 
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L'idenlilé  (1)  nous  donne  donc  sous  forme  symbolique 
(X  -M)"—  X"=  o, 
sauf  pour  /i  =  i ,  où  le  second  ni<!ud)re  csl  l'unité  et  l'on  en  (;onclul 

I n  -f-  «2  K I  —  Hk  B2  !- ...  —  (  —  n'  /i2i  15/  =  o, 

vn  jH)san(  pour  le  dernier  Lerme  ii  =  /i—.i  ou  2i  =  n —  1  suivant 
<pie  /i  est  pair  ou  impair. 

Après  a\oir  battu  l'estrade  de  tous  les  cotés,  j'ai  vu  enfin  que 
les  relations  de  M.  Franz  Rogel  se  tirent  de  l'équation  (i)  en  y 
r(;mplaçant  simplement  :z;  par  (i  4-  i)x.  On  a  ainsi 

OU  bien 

(1  ■+-  i)x  e-^'  ,,  ,  .,. 

gix- —  g-.v  ' 

puis,  en  chassant  le  dénominateur, 

<roù,  syinl)oliquement, 

(  — i)"-i(r  -h  i)n  =  [{i-h  i)l  -\-  i]''—  \(i  -+-  i)l  —  ij"'. 

Pour  n  impair,  celle  égalité  renferme  tous  les  nombres  de 
Bernoulli  ;  mais,  si  l'on  suppose  n^o  mod4,  elle  devient 

(  1  +  t) n  =  f  I  —  (  I  -h  /)  X  ]"  —  1 1  -+-  (  I  —  0  >•■  ]'■' 

et  ne  conlienl  |)lus  cpie  B,,  Bj,  B.5,  ....  l*our  n  ^^  1  on  a 

{\-\-  L)n  =  [\  —  {l-\-  i)k\"->r-{l  —  [l  —  «)X]'', 

avec  Bo,  B,,  B,;,  .  .  . . 

Je  m'abstiens,  mon  cher  ami,  de  vous  faire  part,  de  crainte  de 
vous  mécontenter  et  de  vous  contrarier,  de  tout  ce  qu'on  a  dit  de 
vous  à  l'occasion  du  rapport  sur  voire  Mémoire;  mais  c'est  avec 
1  espoir  que  vous  ne  le  lirez  pas  sans  un  peu  de  satisfaction  que  je 
vous  renouvelle  l'assurance  de  toute  mon  alTection. 

P. -S.  —  J'ai  aussi  et  sans  succès  tenté  une  recherche  sui- 
l'équation  de  Kepler;  j'ai  du  abandonner  la  question,  n'ayant  rien 
trouvé. 

II.  28 
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426.  —  STIELTJES  A  HERMITE. 

Toulouse,  23  octol)i'e  1894. 
Cher   Mo^sieuiî, 

C'est  hier  <|ue  j'ai  lu  le  rapport  de  M.  Poincaré  sur  mon  travail 
el  je  ne  dois  pas  vous  laisser  ignorer  plus  longtemps  qu'il  m'a 
eausé  \h\  grand  jjjaisir  et  que  j'en  ai  été  fort  content.  Bien  (pic  je 
ne  pense  pas  ;i\()ir  mérité  tant  de  louanges  el  de  récompenses, 
j'espère  pourtant  cpie  la  somme  de  labeur  dépensé  aura  la  vertu  de 
donner  quelque  valeur  à  mon  travail;  c'est,  du  reste,  tout  ce  dont 
je  suis  ca])a])le  et  il  me  semble  encore  à  moi-même  un  petit  mi- 
racle que  j'aie  pu  le  terminer  dans  les  circonstances  peu  favorables 
où  je  me  trouve. 

Les  MM.  .I.-G.  et  \\  .  Kapteyn  dont  vous  parlez  dans  votre 
lettre  sont  des  frères  et  des  Hollandais.  Le  premier,  que  j"ai  connu 
à  Leyde,  est  professeur  d  Astronomie  à  Groningue  el  s'occupe  acti- 
vement de  la  carte  du  Ciel.  Il  est  venu  souvent  à  Paris  et  M.  Tisse- 
rand doit  le  connaître  sans  doute.  Son  frère,  que  je  ne  connais 
pas,  est  professeur  de  Mathématiques  à  LItrecht.  Je  me  réjouis 
d'apprendre  que  nous  aurons  de  nouveau  un  article  de  vous  pour 
nos  Annales.  J'ai  tenté  d'arriver  à  ces  relations  entre  les  nombres 
de  Bernoulli  par  une  autre  méthode;  mais,  quoique  j'aie  réussi, 
cela  s'est  montré  |)lus  difficile  que  je  ne  croyais.  En  tout  cas,  il  ne 
vaut  pas  la  j)eine  d  en  parler,  parce  que  les  calculs  sont  plus  pé- 
nibles que  les  vôtres. 

J'ai  préparé  un  peu  mes  premières  leçons;  mais  je  me  sens  ces 
jours-ci  peut-être  plus  fatigué  que  de  coutume  et  je  m'abstiens  de 
tout  effort,  voyant  bien  que  j'aurai  bientôt  besoin  de  toute  mon 
énergie  pour  faire  mes  leçons. 

Voici  une  conséquence  de  ma  théorie  des  fractions  continues. 
Soit 


F  = 


a,;;  -t- 


je  considère  seulement  le  cas  où  la  fraction  continue  est  conver- 


i.kttui;  /i-27.  /|35 

gente,  c'esl-à-dire  S«,i  =  co.  Alors 


^(w)  étant  une  certaine  fonetion  croissante.  Mais  il  est  clair  qu'on 


peut  écrire  l  = p — >   ou  b  ■  = c  est-a- 

«2«   --i 


«4^  -H.  .  .  , 

dire  l'\  estime  fonction  de  même  nature  que  F  et  par  cons«;qucnl 

-'o         --^"    ' 
On  a  donc  cette  relation 

Quelle  est  la  relation  entre  *I>  et  <I>,  et  comment  établir  direcle- 
uïent  cette  formule  au  moyen  des  principes  généraux  de  la  théorie 
des  fonctions.  Cela  ne  paraîl  pas  bien  commode. 

Veuillez  bien  me  croire  toujours  votre  très  alVectucuseuient 
dévoué. 


427.  —  HERMIFE  A  STIELTJES. 

l'aris,  jS  oclobre  lîSg'^. 
Mon    Cher    /Vmi, 

Ce  m'est  vine  vive  satisfaction  de  savoir  que  le  Rapport  de 
Poincaré  vous  a  contenté,  et  que  vous  vous  trouvez  ainsi  récom- 
pensé des  grands  eftorts  de  travail  que  vous  a  coûtés  votre  Mé- 
moire sur  les  fractions  continues.  Mais  je  regrette  bien  que  vous 
soj'cz  en  ce  moment  dans  une  disposition  peu  favorable  et  je  sou- 
haiterais extrêmement  ([ue  ^ous  puissiez  être  dispensé  de  votre 
Cours  en  l'échangeant  contre  vin  autre  genre  de  devoirs  et  d'oc- 
cupations qui  ne  vous  obligerait  pas  à  parler.  J'en  ai  entendu  ex- 
primer, par  plusieurs  de  vos  amis,  le  désir,  et  je  ne  suis  pas 
sans  espoir,  qu'il  pourra,  dans  ce  but,  vous  être  fait  quelques  pro- 
positions pouvant  vous  convenir.  Quel  que  soit  l'intérêt  que  j'at- 
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laclic  à  rensoii;nernent.  cljv  mcls  une  i;rim(le  importance  puisque 
je  prends  toute  la  peine  possii)le  pour  apprendre  aux  (''lè\cs  de 
l'Ecole  Normale  vos  décou\erles  sur  logT(rt),  la  coupure  le  long 
des  abscisses  négatives,  de.,  je  préfère  encore  votre  bien-être  et, 
permettez-moi  de  vous  le  dire,  les  productions  de  votre  génie 
mathémali(pu^  Mais  ne  \ous  occupez  de  rien,  ne  vous  préoccupez 
pas  et  laissez  faire. 

Les  frères  Raptejn  et  M.  Franz  llogel  m'ont  stimulé  et  donnt- 
de  l'éperon  avec  leurs  relations  entre  les  nondjres  de  Bernoulli, 
et  j'étais  sur  le  jxtiul  de  l'édiger  un  arliclc  sur  ces  (|uestions, 
lors(pie  j'ai  reconnu  une  erreur  dans  1  une  des  ègalit(''s  données  par 
M.  Franz  Ro^el  dans  son  Mémoire:  c'est  la  suivante  : 


où  l'on  doit  faire  n  ^  i  mod  \  et  /•  =  2,  (3,  10,  ....  Soit  n  =  5,  on 
;iura  la  seule  \aleur  /•  =  2.  d'où 

■i^  —  I          r.             1             '-^ 
1 ; IoB.>  = r  > 

,1  -      ■>.       () 


ce  qui  est  arclii-faux.  L'obligation  de  relever  une  inexactitude  me 
gène,  et  j'attendrai  en  avoir  fait  avertir  l'auteur  par  M.  Edouard 
Wejr.  En  altendaul,  Noici  encore  une  remarque  :  j  ai  vu  qu'en 
remplaçant  .r  par  :c(i-|-/),  comme  je  \ous  l'ai  dit,  on  pourrait 
considérer  au  lieu  de  i  une  quantité  indéterminée  quelconque  ç: 
ce  n'est  pas  un  grand  trait  de  lumière,  c'est  même  bien  terre  à 
terre;  néanmoins  j'en  ai  tiré  (pielques  résultats.   J'obtiens  ainsi  : 

■^^^  =  /îi(» -^  ;"-')( 2-— i)Bi  —  «3(1  — î  )'(!-+- ^"-')('i*—i)  — 

1  —  ç  2 


cl,  enfin. 


-n(i  — 0(i-t-?"-')  =  1  —  ç"  —  «2(1  -  ç)-(i  — ^"--}Bi 


-+-«6(i-J)«(i-^'-«)B3-.. 


J)e  là  se  lirenl  les  rcl;ili(»iis  iioiivclles  (M)lre  les  noiubres  de  \U-v- 
noulli,  (riudices  |);iiiN  cl  d'iiKliccs  im|)airs,  el,  il  suffit  de  f;ili(; 
ç  =  l  en  sii|)[)()saiil  /t  iiiipiiii-  d;iiis  hi  première  égalité  et  n  \y.nv 
dans  les  deux  anlics.  IMais  je  suis  loiit  surpris  de  l'arrivée  de 
l'indéterminée  q,  cl  une  (ois  de  plii>  je  r(Mnar(pie  qu'en  Analyse 
nous  sommes  moius  maîlrcs  (pic  scrvileurs,  cl  (pi'il  faul  l)ieu  nous 
laisser  mener,  conduire  el  ohi'-ir  à  une  puissance  (pii  s  impose 
et  nous  domine. 

En  vous  annonçant,  ainsi  qu  à  Madame  Slicltjcs,  le  prochain 
mariage  de  Madeleine  Forestier,  ma  pctile-fille,  avee  M.  Alfred 
Thomas,  ingénieur  c!\  il,  et  nous  |)ria!it,  mon  cher  ami,  de  croire 
toujours  à  mon  allcclioii   la  plus  di-voïK-c. 


428.  —  SriELTJES  A  IIERMITE. 

Toulouse,  iCy  octobre  iS()^. 
Cher    MoivsiEur. , 

Veuillez  bien  aceepler,  avec  M""'  Hermite,  nos  très  sincères  féli- 
citations à  l'occasion  du  prochain  mariage  de  votre  petite-lille 
]y[iie  porestier.  Ma  femme  me  dit  qu'elle  se  rappelle  bien  que 
M"'*  Hermite  lui  a  montré  son  portrait  ainsi  que  celui  de  sa  sœur 
qui  s'est  mariée  l'année  dernière. 

A  l'occasion  de  vos  relations  entre  les  nombres  de  Bernoulli  je 
vous  ferai  une  remarque  qui  m'est  Ncnue  bien  naturellement  après 
mes  tentatnes  pour  arriver  aux  formules  Av  Nolrc  a\ant-dernicre 
lettre  et  dont  j'ai  dit  un  mot.  Je  rappelle  la  formule  d'Euler  et  de 
de  Mac-l^aurin 

V(^)  =./(-^+  /')-./'(  -r)--^   \f'{x  +  l,)-f'{x)] 

+  ^/'M/"(^'  +  /0-/"(-^)] 

''"'        ^■f/.(.r  +  Ai-/^(.r)J-f-..., 


1 .  ji .  o .  4 


qui  est  une   sinq^le  identité  dans  le  cas  où  /(.t)  est  un  polynôme. 
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Kii  posanl  x  -\-  h  =:■  b,  x  =  r/.  je  préfère  lécrire 

^'-^\J\l^)+f{a)\=f{b)-f,a)-^^^{b-anr{b)-f\a)\ 

(b-ay\p{b)-f*{a)\^.... 


1.2.3.4 


Pour  /"(:r)  =  ^",  ^  =  i ,  r/  ;=  ç,  c'esl  \otre  troisième  formule. 
Les  deux  autres  sont  comprises  dans  la  formule  de  Boole 

\\fKh)~fia)\=       ^J-1^}^  y^b-a)\f\b)-^J\a)\ 
-  ^kZs!^  ib-anfib)  +/'"(«)] 

+  ^  '' T  'A'',.  «  ^  -  a)4/s ,  6 )  -^p  ( a )]  -.... 
l.-l.J.j.J.l)  /    ly      .     /       ^      \     /j 

en  prenant  6  =  1,  a  =  ç,  puis  f{x)  =  a;"  ou/'(:r)  =  nx"~^ . 

Naturellement,  vous  a\ez  démontré  par  votre  analyse  ces  for- 
mules d'Euler  et  de  Boole,  en  tant  qu'elles  s'appliquent  aux  poly- 
nômes. Car  pour  cela  il  suffit  de  les  établir  dans  le  cas  de 
f(^x)^=x",  à  cause  qu'elles  sont  linéaires  en^et  ses  dérivées. 
Mais  ces  remarques  vous  les  avez  peut-être  déjà  faites  aussi.  Tout 
doucement,  je  travaille  un  peu;  ce  sont  toujours  les  calculs  à  faire 
qui  m'effrayent  le  plus.  Certainement,  dans  nos  recherches,  nous 
ne  saurions  fixer  toujours  d'avance  le  hut  à  atteindre;  on  cherche, 
mais  on  ne  sait  pas  d'avance  ce  qu  on  trouvera,  et  parfois  on  est 
jeté  ainsi  sur  des  routes  toutes  imprévues.  C'est,  je  crois,  aussi 
l'utilité  des  recherches  sur  des  fonctions  particulières  de  nous 
montrer  le  but  à  atteindre  dans  les  recherches  plus  générales.  En 
se  laissant  guider  par  l'imagination  seule  pour  édifier  des  théories 
générales,  on  risque  fort  de  rencontrer  des  théories  stériles  et 
inutiles.  L'Analyse  a  ses  secrets  propres  qui  ne  se  laissent  point 
deviner,  mais  qu'il  faut  découvrir  par  une  étude  patiente.  Mais 
voilà  des  réflexions  qui  vous  paraîtront  un  peu  banales;  veuillez 
bien  me  croire  votre  très  affectueusement  dévoué. 


429.   —  STIEI/rJKS    I    IlERMITE 

'roiiloiisc,  i-i  n'ivcinlu'C  iH;)'|. 

Cm: Il    i\U)N.siKUi! , 

Vous  s;i\c/,  (|iriine  seconde  solution  de  Téquiilion  dilleienlielle 
à  laquelle  salislait  le  poljnoinc  X,|  est  donnée  par  riiitéj^r.ilc  de 
Neiiinaitn 

'?'.'-)=  j_,    ?^' 

'  I  .  î  .  .  .  (  •>,  /l-H  I  H  -2  (  'J  /t  -i-  3  j  J 

Donc 

où  E,, (:;)  est  un  polynôme  du  degré  n  -f-  i  en  z. 

Soit  .r  un  point  quelconque  du  plan;  entourons- h;  d'un  cercle  C 
de  rayon  suffisamment  grand  |)(»ur(pu",  surC,  Je  d(''velo[)[)ement  (i) 
soit  convergent,  on  trouvera 

En  effet,  on  n'a  qu'à  calculer  nn  résidu  en  miiiti[)iiau!  les  deux 

séries  (i)  fl 

I        __  I         .r         x''- 


Je  remarque   maintenant  qu'on   conclut  de  la  l'orniule    de  iNeu- 
mann  la  suivante  : 

,    r^    \,i  f^r        r~^    x''\„dx         ,, 

En  elï'ct, 

/>  +  '  z'^  —  x'^' 

I         ~ '■ —  X „  dx  =  o. 

./_.        --^ 

Cela  étant,  je  multiplie  la  formule  (2)  par  a?*  X„  dx  et  j'intègre 


.',^io  <:oitiJKSi*(tM)AN(:i:  n  iiKir.ini:  in    ni:  stiki.ijks. 

enirp  les  limites  —  i  cl  -i-  i  :  il  \i('i\l 

(3)  f      xk\„En(x)d.v^o        (A-=  o,  r,  2,  ...,  rt). 

l'.ii  cllrl.  le  second  iiiemhre  devicnl 

Le  jxdviioine  E„  (x)  se  Irouvc  délenniué  (à  un  faclenr  (M)nsl.;nil 
près)  \y,w  les  relalions  (?■>)  <•!   Ion  a 

/        ^  „(a-)X,jE„(ar)<7x  =  (>, 
'-  —\ 

V„  étant  un  poljnorae  quelconque  de  degré  n. 

En  prenant  V,/  (r)  =  X„.  on  voit  que  l'équation  E,,  (^)  =  o  a  au 
moins  une  racine  entre  —  i  et  +i.  Mais  je  dois  vous  dire  que 
j'ai  enticpris  celle  reclierclie  en  vue  de  dcmonlrcr  les  IJK'Oi'èmes 
suivanls   : 

I.  Les  rdciites  de  V équation  E,, (j7)  =  o  sont  réelles,  inégales, 
comprises  entre  —  i   et  +  i. 

II.  Ces  racines  sont  séparées  par  celles  de  l'équation 
\„  —  o. 

Le  lliéorème  1  est  un  cas  parliculici-  d  un  ihcorcnie  heaueoup 
plus  général  an(picl  j  ai  élé  conduil  par  la  considéralmn  de  linlé- 

grale  /  dans  le  cas  où  f{u)  nestjilns  assujctlic  à  la  con- 

dition de  rester  positive.  (^miKpic  je  uaie  pas  obtenu  encore  une 
démonstration,  il  ne  me  reste  guère  de  doute  stir  l'exactitude  de 
mon  théorème.  J  ai  aussi  de  très  bonnes  raisons  de  croire  à  l'exac- 
titude du  théorème  II,  mais  ici  cependant  je  serai  un  peu  moins 
aflîrmatil. 

On  pourrait  délerminer  E„(:r)  encore  delà  manière  suivante. 
On  détermine  les  rapports  des  n  +  i  constante  a,  [i,  . .  .,  A  par  la 
condition  que 


un-Tiii:  V30.  4',  i 

soit  divisil)l('   |);ii\,,  ;    iilois    I"!,,  rsl    le  (|ii(»Licnl  de  celte  rxprnssioti 
par  X„. 

Mais    ]|   |>ariut    hieii   (|ii  il    lainlia    eiieoi-e   bcaucouj)    approfoiidir 
ce  siijel   poiii'  ari'l\cià   la  (h'inonslialion  des  théorèmes  I  et  II  : 

\  Il  I  I  "^ .  I  i      / 

Ilacincs  de  Iv,  =  o.  ISacincs  de  X.  ^  o. 


H-   0,976 

H-   0 ,  ()  ^  I 

o 

—  OjG.j  I 

—  <),97() 


+  o,86i 

-+-  0,,)|0 

—  0,3/10 

—  0,8()l 


Vous  devez  connaître  certainement  les  propositions  qui  me 
seraient  faites  pour  me  charger  d'autre  chose  que  mon  Cours.  J'ai 
parlé  aujourd'hui  à  M.  Baillaud  de  ce  calcul  des  petites  |)lanètes 
découvertes  en  France;  il  me  sendde  bien  cpie,  pour  le  moment,  le 
plus  utile  serait  de  faire  un  petitlivre  avec  des  instructions  détail- 
lées pour  les  calculateurs  encore  peu  exercés. 

En  espérant,  cher  îMozisieur,  (jue  cette  lettre  vous  trouve  en 
bonne  santé,  veuillez  me  croire  votre  aireclueusement  dévoué. 


430.  —  HERMITE  A  STIELTJËS. 

l^aris,   10  novembre  i<S()'|. 


Mon  Cher   Ami, 


Je  suis  véritablement  ravi  du  polynôme  E^,  et  des  belles  pro- 
|)riétés  que  vous  avez  découvertes.  Après  la  proposition  fonda- 
mentale 

,  + 1 

v„x„[:„^j;  =  o, 


/: 


n'avez-vous  pas  songé  à  former  une  équation  diflerentielle  propre 
à  le  définir?  Je  ne  puis  douter,  d'après  les  résultats  déjà  obtenus, 
qu'ils  n'aient  quelque  signification  importante;  j'j  penserai,  mais 
c'est  sur  vous  qu'il  faut  entièrement  compter  pour  la  découvrir. 
Ne  m'en  voulez  pas  d'avoir  mis  à  profit  votre  dernière  lettre  et 
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les  conséquences  (jue  \ous  tirez  des  formules  d'Euler  el  de  Boole, 
sur  les  nombres  de  Bernoulli,  pour  la  publier  dans  les  Sitzungs- 
hericlite  de  la  Société  des  Sciences  de  Bolième.  Votre  marche  est 
évidemment  la  meilleure  el  la  plus  facile;  mais,  en  suivant  un  autre 
chemin,  j'ai  reuconlrc  une  soluliou  <»ù  cnlrcnl  b-s  numiircs  d'Kuler 
<pi*on  définit  par  lidcnlité 

—  I  H h.  .  -H h.  .  ., 

çu'X  \    '  \    i.  .  .  '.a 

à  savoir 

-H  Ej/li  2"    '*il  —  l)'*{l-\-c,"-'*) 

-  E3«62«  -«(I  -  ?)n«  +  \"~'}+.  ... 

Elle  conduit  à  des  relations,  dune  part  entre  Ko/  et  de  l'autre 
entre  E2t_i,  en  supposant  \  =  i.  Soit  d'abord  «  ^  o  mod4,  vous 
voyez  disparaître  tous  les  nombres  dindice  impair,  et,  si  Ton  fait 
n  =  im,  il  vient,  en  remarquant  que 

(i-^O*  =  —  4, 
(—  i)'"2-'"^'  =  •^"-^'  —  E2rtv2"-'-f-  Ei/is-i"^-'-^ —  E^riiî'i"-^  -h.  .., 

et,  en  divisant  par  2, 

(—  l)"'  22'"   =  V  —  E2  «i  ■.>"-2  _^  El  «s  2"-''  — 

Soit  m  :=  4>  ^»i^  aura  —  \  ==  16  —  4^-i'  c'est-à-dire  Eo  =  5,  sans 
avoir  à  passer  j)ar  E,.  Soit  en  second  lieu  11^=  /\  m  -+•  2,  les  coeffi- 
cients de  E,,  E3,  ...  s'évanouissent,  et  l'on  trouve,  après  avoir 
supprimé  le  facteur  /  et  divisé  par  2""'.  l'éj^alité 

(-1)"'  ^  j^  ^^_  E^n,  _  E,»|,.  _ 

Pour  n  =  (),  on  trouve,  en  partant  de  K,  =  1 ,  E3  =  61 . 

Je  savais,  depuis  huit  jours,  par  M.  Tannerj  que  vous  étiez  mis 
au  service  des  petites  planètes  ainsi  que  je  vous  l'avais  fait  prévoir. 
Mais  j'espère  que  Tamour  du  ciel  ne  sera  pas  tellement  exclusif 
qu'il  vous  empêche  de  songer  à  l'Analvse  terrestre.  C'est  avec  tous 
mes  vœux,  mon  cher  Ami,  pour  votre  santé  et  pour  le  succès  de 
vos  nouvelles   recherches,  qui   minléressenl   au   plus   haut  point, 
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<jue  je   vous   renouvelle   l'assurance   démon  afl'eclion    la  plus  dé- 


vouée. 


P. -S.  —  J'avais  aulrelois  liouvé  une  déuionslrali(jn  innncdiale 
de  la  formule  de  Neumann  pour  l'intégrale  de  seconde  espèce  de 
l'équalion  (^- —  i) X"-j- /?  X'= /< (/i  -f-  i)X;je  ne  puis  absolument 
la  retrouver;  j)ernictle7.-nioi.  si  vous  en  avez  une,  de  vous  prier  de 
me  la  communiquer. 


431.  —  Il  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,  9  (Itcembre  tHQ/j. 


432.  —  If  ERMITE  A  STIELTJES. 

Paris,   i5  déccnibre  i!^y4- 
Mon   Cher    Vmi, 

Vos  amis  de  Toulouse  viennent  causer  avec  vous  pour  vous  dis- 
traire; je  ferai  comme  eux;  je  ne  vous  entretiendrai  point  de 
choses  élevées  et  difficiles,  jnais  d'une  simple  curiosité  que  j'ai 
trouvée  dans  un  des  derniers  numéros  du  Bulletin,  à  la  page  2.32. 

,^,,  .  I  ■    ,  x(-ï  -\~  cosx) 

Klle  consiste  en  ce  tiue  la  truanlite -. est  touiours  a  peu 

*  '  SI  11  a"  •*  ' 

près  égale  à  3;  j'ai  été  fort  surpris,  rien  ne  me  faisant  soupçonner 
une  telle  singularité,  et  j'ai  cherché  à  m'en  rendre  compte.  Che- 
min faisant  j'ai  été  amené  à  considérer  la  quantité  un  peu  plus 

,     ,      ,     r(«  -t-  cos.r)  .    .  .,    . 

iïenerale : >  et  voici  ce  que  i  ai  remarque. 

■o  s\nx  '       "•  * 

On  a  d'abord 

.r  (a -f- cos.r)        'Ainx{a -\- co?,x) — .r(i -f- «  cos^i") 
^  i'\nx  s\n-x 

On  trouve  aussi 

D^.[sin^(a  -h  cosj?)  —  a'(i  -f-  a  cos:?')]  =  sin.?'(«J?  —  a  sina-). 
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|*()iir«=2   elles   valeurs   plus  };ran(les.  le   secoud  uiembre,   si 

l'on  fait  varier  x  de  (^  à  -  >  est   posild;  d  en  i('-sidle  (|uc  la  (juanlilé 

sinj7  (rt  +  coso:)  —  j:*  (i  +  r/ eos.r)    est   croissante:    elle   est    donc 
positive  iHMSCju'elle  e-l  nidie  p()iir.r:^o,  et  l'on  en  conclu!  (pie  la 

,.  ■  .r(  rt  -f- COS37)  ■  .         1-      /■    •  .  .  ~ 

(onction -. est  croissante,  r.n  laisant  .r  =  o  et  ^  =  —,  ou 

sin.r  i. 

a  les   valeurs   a-\-\    et  — -    entre   les(|uelles  elle   reste   comprise; 

faites  maintenant  a  =  p.,  elles  de\ieiinenl  .'>  et  t:,  dont  la  diderence 

est,  en  effet,  fort  petite. 

J'observe  même  qu'en  faisant  a  =  2  cos',p  on  a  cos'i  .T  —  sin.r  <  o 

pour  les  \alcurs  de  ^moindres  (pu* '^,  coniine  on  le  Noit  ais»'inent; 

.r(  •?.  coso  -î-  COS./')  ,.  •  1  '         • 

par    <M)nsecnien! ,    r est    une   ionction    décroissante 

'  '  sin.r 

,  ,.       .  jCi  coso 

comprise  entre  les  limites  2  cos'-î  -h  i  et  — '—. ■ 

'  '  «  m  o 

Développons  en  st'-rie  siii\aiit  les  puissances  de  es;  les  termes 
coïncident  jusqu'à  la  cpiatrièine  puissance  ;  voici,  par  suite,  de  nou- 
velles expressions  qui  varieront  peu,  comme  la  précédente.  Je  fais 

T  ~  .     ,  T  {\/-i-~  co^.r)         .r  (  1,^3 -h- eosjr) 

C5  =  —  et  c  =  -  ce   (lui   (lonne  -. ^    et : ;  me 

•  (         '  t)  '  Mil./-  sin.r 

jjornant  à  la  second»',  elle  donne   aux  liniiles  les  (piantités  i  H-\A^ 

et  -  v/3  qui   ne   dillV-rent  (pie    li('s   peu.   On  a.   en  efl'et,    sensible- 

menl  -  =  14-  —-,  cav,   en    pit-nant  pour    \aleur  approcliée  de  -— 

I       '  I    •      4                               '-'i 
la  réduite     >  on  trouve  tz  = 

La  noli(»n  de  genre,  découverte  par  ^I.  A\  eierstrass,  m  a  beau- 
coup frap|)('';je  n'ai  pas  manqué  de  la  signaler  dans  ma  Préface  ; 
mais,  pour  l'amour  du  ciel,  lisez-la  a\ec  indulgence  lorsque  vous 
l'aurez  sous  les  yeux! 

l'^n  vous  souliailrint  de  tout  cœur  que  les  forces  vous  reviennent^ 
el  en  vous  priant,  mon  cher  ami,  de  croire  toujours  à  mon  affec- 
tion bien  sincèrement  dévouée. 
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LETTRES    DE    STIhXTJES    A    i\r.   MITTAG-LEI'FLEK 

SUU    r.V    FONCTION    Ç(,s)    DE    lUEMANN. 


Lettre  1. 


Monsieur, 


Pans,  '43  juillet  j8S.5. 


En  réponse  à  votre  lettre  que  je  viens  de  recevoir,  je  dois  vous  infuriner 
que  les  recherches  dont  je  nie  suis  occupé  dernièrement  ne  sont  pas 
encore  prêtes  à  être  terminées  et  me  demanderont  encore  beaucoup  de 
temps,  tandis  que  d'autres  devoirs  me  forcent  en  ce  moment  de  les  aban- 
donner pour  quelque  temps.  Je  pense,  du  reste,  à  donner  deux  Mémoires 
sur  ce  sujet,  le  premier  d'un  caractère  analytique,  destiné  à  l'étude  de  la 
fonction  ^(s)  de  Riemann  et  formant,  à  proprement  parler,  un  commen- 
taire sur  les  quelques  pages  où  Riemann  a  donné  ses  résultats.  Dans  ce 
premier  Mémoire,  les  considérations  arithmétiques  seraient  limitées  au 
strict  nécessaire;  le  second  Mémoire  devrait  contenir  les  conséquences 
arithmétiques  et  entre  autres  ce  résultat  que  la  fonction  0(a:)  de  Tcheby- 
chef  (somme  des  logarithmes  des  nombres  premiers  qui  ne  surpassent 
pas  x)  est  exprimée  par 

^{x)  =  X  -^  A /a;  loga*, 

A  restant  comprise    entre    deux  limites  finies.   (On  n'avait  pas  démontrt" 
encore  que  la  valeur  asymptotique  de  ^{x)  est  x.) 

Mais  vous  voyez  bien,  par  ce  qui  précède,  que  je  ne  saurais,  dés  à  pré- 
sent, fixer  un  temps  où  mon  travail  serait  fini.  Mais  je  vous  promets  vo- 
lontiers de  destiner  à  votre  Journal  l'un  des  Mémoires  que  je  veux  consa- 
crer à  cette  matière. 


Votre  bien  dévoue, 

T.-J.  Stieltjes. 
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Lettre  2. 

Toulouse,   îS  mars  1887. 
MoxsiEri». 

Ayant  reçu  hier  voire  lettre,  je  m'empresse  de  vous  répondre  aussi  bien 
que  je  le  peux  en  ce  moment.  Lorsque  j'aurai  eu  le  temps  d'étudier  mes- 
notes,  je  pourrai  peut-être  encore  ajouter  quelque  chose  à  la  Note  ci- 
jointe. 

Quoique  dans  mon  travail  j'aie  pris  comme  point  de  départ  le  Mémoire 
de  Riemann,  je  me  suis  bientôt  contenté  d'un  but  plus  modeste. 

EneDFet,  en  prenant  F(.r)  dans  le  sens  de  IVemann,  le  but  de  Ricmauu 
est  d'obtenir  uiMi  Jorniule  exacte  pour  calculer  F(.r)  et  qui  met  en  évi- 
dence sa  partie  principale. 

Je  me  suis  proposé,  au  contraire,  simplement  de  démontrer  rigoureuse- 
ment 

(  A  )  lini  y-.  -  ^  =  -h  I ,  .r  =  -H  oc 

li{x) 

et,  après  cela,  d'évaluer  rt)rdre  de  i,naMdeur  de 

F(.r)-//(.r). 

Sans  aucun  doute,  on  a,  5  étant  un  nombre  po>itif  plus  grand  que  - 
(mais  qui  peut  en  différer  aussi  peu  qu'on  veut  i. 

/i, .                                 1-      ^{x)  —  li{x)  I 

(B)  Iim — —-- ^ — ^  =  o.         5>-- 

Un  momeni,  j'ai  cru  avoir  obtenu  la  tlémonslration  de  (  B  ),    mais  je   me 

suis  trompé  et  je  ne  peux  démontrer  (  B)  que  sous  la  condition  5  >•  -  • 

I 

Quant  au  !\Iémoire  de  Riemann,  j'appellerai  votre  attention  sur  ce  pas- 
sage (p.  189,  ligne  9,  e.  d.)  :  «  Hiervon  wiire  allerdings  ein  strenger  Beweis 
zu  wiinschen...  da  er  fiir  den  nachstcn  Zweck  meiner  Untersuriiimg 
entbehrlich  scliien.  ii 

Il  me  semble  que  ces  derniers  mots  :  «  Da  er  fiir  den  nachsten  Zweck...» 
sont  très  contestables. 

En  effet,  pour  parler  rigoureusement,  il  serait  possible  que  \{t)  eût  une 

racine  de  la  forme  a  H —  i  (le  contraire  n'est  pas  démontré  j.  Mais  alors  on 
ne  ]>eut  pas  même  conclure  de  la  formule  finale  de  Riemann 

Il  m  -rr; =  I. 

lii^x) 
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.le  suis  parvenu  à  démonticr  la  piDposition  concernant  les  racines  de 
^(/)  =  (),  en  étinliant  la  série 

I       _  I  I  I  I 

qui  est.  convergente  et  (h'Iiiiii  une  fonction  analytique  pour  P.U.";  >  — . 

Mais,  cela  étant  obtenu  une  foi?,  on  |)eut  en  (l('Mliiii(',  d'une  manière 
r(!lativ(Mn<M)t  simple, 

1 1  ni  7^ =  I , 

li{x) 

r(.r)~  li.(.r)  ^    -j 

iim  =  o,  *  >  -;  • 

Donc,  d'après  mes  recherches,  je  serais  tenté  de  croire  que,  précisément, 
la   principale   difficulté    réside    dans    cette    proposition  sur  les  racines  de 

J'ai  dû  abandonner  ces  recherches  par  des  circonstances  qui  m'ont  em- 
pêché de  travailler  avec  la  liberté  nécessaire  d'espiit  pendant  de  longs  mois. 
Je  dois  ajouter  aussi  que  j'aurais  voulu  prendre  connaissance  de  travaux 
écrits  par  d'autres  géomètres  sur  ce  sujet.  En  effet,  par  un  compte  rendu 
dans  le  Bulletin  de  I\I.  Darboux,  j'ai  appris  qu'il  a  paru  sur  ce  sujet  un 
travail  fort  étendu  en  danois,  et  aussi  I\I.  Genochi  semble  s'en  être  occupé. 
Je  n'ai  pu  consulter  ces  travaux,  mais  je  ne  puis  point  douter  que  l'on  y 
rencontrera  des  éclaircissements  auxquels  j'ai  travaillé  de  mon  côté. 

Je  n'ai  point  du  tout  parlé  de  votre  question  concernant  la  décomposi- 
tion de  ç(^);  en  effet,  je  vous  demande  un  certain  délai  pour  me  retrouver 
dans  ces  questions.  J'avais  tâché  aussi  d'approfondir  la  nature  de  cette 
fonction  ï,{s)  au  point  de  vue  purement  analytique,  sans  ni'occuper  de  la 
question  arithmétique. 

Il  est  certain  que  l'on  aura  des  développements  analogues  concernant  la 
distribution  des  nombres  premiers,  dans  une  série  arithmétique  quel- 
conque a,  a  +-  b,  a  -[-  •>.  h,   .... 

Veuillez  bien  agréer,  INIonsieui-,  l'assurance  de  mes  sentiments  respec- 
tueux et  dévoués.  T.-J.  STiia/riKS. 


Lettre  3. 

Toulouse,  I'"'  avril  1887. 


Monsieur, 


Gomme  je  suis  dans  les  examens  de  baccalauréat  en  ce  moment,  je  n'ai 
pas  le  loisir  actuellement  de  vous  répondre  aussi  longuement   que  je  le 


4/|8  APPENDICE. 

désirerais.  Mais  je  dois  vous  remercier  sincèreinenl  d'avoir  bien  voulu 
écrire  à  M.  Gram  et  de  m'avoir  indiqué  le  travail  de  Genociii. 

Lorsque  je  travaillais  sur  ce  sujet  (été  i885),  j'ai  retrouvé  les  résulta Is 
de  M.  Ilurwilz  et  j'ai  inènic  poussé  un  peu  plus  loin  mes  reciierches.  I-:i 
cU'et,  j'ai  obtenu  les  fonctions  analoi^iies  à  la  fonction  ^(t)  de  liicrnann. 

Soit,  par  exemple, 

3.%  -jS  --.s  ,J.N 

alors 

—  1—1  — 

Vous  voyez  que  le  second  membre  ne  change  pas  en  remplaçant  s  par  1  — .<  ; 
on  a 

g{t)  =  e     '*  —  3e       '*   -^  ')e       ^     — ... 

et 

3 


Cette  dernière  propriété  remplace  ici  la  formule 


9.  ij'  (  -3?  )  -M  =  .r    "    ■'-  't'  (  ;-.  )  ^  M 


que  Riemann  emprunte  à  Jacobi. 

Vous  trouverez  toutes  les  formules  de  ce  genre  dans  ma  Note  Sur 
quelques  formules,  etc.  En  écrivant  cette  Note,  je  pensais  encore  à  pu- 
blier mes  recherches,  mais  quelques  mois  plus  tard  j'avais  perdu  courage. 
C'est  alors  que  j'ai  réuni  seulement  quelques  résultats  dans  l'Article  Sur 
quelques  intégrales  définies  ('). 

J'espèi'e  être  à  même  Ijientùt  pour  vous  écrire  plus  longuement. 

V^euillez  l)ien  agréer,  Monsieur,  l'expression  de  mes  sentiments  respec- 
tueux et  dévoués.  T.-J.    Stif.i.tjes. 


(')  Voir  Sur  quelques  fori)iules  qui  se  rajiportent  ù  la  théorie  des  fonctions 
■ellil)liques  (  Verslagen  en  Mededeelingen  der  Koninklijhe  Akademie  van 
Welenschappen  le  Amsterdam,  3'  série,  t.  II,  1886,  p.  ioi-io4).  —  Sur  quelques 
intégrales  définies  l^lbid.,  1886,  p.  210-21(1). 


APPKMUCK.  /J^g 


Lettre  4. 


Toulouse,  iS  avril  iSK-^. 
IMoNSIIU  H, 

Presse  par  un  travail  qui  devait  être  terminé  à  une  époque   donnée,  j'ai 
dû  ajourner  jus([u'ici  à  vous  écrire.  Jentie  en  matière. 
En  désignant  par 


la  série  obtenue  par  le  développement  dn  produit  infini 

la  convergenee  de  la  série  pour  s  >  -  est   une  conséquence  de  ee  leninie. 
L'expression 

xfo-t-xr-D-h . ..  -f-x(/i) 

reste  toujours  comprise  entre  deu\  limites  fixes. 

(  ]'oir  la  théorie  des  séries  de  celte  espèce  dans  la  Théorie  des  nombres 
de  Lejeune-Dirichlet,  Dedekind.) 

Mais  la  démonstration  de  ce  lemme  est  purement  arilliméttque  et  très 
difficile  et  je  ne  l'obtiens  que  comme  résultat  de  toute  une  série  de  propo- 
sitions préliminaires.  J'espère  que  cette  démonstration  pourra  encore  être 
simplifiée,  mais  en  i885  j'ai  déjà  fait  de  mon  mieux  et  envisageant  encore 
la  question  d'une  autre  manière  et  en  remplaçant  ee  lemme  par  un  autre, 
d'une  nature  pareille  toutefois. 

Mais  vous  voyez  bien  que  je  me  suis  éloigné  ici  tout  à  fait  du  Mémoire 
de  Uiemann,  et  des  considérations  aritlunétiques  ']o\xe.nl  le  rôle  principal 
dans  mon  travail.  C'est  pour  cette  raison  que  je  crains  bien  d'avoir  à  vous 
désappointer  concernant  le  Mémoire  de  Riemann,  car  je  suis  bun  d'avoir 
vaincu  toutes  les  difficultés  qu'il  présente. 

Pour  ne  parler  que  de  la  principale  difficulté,  la  décomposition  de  la 
fonction 


il  me  semble  très  difficile  d'obtenir  une  démonstration  rigoureuse  (\t;  cey\.c 
formule  en  suivant  la  voie  indiquée  par  Riemann.  Il  me  semble  qu'en  con- 

II.  29 
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sidérant  l'expression 

(  uiul  wird  fur  cin  uneiulliches  /   niir   iiiiondlich   wie  /loi;/),  il  faudra  pré- 
ciser la  manière  dont  /  devienl  infini.  Par  oxoniple  on  siij)po«era  que 

/  =  /■  (  cos  »  -+-  /  si  n  cp  ) 

cl  que  /■  varie  de  o  à  ce,  tp  restant  constant.  Mais  il  faut  alors   excepter  les 

deux  valenrs  ç  =  o,  es  =  -.  En  somme,  je  crois  qu'il  faudrait  alors  démontrer 

la  proposition  suivante  : 

Soity(-)  une  fonction  lioloniorplic  dans  tout  le  plan,  et  sujiposons  qu'on 

sache  que 

J\r  ct>so  H-  /7'sincp), 

(ç  constant,  /-variant  de  o  à  x)  tend  veis  zcio  pour  toutes  les  valeurs  de  o 
exceptant  certaines  valeurs  particulièi-es:,  alors  on  a  nécessairement 

/(5)  =  o. 

Je  ne  sais  pas  si  la  démonstration  de  cette  proposition  (à  supposer  qu'elle 
soit  vraie)  présente  de  grandes  difficultés.  J'avoue  que  celte  méthode  ne 
plait  pas  beaucoup  et  je  n'ai  guère  cherché  à  arriver  au  but  de  celle 
manière. 

Je  crois  plutôt  qu'on  parviendra  plus  facilciiiLiil    au  but,  en   considérant 

i'(t) 
d'abord    la    fonction   \ et    en    obtenant    la    décomposition  en   liactions 

zit  )  ' 

simples  à  l'aide  de  l'intégrale  de  <".aucliy 


\        f:  (:■)     dz 

TTiJ   i(z)  J^^'' 


à    p;Mi   |)iés  comme  on   obtient    la    décomposition    de   cotang;;  (  Bkiot   et 

BoUQUKT,  Fonctions  elliptiques,  p.  -285).   La  seule  difficulté   alors    est    de 

i'it) 
savoir   comment    se  comnoitc  ^ pour  des  valeurs    t  =  a -\- bi  (a    très 

grand,  b  fini).  Je  ne  crois  pas  qu'on  doit  désespérer  de  vaincre  cette  diffi- 
culté en  partant  de  l'intégrale  de  Rieniann.  Et  cela  permettra  alors  aussi 
de  préciser  la  proposition  regardant  le  nombre  des  racines  de  ;(/)  =  o. 

Du   reste   il   ne  peut   y   avoir   le    moindre    doute    sur  la  vérité  de  celte 
formule 

^(o  =  ^ro)];];(i-^ 

En  adoptant  cette  formule  j'ai  calculé  les  sommes 
et  j'ai  conclu  de  là  que  la  plus  petite  racine  a  est  à  peu  prés  ==  i4,  3. 


AIM'IÎNDICn.  4^1 

Si  votre  altcnlion  s'est  portée  de  ce  cùlc  vous  aurez  remarque  aussi  sans 
doute  que  les  coefficients  du  développement 

G,     .  G,       ., 


I .... .  J 


s'exprimenl  de  la  nianicie  suivante 

G   —   1-+--       +...M —  loj;«,  n  =  v:, 

i  n 

Ioi;->.  loiî/i  1     ,         ^, 

Cl  =  — ^—        -h...-\-- — -^(Iog'/i)2  n  ^^ 'jo, 

■i  n  'X 

n  ll0S'>.)'  (log/i)-  I    ,,  ,, 

G2=     • ^^ h... 4-   —5 (l08;t)3,  /i:r-CC, 


G.=  ^l^^i^  +...-H  '^^^^^  -  ^  (log.)^-,         ^*-- 

J'avais  communiqué  celte  observation  en  iHSJ  à  M.  Ilcrmile  (  '  i  et 
M.  Gram  m'écrit  qu'un  de  ses  compatriotes,  M.  JtMisen,  a  relro)i\c  ce 
résultat. 

Vu  les  grandes  difficultés  que  présente  encore  la  théorie  de  cette  fonc- 
tion 'C.iz)  il  ne  sera  pas  inutile  peut-être  de  tâcher  d'approfondir  la  nature 
et  les  propriétés  de  celle  fonction,  sans  viser  directement  à  ces  ([iieslions 
qui  sont  nécessaires  pour  le  IMémoire  de  lliemann.  Une  démonstration  ana- 
lytique de  la  réalité  des  racines  de  |(/)  est  aussi  très  désirable.  Mais  même 

la  proposition  pailiculièrc  que  \{t)  n'a  pas  de  racine   de  la  foiiiie  a  -l-  -  / 

paraît  difficile  à  démontrer  analyliquement. 

J'ai  vainement  cherché  à  démontrer  cela  en  partant  de  celte  formule  ipii, 
d'ailleurs,  parait  |)ro|)ie  pour  ce  but 

(■-.'-)r(;.:)^,-.s,=-^-sin   (I^j    /"°(^-^-K:.-0^^'''^2^^^^'^ 

1 

/(II)  =  somme  des  diviseurs  de  ii. 

Je  vous  ai  donné  maintenant,  iMunsieur,  un  résumé  à  peu  prés  complet 
de  ce  que  j'ai  fait  dans  celte  matière.  Vous  voyez  que  les  difficultés  que 
présente  l'étonnant  Mémoire  de  Riemann  sont  loin  d'être  vaincues.  Beau- 
coup de  recherches  sont  encore  nécessaires,  cl  peut-être  moi-même  je 
pourrai  encore  revenir  plus  lard  sur  ce  sujet.  iMais  à  présent  je  m'applique 


(')  Voir  Correspondance,  t.  I,  Icllre  75. 


452  APPENDICE. 

depuis  quelques  mois  déjà   à   un   autre  sujet   très  dillicile  iV.'  la  ihéorie  des 
fonctions  elliptiques  et  qui  deniande  tous  nies  eiïorls. 

Veuillez  bien  agréer,  .Monsieur,  re\|)ression  de   mes  sentiments  respec- 
tueux et  dévoués.  T.-J.  Stii:i,tji;s. 


Essai  d'interprétation  d'un  passage  des  Œuvres  de  lîieniann 
(p.  138-139). 

«   Die  An/.alil  derWurzeln  von  ^(;)  =  o,  deren  reellerTlieii  /.\\is(:hen  o  und 
T  liegt.  ist  etwa 

rp  ^  j 

■IT.         ^    J.-  ■!- 

denn   das   Intégral    /  d\oii\{t)   posiliv   uiu  don    Inhegriff  der  Werthe  von 
t   erstreckt.  deren  iniaginiiren    Tlioil   zwischcn   -/    und /    und    di'ren 


reeller  Tlieil  zwischen  o  und  T  licirt,  ist  (  his  auf  eiuen  Hruclitheil  von  der 
Ordnuu<i  der  Griisse   -  )    irlcich    (  T  loii; T)  /;    dièses  Intégral    aher. 

I  /  *         V      "-  ^•-       / 

ist  gleich  der   Vnzalil  der  in  diesem  Gebiet  liegendcn  \\'nrzi'ln  von  \{t)  =  o 
mulliplicirt  mil  xT.i.  » 

Soit 
en  sorte  que 

Alors,  il  résulte  du  Mémoiie  de  Rieniann  : 

i"  Que y(s)  est  une  foneliDn  holomor|)lie  dans  tout  le  plan  et  qui  jouit 
de  la  propriété 

J\^-s)=f{s)■ 

•i°  Que  les  zéros  Ac  f{s)  ont  leur  partie  réelle  comprise  entre  o  et  i; 
3"  Quey(5)  est  réel  et  positif  tant  que  s  est  réel. 

/(,)   =/(o)        =-.. 

/(•2)=/(  —  I)     =:^    j^  =-+-0,5236, 

/•os        J-/  3  Jl  ^  ,')  ) 

/M)=/(— 3)  =  --  =-i-o,6, 


f  ~)  =  -^o. 
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Dans  la  figure  ci-joinlc 


B' 


le  point  A  a  pour  affixe T  i, 


A'C 


B 

G 

A' 

B' 
C 
D 
E 
F 


1  —  T  t , 

I  +  T  j, 

■À 
-4-  T  t, 
-Ti, 

-^  I, 

-4-  ■>., 
■>.  4-  T  /. 


Soit    /  (l\ogf(s)  =  P  4-  Qt,  l'intégrale  étant  prise  sur  une  roiirbe  (juel- 

conque.   Il  est  clair  que  Q  est  alors  la  variation  de  l'argument  (le/(*)  le 

long  de  la  courbe, 

Q  =  var.  arg./(s). 

On  a  préféré,  <lans  la  suite,  considérer  la  variation  de  l'argument  de  y(5) 

au  lieu  de    /  dlogf( s),  mais,  au  fond,  cela  revient  à  la  même  chose. 

Considérons 

var.  arg.yX*')         ^'nr         ABCA'. 

Comme  f  (s)  a  la  même  valeur  en  A'  qu'en  A,  cette   variation  doit   être 
un  multiple  de  •*  tt  ;  donc 


var.  arg./(,ç  )  =  ■>. /JTï,         sur 


ABCA'. 


A  cause  de/(s)=/(i  —  s),  il  est  clair  que  la  variation  de  l'argument 
de  fis)  sur  A'B'G'A  sera  aussi  imz,  donc  la  variation  de  l'argnuient 
de  /(s)  sur  le  contour  du  rectangle  BGIJ'G'  est  4«~  et  le  nombre  des  ra- 
cines de/(s)  =  o  à  l'intérieur  du  rectangle  =  in.  Le  nombre  dos  racines 
à  l'intérieur  du  rectangle  0DGi5'  est  donc  =  n. 

Il  est  clair  que 

var.  arg.  /(.s)  sur  DGA'=^  var.  arg./(.ç)  sur  ABD 
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car  sur  ABD  le?  valeurs  de /{s)  sont  conjuguées  de  celles  sur  A' CD.  Par 

conséquent 

var.  arg.  /"(s)  =  « -,  sur         DCA'. 

Pour  avoir  le    nombre   n  des   racines  de  /{$)  =  o  à  l'intérieur  du  rec- 
tangle ODCB',  il  suffira  donc  de  calculer 

var.  arg./i^s)         sur         DCA', 

et  de  diviser  par  -  cette  variation. 
Mais  on  a 

var.  arg.y(5)  =  o.         sur         DEFCD 

et 

var.  arg.y"(  s)  =  o,         sur         DE; 

|).ii   conséquent,  on  a  aussi 

/it:  =  \ar.  arg. /(5  ),         sur         EFGV 
ou 

^   /f- =  var.  arg.yi^.s),  sur         EF, 

I         -;- var.  ai'g.y(  .s- »,         sur  FA'. 


Calcul  de  var.  ar^'-.f{s)         sur         EF. 


/(5)=-i— F    -)-    'Z.(s); 


On  a 


donc 

var.  arg.y"(s  )  =  var.  arg.  s( s  —  i)  -r-  var.  arg.  T  f  -  1 

-f-  var.  arg.  t.    2_i_  var.  arg.  Ç(s) 
et  il  est  clair  (jue  l'un  a 

var.  arg.  s(_5  —  i)  =  x, 

var.  ar".  -    ^  = loi: t.         -    -  =  e    -^        , 

a  est  positif  et  un  peu  plus  petit  que-,  c'est  la  somme  des  deux  angles  FOE 

et  FDE  qui  sont  inférieurs  à  -• 

■1 

Sur  la  ligne  EF,  on  a 

s  =  2  -î-  il,         t  réel  ; 


«lonc 


C(s)  =  i 


e~"  \os'i        e~"  loirS 


AI'I'ENDICK. 
L'aif^uincnt  de  ^(s)  est  zéro  cm  K  pt  ayant 

Us)  =  [  •  + ^r—  + 3^ 

"sin(Mog-2)         sin(<Iog3) 


455 


-'[: 


M  +  I\  /, 


on  voit  que  M  reste  toujours  positif,  car 


M>i  — 


•>2  -13 


■.  .  .  =  2 —    >  O 


et  N  reste  compris  entre 

En  déterminant  donc  l'anj;Ic  [i  entre  o  et  -  par  la  formule 


lang^  = 


i-ar.  arg.  ^(s)  —  î3         —  i<£<  +  i. 


Reste  à  calculer 

var.  arjr.  r  (  -  )  =  var.  ar".  1 


(  -  1  =  var.  arg.  T  (  i  H )'  /  de  o  à  T; 

or    cela    est   égal    à    l'argunieut    final   de    F  (  i -H  —  1)    l'argument    initial 


étant  ^  o  ;  or 


arg.  r  (  I  H I  =  ai-g. F-  arg.  I 


ar-.  r 


iT\ 


Or  on  a,  avec  une  erreur  de  l'ordre  7   , 


ar«.l(-)=.-log----- 


[voir  ma  Thèse  pour  le  doctorat  (p.  3i)];  donc,  en  somme,  en   négligeant 
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une  petite  quantité  de  l'ordre  =  > 

\ar.  arjr.  f(s)         sur         RF 

T,  ,,       T,       T        T        -        T. 

7:\        T          T         T 
^îp-4-  7      -H  -log , 

,.  ,  ...  .  ï 

et  Ion  a,  par  conséquent,  en  négligeant  toujours  =5 

n  =  —  log 1-  -  -F- 1-  -  var.  arg.  /  (  s  )         sur         b  A  , 

o  <  a  <  -, 
o  <  3  <  -  . 

■A 
—  I  <  £  <-r-  I. 

En  admettant  donc  que  l'on  puisse  négliger  var.  arg.  J'(s)  sur  F.V,  on 
a,  approximativement, 

T   ,       T         T 

n=  —  log , 

confornii'meul  à  rimlication  de  Riemann. 

Quant   à  lapiiroxinialion   de  celte   expression,  pour  la  juger,  il  faudrait 
avoir  une  idée  de  la  grandeur  de 

var.  arg. /(  .9)         sur         FA', 

/(s)  =  i  -H  -  .ïfx  —  I)   /      <l{x)  (  .r^  "'  -H  .r~2~  ~' j  dx, 


Je  crois  me  rappeler  que  j'ai  fait  quelques  efforts  dans  cette  direction, 
qui  n'ont  pas  été  tout  à  fait  sU'riles,  mais  je  ne  saurais  préciser  en  ce  mo- 
ment sans  étudier  d'abord  les  notes  que  j'ai  prises  sur  ce  sujet. 

J'ajouterai  seulement  que  je  ne  vois  pas  comment  on  pourrait  attacher 
un   sens  précis  à  ces  mots  de  Riemann  :  «  bis   auf   einen  Bruchtiieil   von 

der  Ordniing  der  Grosse  —  ».  Gela  me  paraît  absulumcnt  en  contradiction 

avec  le  fait  que  l'intégrale  considérée  doit  être  un  multiple  de  itlÎ. 
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A)  point  principal  de  la  dédiiclion  donnée,  c'est  évidemment  la  formule 


=  a  lo<;  a  —  a  —  •-  — .  . 
I 


a  réel  positif 


de  ma  Thèse.  Gomme  il  suffit  ici  d'avoir  0  avec  une  approximation  de 
l'ordre  6,  je  remarque  qu'il  n'est  pas  nécessaire,  pour  cela,  de  recourir  à  la 
formule  (/(?.)  de  mon  travail,  il  suffit  d'observer  que 


=  a  locra  —  a / sinaudu         [form.  ( '54)1, 

1       .'>         " 


«p  (  »  )  = 1 —  » 

tp(")  _  \^  'i 

Il  J^  U^-h  4  A'-7T- 


et 


Donc 


..'o  -'o  ''E  -'2jr 

Il  a 
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